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Аннотация

В данной работе рассматривается поведение различных устройств, взаимодей-

ствующих друг с другом в рамках активно развивающегося в данный момент Ин-

тернета вещей. Множество датчиков отслеживает состояние устройства с течением

времени, порождая временные ряды в различных шкалах. Информация, содержаща-

яся в данных рядах может быть использована для определения текущенго состояния

устройства и прогнозирования его поведения в ближайшее время. Предполагая, что

перед сбоем внутренние параметры устройства меняются, его пронозирование мо-

жет помочь избежать поломки или минимизировать возможные потери. Решение

данной задачи осложняется тем, что временные ряды могут обладать различными

периодами отсчета, быть сильно скоррелированными или зашумленными. Для реше-

ния проблемы различных периодов отсчета предлагается процесс ресемплирования

временных рядов оптимальным образом, приводящим отношение частот к рацио-

нальным числам. Для достижения лучших результатов предлагается использовать

смеси моделей и смеси экспертов для описания данных. Область применимости дан-

ных подходов не ограничивается прогнозированием состояния устройств, они могут

быть использованы для прогнозирования любых временных рядов. Вычислительный

эксперимент проводился на данных о погоде и энергопотреблении в Польше [1].
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1 Введение

Актуальность темы. Ввиду наличия большого количества датчиков, фиксирую-

щих различные параметры устройсв (а так же состояние окружающего мира), было

бы выгодно использовать накопленную информацию для прогнозирования состоя-

ний этих устройств в будущем. Задача построения прогноза осложняется тем, что

датчики, фиксирующие значения даже связанных между собой величин порождают

данные различной природы. Вдобавок, частота остчетов у различных датчиков не

совпадает и может варьироваться от милисекунд до нескольких часов. Данная рабо-

та предлагает подход к прогнозированию временных рядов, позволяющий работать

с временными рядами различной природы и частоты.

В данной работе предполагается, что каждый из рассматриваемых временных

рядов имеет фиксированную частоту отсчетов и достаточно длинную предысторию.

Задача анализа разномасштабных временных рядов возникает в различных предмет-

ных областях, таких как диагностика заболеваний, прогнозирование погоды, анализ

показаний различных датчиков оборудования [2–5]. Основной предпосылкой к анали-

зу разномасштабных временных рядов является предположение о наличии сложных

зависимостей между различными процессами, имеющими, возможно, различную ча-

стоту и природу.Обычно при анализе разномасштабных временных рядов, модель

для каждого ряда строится в его собственной временной шкале. Подобный подход

применяется в различных задачах классификации временных рядов, поиска анома-

лий и прогнозирования ошибок [4,6,7]. Для получения значений временных рядов с

меньшей частотой как правило производится усреднение [8], а для повышения часто-

ты отсчетов временного ряда применяется операция дифференцирования [9]. Опера-

ции усреднение и дифференцирования, являющиеся по-сути применением вейвлет-

преобразования Хаара [9], могут быть заменены любыми другими подобными вевлет-

преобразованиями [10]. При работе с разномасштабными временными рядами как

правило определяется оптимальная частота дискретизации [3,11].

В случаях, когда необходимо получить прогноз на несколько шагов вперед, воз-

можно использование итеративного, прямого, или же MIMO-подхода [12]. В случае

итеративного подхода, прогноз стоится поэтапно с применением одной и той же мо-

дели: на следующем шаге прогноз используется как реальные исторические данные.
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Подобный подход достаточно прост вычислительно и в реализации, но ему свойсв-

тенно накопление ошибки с каждым шагом прогнозирования. Прямой подход подра-

зумевает построение собственной модели для каждого шага вперед [13]. Этим обес-

печивается более высокая точность и отсутствие накопления ошибки, но обучение

нескольких моделей приводит к значительному повышению вычислительной сложно-

сти относительно итеративного подхода. Последний рассматриваемый подход, MIMO

(Multiple input, multiple output) позволяет строить прогноз сразу на несколько ша-

гов вперед, но его реализация может быть значительно сложнее, чем для случая с

одним шагом прогнозирования. В работе [12] производится сравнение всех трех под-

ходов при построении прогноза на несколько шагов вперед с помощью SVR (метод

опорных векторов для задачи регрессии). Согласно результатам этой работы, пря-

мой и MIMO подходы доставляют большую точность независимо от длины прогноза,

причем MIMO-подход дает лучшие результаты в большинстве случаев.

В данной работе задача прогнозирования рассматривается как задача регрес-

сии и для ее решения используются следующие подходы: многомерная линейная

регрессия, случайный решающий лес (Random Forest) [14, 15], метод опорных век-

торов [16–18] и искусственные нейронные сети [19, 20]. Случайный лес использует

для решения задач классификации и регрессии набор из большого числа случайно

сгенерированных решающих деревьев, что дает лучшие результаты, чем использо-

вание одного сложного дерева [21]. При решении задачи регрессии, узлы деревьев

разделяют признаковое пространство на два подпространства, а каждый лист пред-

ставляет собой некоторую регресиионную модель, которая используется для постро-

ения прогноза если признаковое описание предыстории попало в соответствующую

область признакового пространства. Прогнозы всех деревьев усредняются, или же,

в более общем случае, усреднение производится в соотвествии с весами (вероятно-

стью, что его результат является верным) каждого дерева. Благодаря использованию

случайных подвыборок признаков при решении задач регрессии и классификации,

случайный лес показывает хорошие результаты в случаях, когда размерность призна-

кового пространства высока. Также случайный лес обладает высокой обобщающей

способностью благодаря своей структуре: его можно рассматривать как бустинг над

композицией простых моделей. Метод опорных векторов (SVR) также показывает
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хорошие результаты при прогнозировании времменных рядов [16, 18]. Данный под-

ход обладает высокой устойчивостью при работе с данными высокой размерности.

Также возможно его обобщение на случай MIMO-подхода [22]. Искуственные нейрон-

ные сети позволяют моделировать достаточно сложные зависимости между данны-

ми без непосредственного расширения признакового пространства. Их популярность

при решении самых разных задач [20,23] во многом обуславливается именно этим их

качеством.

Более подробно перечисленные методы решения задачи прогнозирования рас-

сматриваются в работах [23,24]. Подходы к работе с разномасштабными временными

радами также приводятся в работах [6, 10,25–27].

Цель работы. Предложить комплексный подход к прогнозированию временных

рядов, позволяющий использовать дополнительные временные ряды различной при-

роды и частоты при построении прогноза для улучшения его качества.

Научная новизна. Применение операции ресемплирования для построения мат-

рицы объект-признак, позволяющее работать с временными рядами различной при-

роды.

Использование мультимоделей в прогнозировании, что позволяет описать доста-

точно сложные зависимости с помощью простых моделей.

Практическая ценность. На основе анализа прогнозов достаточной точности

можно сделать полезные выводы. Например, в промышленности своевременный про-

гноз нештатной ситуации может помочь избежать сбоя или минимизировать потери.

Или же прогноз может помочь оптимизировать некоторые процессы и повысить при-

быль.

Ввиду того, что используемые подходы достаточно общие, их применимость

не ограничивается только прогнозированием внутренних параметров различных

устройств, они применимы для построения прогнозов любых временных рядов.

Положения, выносимые на защиту:

• Предложен комплексный подход к прогнозированию временных рядов, позво-

5



ляющий работать с разномасштабными данными.

• Теоретически обоснована применимость мультимоделей к задаче прогнозиро-

вания и произведена практическая проверка данного подхода в рамках вычис-

лительного эксперимента.

2 Постановка задачи.

Пусть задан набор временных рядов D = {s(q)| q = 1, . . . , Q}, каждый временной ряд

s имеет вид

s = [s1, . . . , si, . . . , sT ], si = s(ti), 0 ≤ ti ≤ tmax

и представляет собой набор значений si = s(ti) некоторой зависящей от времени

функции s(t). Пусть каждый времменной ряд s(q) имеет свой период τ (q):

t
(q)
i = i · τ (q).

Используя имеющиеся временные ряды из набора D необходимо спрогнозиро-

вать значения целевого ряда s1 на некоторый отрезок времени вперед (Рис. 1): ŝ1(ti)

при ∆tr < ti ≤ Tmax + ∆tr с минимальной ошибкой. В данной работе в качестве

функции ошибки используется симметричная версия MAPE:

SMAPE(s, ŝ) =
1

r

r∑
i=1

2|si − ŝi|
|si + ŝi|

. (1)

life history dataset history

prehistory forecast

t, time

now

Рис. 1: Представление временного ряда в рамках задачи прогнозирования.

При построении прогноза логичным шагом является использование информа-

ции, содержащейся в других рядах (в случае их наличия). Поэтому задача постро-

ения прогноза рассматривается как задача регрессии. Для ее решения необходи-

мо перейти к признаковому описанию временных событий в виде матрицы объект-

признак.
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3 Построение матрицы объект-признак

Пусть объект — вектор, содержащий предысторию временного ряда длиной ∆tp,

ответ — вектор содержащий следующие ∆tr значений ряда. Тогда можно ввести

следующее понятие:

Определение: Cемпл — отрезок последовательных значений временного ряда дли-

ной (∆tr + ∆tp).

Для построения матрицы объект-признак предлагатеся применить операцию

семплирования временных рядов.

Пусть задан временной ряд s. Возможны следующие случаи:

• Ряд s обладает ярко выраженной периодикой. В таком случае предлагается

использовать семплы, не перекрывающие друг друга. Начала семплов распола-

гаются в соответствии с периодом данного ряда.

• Ряд s обладает слабо выраженной периодикой или имеет несколько различ-

ных периодов. В данном случае семплы могут перекрываться для достижения

лучших результатов. Начала семплов также располагаются в соответствии с

периодикой.

• Если же ряд s не обладает периодикой, сильно зашумлен или же отсутству-

ет информация о природе описываемых данных, предлгагается использовать

семплы, начала которых распределены случайным образом равномерно по вре-

менной шкале рассматриваемого временного ряда.

В общем случае, способ семплирования зависит от природы данных и должен

выбираться в соответствии с их происхождением.

Перед операцией семплирования временной ряд нормируется таким образом,

чтобы все его значения лежали в интервале [0, 1]:

si =
soldi − subt

div
, subt = min(sold), div = max(sold − subt)

Пусть для временного ряда s заданы частота семплирования 1
τ
, длина предысто-

рии ∆tp и горизонт прогнозирования ∆tr. Определим аппроксимирующую функцию
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следующим образом:

g(s, ti) = s(t̂), (2)

где t̂ — ближайший к ti момент времени, в котором определено значение ряда

s. То есть временной ряд аппроксимируется кусочно-постоянной функцией, прини-

мающей значение s(t̂) на полуинтервале [t̂− T ; t̂ + T ), где 2T — период временного

ряда s (Рис. 2). В таком случае для порождения семпла размера l достаточно задать

его конец ti, по которому с помощью преобразования будет получен семпл (Рис. 3):

{g(t∗j)}lj=1, t
∗
j ∈ [ti − (∆tp + ∆tr), ti], j = {1, . . . , l}. (3)

t

s

s2

s1

t1 t2 tn
Рис. 2: Процесс ресемплирования временного ряда.

t, continuous timeyixi

∆tp ∆tr

ti

∆tiРис. 3: Порождение пары объект-ответ.

Таким образом, порожденные семплы — новые объекты x′ и ответы y′ к ним.

Объект — вектор, содержащий первые ∆tr элементов семпла, следующие ∆tp эле-

ментов — ответ (в терминах авторегрессионной матрицы).

[(ti), . . . , s(ti −∆tr)),︸ ︷︷ ︸
y′i

. . . , s(ti −∆tr −∆tp)︸ ︷︷ ︸
x′i

] = [y′i,x
′
i],
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X∗ =


ŷ′ x′0 x′′0 . . .

y′1 x′1 x′′1 . . .
...

... . . . ...

y′m x′m x′′m . . .

 =

 ŷ
1×r

x0
1×n

Y
m×r

X
m×n

 .
При наличии нескольких временных рядов 2, . . . ,j матрица объект-признак

включает в себя конкатенацию объектов всех рассматриваемых временных рядов

между собой [x′ ∪ x′′ ∪ . . .], а в качестве ответов рассматриваются соответственые

части семплов целевого ряда y′.

В результате применения данного подхода может быть получено нужное коли-

чество объектов, признаковое описание которых может быть расширено благодаря

применению различных преобразований, выбираемых в зависимости от решаемой

задачи.

4 Отбор признаков

4.1 Постановка задачи отбора признаков

Представим матрицу ответов Y в виде

y = f(X,w) + ε(X),

где ε — матрица регрессионных остатков. Пару (X,Y) назовем выборкой и обо-

значим как D. Признаки, которым соответствуют ненулевым строкам матрицы W,

будем называть активными, а остальные признаки будем считать исключенными.

Множество индексов элементов выборки обозначим I и разобьем на непересекающи-

еся подмножества: I = L t C.

Зафиксируем функцию ошибки S(f(X,W),Y). Подмножество индексов актив-

ных признаков обозначим ⊂, где есть множество индексов всех признаков. Назовем

моделью пару (f, ) и обозначим ее как f. При фиксированной модели необходимо

найти множество индексов , минимизирующее функцию ошибки S на элементах вы-

борки DC, состоящей из элементов выборки D с индексами из множества C:

A∗ = arg min
A⊆J

S(A|w∗,DC). (4)
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Запись вида S(|D) означает, что выборка D фиксирована, а выборка меняется. Для

решения задачи регрессии требуется найти такие параметры W∗, которые доставля-

ют минимум функции ошибки S на элементах выборкиDL, определяемой аналогично

D:

W∗ = arg min
W

S(W|DL,A), (5)

4.2 Метод Белсли

Между признаками возможно существование мультиколлинеарной зависимости. На-

пимер, если временной ряд обладает посуточной периодичностью, его значение в

один и тот же час сильно коррелирует со значениями в соседние часы. В слу-

чае мультиколлинеарности признаков оценка параметров (5) является неустойчивой.

Для устранения данной проблемы необходимо найти мультиколлинеарные признаки.

Применим для этого метод Белсли. Рассмотрим сингулярное разложение матрицы

X:

X = UDV
T
. (6)

U и V — ортогональные матрицы, D — диагональная матрица, состоящая из син-

гулярных чисел λj таких, что

λ1 < λ2 < ... < λr,

где r — ранг матрицы D. В нашей задаче мы предполагаем, что матрица невырож-

дена, поэтому r = n. Предположим, что столбцы Y∗k матрицы Y являются независи-

мыми гауссовскими векторами с вектором средних (XW)∗k с матрицей ковариаций

σ2
kIm соответственно. В высказанных предположениях, матрица ковариаций вектора

W∗k равняется D(W∗k) = σ2
k(X

T
X)−1. Положим A = X

T
X. Сингулярные числа λi,

1 ≤ i ≤ n являются собственными числами матрицы A, а стоблцы матрицы V — соб-

ственными векторами матрицы A. Используя соотношение (6), получаем следующее

выражение для матрицы A:

A = X
T
X = VD

T
U

T
UDV

T
= VD

T
DV

T
. (7)

Определим как i-ый индекс обусловленности отношение ηi = λmax/λi, где λmax —

максимальное сингулярное число. Большое значение ηi указывает на близкую к
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линейной зависимость между признаками. Максимальный индекс обусловленности

матрицы X характеризует, насколько велико будет изменение компонент вектора

параметров w при изменении матрицы признаков X. Назовем его числом обуслов-

ленности θ. Заметим, что число обусловленности матрицы Â есть квадрат числа

обусловленности матрицы X.

В рамках нашей задачи для нахождения максимально коррелирующих призна-

ков необходимо найти индекс i∗ вида

i∗ = argmaxi∈A ηi, (8)

где A — текущее множество активных признаков.

Оценками дисперсии параметров будут диагональные элементы матрицы Â−1.

var(w) = (X
T
X)−1 = (V

T
)−1D−2V−1 = VD−2V

T
, (9)

var(wj) =
n∑
i=1

v2ij/λi
2,

где [vij] = V. Дисперсионные доли qij определим как вклад j-го признака в диспер-

сию i-го элемента вектора параметров w:

qij =
vij

2/λj
2∑n

j=1 v
2
ij/λj

2 . (10)

Из определения дисперсионных долей следует, что их большие значения указывают

на наличие зависимости между признаками. Определим индекс j∗, вносящий макси-

мальный вклад в дисперсию i-го элемента вектора w:

j∗ = argmaxj∈A qi∗j, (11)

где максимальный индекс обусловленности i∗ определяется (8).

Будем называть модель f неустойчивой, если число обусловленности матрицы

признаков X велико: θ � 1.

Исключение из модели f параметров, максимально влияющих на минимальное

сингуляное значение матрицы X, доставляет максимальную устойчивость модели.

Действительно, пусть N объектов описываются моделью f, состоящей из n при-

знаков χi. Некоторые признаки мультиколлинеарны. Обозначим максимальный ин-

декс обусловленности ηmax, из ковариационной матрицы Â найдем максимальную
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соответствующую ему дисперсионную долю. Пусть она соответствует признаку χj∗ .

Это указывает на принадлежность признака χj∗ к множеству мультикоррелирующих

признаков. Мультиколлинеарность влечет близость к нулю одного или нескольких

сингулярных значений λk.

Следовательно, исключение j∗-го признака из модели f приведет к увеличению

минимального сингулярного числа и уменьшению числа обусловленности θ′ новой

матрицы X
′ . Меньшее число обусловленности характеризует лучшую устойчивость

модели, а значит, исключение j∗-го признака ее повышает.

Рис. 4: Мультикоррелирующие, ортогональные векторы значений свободных пере-

менных.

Для лучшего понимания принципа работы метода Белсли, рассмотрим его на

конкретном примере. На Рис. 4 приведены 3 объекта, каждый из которых описы-

вается шестью признаками χ1, . . . ,χ6. Расстоянием от объекта до признака будем

считать величину угла между ними. Табл. 1 содержит разложение вектора диспер-

сиий var(χj) по индексам обусловенности ηi. На Рис. 5 приведена визуализация

оценки ковариационной матрицы параметров Â.

Согласно Табл. 1, максимальный индекс обусловленности η6 = 4.87. В соот-

ветствующей ему шестой строке дисперсионные доли в первом и втором столб-

цах(выделены красным) максимальны. Они соответствуют признакам χ1 и χ2, меж-

ду которыми есть ярко выраженная зависимость, что наглядно видно на Рис. 4.
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Таблица 1: Разложение var(χj)

Индекс Дисперсия параметров

обусловленности var(χ1) var(χ2) var(χ3) var(χ4) var(χ5) var(χ6)

η1 0 0 0 0 0 0 0

η2 0 0 0 0 0 0 0

η3 0 0 0 0 0 0 0

η4 1 0.02 0.05 0 0.2 0.01 0.53

η5 2.29 0.08 0.1 0.15 0.39 0.48 0.23

η6 4.87 0.9 0.85 0.84 0.4 0.5 0.24

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7  

 

0.2

0.4

0.6

0.8

Рис. 5: Визуализация оценки ковариационной матрицы параметров Â.

4.3 Метод отбора признаков Add-Del

Применим метод Белсли для отбора признаков. Предлагаемый метод состоит из двух

этапов Add и Del. Метод предполагает, что регрессионные остатки имеют нормаль-

ное распределение с нулевым матожиданием и произвольной неотрицательно опре-

деленной ковариационной матрицей. В начальный момент множество активных при-

знаков A0 = ∅. Рассмотрим работу алгоритма.

Этап Add. Выбираем признак j∗ из множества исключенных признаков согласно

j∗ = arg min
j∈J\A

S(w|A ∪ {j},D) (12)

и добавляем его к модели:

A = A ∪ {j∗}. (13)
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Признаки добавляются к активному набору A, пока функция ошибки не удовлетво-

рит критерию останова:

S(wA|D) ≥ Smin + δS1. (14)

Этап Del. В соответствии с критерием (11) находим признак j∗, максимально

коррелирующий с другими, и удаляем его из множества :

A = A\{j∗}. (15)

Повторяем данную операцию, пока полученная ошибка S(fAk
|w∗,D) превосходит

свое минимальное значение на данном этапе не более, чем на заданную величину

δS2. Критерий останова этапа Del на данном шаге

S(wA|DL) ≥ Smin + δS2. (16)

Этапы Add и Del повторяются до тех пор, пока значение ошибки не стабилизиру-

ется, то есть ее значение будет слабо изменяться от итерации к итерации. Величина

колебания значения от итерации к итерации должна составлять величину порядка
1

100
S, более конкретную величину можно подобрать опытным путем.

Остановимся подробней на критериях останова (14),(16). Для определения ве-

личин δS1,2 рассмотрим свойства суммы квадратов регрессионных остатков

S = εTε. (17)

Вектор регрессионных остатков ε, определяется выражением

ε = y −Xw =
(
I−X(X

T
X)−1X

T
)
y, (18)

где матрица (I−X(XTX)−1XT) = P симметрична и идемпотентна: PT = P

и P2 = P.

Подставляя выражение (18) в (17) и учитывая, что

w
T

= y
T
X(X

T
X)−1,

получаем

S = yT
(
I−X(X

T
X)−1X

T
)
y = y

T
y − wT

X
T
y. (19)

Здесь S записана как квадратичная форма вектора y. В предположении, что

y ∼ N (Xw, σ2I), (20)
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математическое ожидание S имеет вид [28].

Так как наиболее правдоподобная оценка параметров w при предположении (20)

имеет вид w = (XTX)−1XTy, и функция ошибки в этом случае задана как S(w) = S,

то математическое ожидание суммы квадратов регрессионных остатков имеет вид

E(S(w)) = tr
(
I−X(X

T
X)−1X

T
)
Iσ2 + (Xw)

T
(
I−X(X

T
X)−1X

T
)
Xw. (21)

Так как след идемпотентной матрицы (в данном случае это матрица Мура-Пенроуза

X(X
T
X)−1XT), то

E(S(w)) = rank
(

(I−X(X
T
X)−1XT

)
Iσ2 =

(
m− rank(X(X

T
X)−1XT)

)
σ2

= (m− rank(X))σ2 = (m− n)σ2,

здесь m — число элементов выборки и строк матрицы X. Если матрица плана X не

содержит коллинеарных столбцов и её ранг rank(X) = n, то несмещенной оценкой σ2

является оценка

σ̂2 =
S(w)

m− n
.

Поэтому величины δS1,2 можно определить как дисперсию вектора регрессион-

ных остатков S.

5 Посроение мультимодели

Определение: Модель — отображение f : X → Y , где X есть пространство при-

знаков, а Y — пространство ответов.

В таком случае для фиксированной модели можно представить задачу регрессии

(Рис. 6) следующим образом:

ŷ = f(x, ŵ), ŵ = arg min
ŵ

S
(
w|f(x,w),y

)
, (22)

где w — параметры модели.

В качестве функции ошибки S используется SMAPE (1) каждой пары объект-

ответ [xi|yi], которая затем усредняется по всем парам i = 1, . . . ,m тестовой выборки:

S
(
w|f(x,w),y

)
=

r

m

m∑
i=1

SMAPE(yi, f(xi,w)).
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Рис. 6: Задача регрессии.

5.1 Смесь моделей

Пусть вектор ответов y описывается с помощью модели f с некоторой ошибкой ε,

распределенной нормально:

y = f(x,w) + ε, f(x,w), ε ∼ N (0, β)⇒ y ∼ N (f(x,w), β),

В таком случае оценка максимального правдоподобия для y имеет вид:

ŷ = f(x, ŵ), ŵ = argmaxw

1

2β

m∑
i=1

(yi − f(x,w))2

Ввиду наличия множества разнородных временных рядов, предлагается исполь-

зовать для их описания смесь моделей. Пусть задано K моделей fk(x,wk) и вектор

ответов y порождается одной из них. В вероятностной постановке распределение

вектора ответов будет смесью нормальных гауссовских распределений:

p(y|x,θ) =
K∑
k=1

πk N (y|f(x,wk), β) = (23)

K∑
k=1

1

(2πβk)n/2
exp

(
(− 1

2βk
(y − f(x,wk))

>(y − f(x,wk))

)
.

За πi обозначены веса моделей π = [π1, . . . , πk], а за θ — вектор гиперпараметров

θ = [w1, . . . ,wk,π, β]T,

где B = βIm — ковариационная матрица вектора ответов.
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Определение гиперпараметров: Необходимо найти такие гиперпараметры θ̂,

чтобы функция правдоподобия достигала своего максимального значания:

θ̂ = argmaxθ ln p(y|θ), ln p(y|θ) =
m∑
i=1

ln

(
K∑
k=1

πkN (y|f(xi,wk), β)

)
. (24)

Для вычисления оценки максимального правдоподобия (24) вектора гиперпара-

метров θ смеси моделей (23), ведем скрытые индикаторные переменные

Z = [z1, . . . , zm] , zik ∈ {0, 1},

zik = 1⇔ yi ∼ N (f(xi,wk), β).

Тогда функция правдоподобия p(y|x, Z,θ) примет вид

p(y|X,Z,θ) =
m∑
i=1

K∑
k=1

zik (lnπk + lnN (yi|f(xi,wk), β)) =

=
m∑
i=1

K∑
k=1

zik

(
lnπk −

1

2β
(yi − f(xi,wk))

2 +
n ln β

2
+ const

)
.

Ввиду того, что в p(y|x, Z,θ) появилась зависимость от случайных величин zik,

для нахождения оптимальных гиперпараметров можно максимизировать матожида-

ние правдоподобия по Z

EZ [p(y, Z|x,θ)] =

m∑
i=1

K∑
k=1

γik

(
ln πk −

1

2β
(yi − f(xi,wk))

2 +
n ln β

2

)
,

где γik = E[zik|y,x].

Для нахождения оптимальной оценки вектора гипермараметров θ̂, максимизи-

рующей EZ [p(y, Z|x,θ)] предлагается использовать итеративный двухшаговый алго-

ритм Expectation-Maximization.

E-шаг: Сгруппируем величины γik в виде матрицы Γ = [γik]. Элемент этой матрицы

стоящий на пересечении строки i и столбца j есть апостериорная вероятность того,

что i-ая пара объект-ответ описывается j-ой моделью. Тогда новая оценка γr+1
ij имеет

вид
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γ
(r+1)
ik = E(zik) = p(k|xi,θ(r)) = (25)

πkN (yi|f(xi,w
(r)
k ), β(r))∑K

k′=1 πk′N (yi|f(xi,w
(r)
k ), β(r)).

Обозначим функцию правдоподобия за Q(r)(θ)

Q(r)(θ) = EZ(ln p(y, Z|θ)) =
m∑
i=1

K∑
k=1

γ
(r+1)
ik (26)

(
lnπ

(r)
k + lnN (yi|f(xi,w

(r)
k ), β(r))

)
.

M-шаг: Вычисляется новая оценка вектора гиперпараметров θ путем максимиза-

ции функции Q(r)(θ) при фиксированных значениях γr+1
ik . В первую очередь пере-

считываются веса моделей πk

π
(r+1)
k =

1

n

m∑
i=1

γ
(r+1)
ik .

Здесь учитывается тот факт, что на сумму весов всех моделей наложено огра-

ничение
∑K

k=1 πk = 1.

Теперь зафиксируем πk и будем максимизировать Q(r) по параметрам модели

wk. Максимизацию выражения (26) с фиксированными весами моделей можно пред-

ставить в виде

w
(r+1)
k = argmaxwk

m∑
i=1

−γ(r+1)
ik (yi − f(xi,wk))

2 ,

C учетом найденной оценков вектора параметров модели w, можно вычислить

новую оценку вектора β

β
(r)
k = argmaxβ

m∑
i=1

γ
(r+1)
ik

(
n ln β − 1

β
(yi − f(xi,w

(r+1)
k ))2

)
.

Критерий останова: Алгоритм останавливается, если вектор гиперпараметров

перестает значимо изменяться от итерации к итерации.
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5.2 Смесь экспертов

Пусть каждая модель fk(x,wk) описывает пару объект-ответ (x,y) с некоторой ве-

роятностью p(k|fk(x,wk))

p(y|x,θ) =
K∑
k=1

p(y, k|x,θ) =
K∑
k=1

p(k|x,θ)p(y|k,x,θ)

Полученное выражение аналогично (23) с той лишь разницей, что веса моделей,

в роли которых выступают вероятности p(k|x,θ), зависят от объектов. В рамках

принятых обозначений, πk(x) = p(k|x,θ). На Рис. ?? приведен пример использования

смеси двух экспертов.

Полагая ошибки каждой модели fk(x,wk) распределенными нормально, то есть

p(y|f(x,wk)) = N (y|f(x,wk), β), распределение вектора ответов можно представить

как смесь распределений

p(y|x,θ) =
K∑
k=1

πk(x,vk)N (y|fk(x,wk), β), (27)

где

πk(x,vk) =
exp(vT

kx)∑K
k′=1 exp(vT

k′x)
.

Ввиду того, что смесь экспертов (27) отличается от смеси моделей (23) лишь

наличием зависимости πk(x), EM-алгоритмы для решения данных задач будут отли-

чаться лишь на M-шаге при пересчете величин γik.
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Algorithm 1: EM-алгоритм для смеси экспертов.

begin
Data: (xi, yi), i = 1, . . . ,m. Parameters: number of experts K.

Result: Parameters θ of the model (27).

Initialize [w, β,v] ≡ θ = θ(0), r = 0

while θ keeps changing do

E step: compute hidden variables γ(r+1)
ik , the expectation of the indicator

variables, using (25)

M step: find new parameter estimates v(r+1)
k = argmaxvQ

(r),v
k (v), where

Q
(r),v
k (v) =

∑m
i=1 γ

(r+1)
ik lnπk(xi,v)

w
(r+1)
k = argmaxwk

Q
(r),w
k (wk), where

Q
(r),w
k (wk) =

∑m
i=1 γ

(r+1)
ik (yi − f(xi,wk))

2 ,

β
(r+1)
k = argmaxβ Q

(r),β
k (β), where

Q
(r),β
k (β) =

(
n ln β − 1

β
(yi − f(xi,w

(r+1)
k ))2

)

6 Вычислительный эксперимент

6.1 Описание данных

Вычислительный эксперимент проводился на данных о потреблении электроэнергии

в Польше за 1999-2004 года (Energy-Weather) [1]. Они представляют собой временные

ряды различной природы и частоты дискретизации, что удовлетворяет предположе-

ниям о разнородности используемых временных рядов. Данные включат в себя

• Почасовые значения потребления электроэнергии (52512 наблюдений)

• Шесть временных рядов, фиксирующих природные показатели: максимальная

и минимальная температуры, влажность, количество осадков, сила ветра, об-

лачность (2188 наблюдений).

На Рис.7 приведена матрица объект-признак X для данных об электроэнергии.

6.2 Описание эксперимента

Для решения задачи регрессии использовались следующие модели:
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Рис. 7: Матрица объект-признак для данных об электроэнергии.

• MLR — многомерная линейная регрессия с l -2 регуляризацией.

• MSVR — метод опорных векторов для задачи регрессии.

• ANN — Исскуственные нейронные сети (один скрытый слой, 25 нейронов в

скрытом слое)

• RF — Случайный лес, представляющий собой простой случай смеси моделей.

В ходе эксперимента производилось прогнозирование каждого из рядов на ос-

нове всех рядов. При настройке параметров моделей для каждого ряда учитывалась

только ошибка прогноза целевого ряда. На Рис. 8 приведены ответы для объектов

матрицы объект-признак.

6.3 Результаты

В Табл. 2 приведены результаты прогноизированя каждого из рядов с применением

различных моделей.

На Рис. 9 приведен пример прогноза потребления электроэнергии на сутки впе-

ред. На Рис. ?? приведен долгосрочный прогноз, полученный с помощью случайного

леса (Random Forest).
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Рис. 8: Векторы ответов для всех рядов.

SMAPE Data Energy Max T. Min T. Precipitation Wind Humidity Solar

Features Models test train test train test train test train test train test train test train

History Baseline 0.1948 0.2095 0.1040 0.1351 0.1047 0.1141 1.2034 1.2908 0.4581 0.4600 0.1803 0.1918 0.4641 0.5184

4*History MLR 0.130 0.143 0.090 1.265 0.395 0.239 0.673 0.108 0.079 0.057 1.164 0.358 0.168 1.247

MSVR 0.280 0.377 0.227 1.243 0.415 0.369 0.780 0.025 0.055 0.033 1.013 0.114 0.059 0.318

RF 0.137 0.180 0.111 1.306 0.417 0.257 0.473 0.047 0.043 0.030 1.031 0.214 0.102 0.283

ANN 0.157 0.180 0.102 2.050 0.596 0.281 1.526 0.089 0.102 0.076 1.418 0.358 0.146 0.661

Таблица 2: SMAPE прогнозов для различных временных рядов.

Time, t
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Рис. 9: Прогноз потребления электроэнергии на сутки вперед.
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Рис. 10: Прогноз потребления электроэнергии на сутки вперед c помощью смеси

моделей.

Полученные результаты согласуются с предположением о том, что смесь моделей

способна качественно описывать сложные зависимости в данных.

7 Заключение

В данной работе предложен комплексный подход к прогнозированию временных ря-

дов. Задача прогнозирования формулируется как задача регресии. Для построения

матрицы объект-признак используется операция семплирования, что позволяет рабо-

тать с временными рядами с различной частотой дискретизации. В случае работы с

временными рядами различной природы, возможно наличие сложных зависимостей

между ними. Их описание с помощью единой модели затруднительно. Для дости-

жения лучших результатов предлагается использование смеси моделей и смеси экс-

пертов. В ходе вычислительного эксперимента произведена практическая проверка

данного похдода на реальных данных в ходе вычислительного эксперимента. Резуль-

таты данной работы были использованы при подготовке доклада для конференции

ICDM 2016.
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