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Значительное повышение сложности
и скромный прирост точности

... это был скоринг
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Правдоподобие моделей с избыточным числом
параметров не изменяется значимо при их удалении

Избыточность параметров модели Устойчивость модели

Глубокое обучение предполагает оптимизацию моделей с
заведомо избыточной сложностью.

Bakhteev, Strijov. 2019. Comprehensive analysis of gradient-based

hyperparameter optimization algorithms // Annals of Operations Research
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Линейная модель, (глубокая) нейросеть и автоэнкодер
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Последовательный выбор моделей:
точность, сложность, устойчивость
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Конфигурации признакового пространства

Неадекватный коррелированный Адекватный случайный

Адекватный избыточный Адекватный коррелированный
Katrutsa, Strijov. 2017. Comprehensive study of feature selection methods

to solve multicollinearity problem // Expert Systems with Applications
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Выбор устойчивого и точного набора признаков

Признаки �1, . . . ,�6 � столбцы матрицы плана X
3⇥6

.

Решение: �3,�4 ортогональны, их комбинация приближает y,
минимизируя ошибку.

Katrutsa, Strijov. 2015. Stress-test procedure for feature selection //

Chemometrics
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Эмпирическое распределение параметров модели

Значение функции ошибки S(w|D, f ) зависит от параметров.

0

0.2

0.4 0

0.2

0.4

0.02

0.04

0.06

0.08

w2w1

ex
p
� �

S
(w

)�

Kuznetsov, Tokmakova, Strijov. 2016. Analytic methods of structure
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Байесовский вывод, первый уровень

p(w|D,A,B) =
p(D|w,B)p(w|A)

p(D|A,B)
.

Элементы этого выражения и соответствующие им параметры:

I p(w|D,A,B) — апостериорное распределение параметров,

I p(D|w,B) — функция правдоподобия данных,

I p(w|A) — априорное распределение параметров,

I p(D|A,B) — функция правдоподобия модели (обоснованность).

Функция ошибки S = Ew + ED, пример для регрессии

S(w) =
1

2
(w −w0)

TA(w −w0) +
1

2
(y − f)TB(y − f),



Точноcть или устойчивость
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– Ошибка и её дисперсия при пополнении выборки
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Дисперсия ошибки при повышении сложности модели
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– Ошибка при различных объемах выборки
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– Дисперсия ошибки при различных объемах выборки
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Модель глубокого обучения
Определение

Моделью f(w, x) назовем дифференцируемую по параметрам w функцию из
множества признаковых описаний объекта во множество меток:

f : X×W → Y,

где W — пространство параметров функции f.

Особенность задачи выбора модели глубокого обучения — значительное
число параметров моделей приводит к неприменимости ряда методов
оптимизации и выбора структуры модели (AIC, BIC, кросс-валидация).

Модель определяется параметрами W и структурой Γ.
Структура задает набор суперпозиций, входящих в модель и выбирается
согласно статистическим критериям сложности модели.
Эмпирические оценки статистической сложности модели:

1 число параметров;
2 число суперпозиций, из которых состоит модель.
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Выбор структуры: двуслойная нейросеть
Модель f задана структурой Γ = [𝛾0,1,𝛾1,2].

Модель: f(x) = softmax
(︁
(w1,2

0 )Tf1(x)
)︁
, f(x) : Rn → [0, 1]|Y|, x ∈ Rn.

f1(x) = 𝛾0,1
0 g0,1

0 (x) + 𝛾0,1
1 g0,1

1 (x),

где w = [w0,1
0 ,w0,1

1 ,w1,2
0 ]T — матрицы параметров, {g0

0,1, g1
0,1, g0

1,2} —
обобщенно-линейные функции скрытых слоев нейросети.

f0(x) = x f1(x) f2(x)
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0 (x) = 𝛾0,1
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1 𝜎

(︁
(w0,1

1 )Tx
)︁

𝛾1,2
0 g1,2

0 (x) = 𝛾1,2
0 softmax

(︁
(w1,2

0 )Tx
)︁
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Ограничения на структурные параметры
Примеры ограничений для одного структурного параметра 𝛾, |𝛾| = 3.
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Априорное распределение параметров

Определение

Априорным распределением параметров w и
структуры Γ модели f назовем вероятностное
распределение p(W,Γ|h, f) : W× � ×H → R+, где
W — множество значений параметров модели,
� — множество значений структуры модели. i = 1, · · · ,m

W

h Γ

yi

xi

Определение

Гиперпараметрами h ∈ H модели назовем параметры распределения p(w,Γ|h, f)
(параметры распределения параметров модели f).

Модель f задается следующими величинами:
Параметры w ∈ W задают суперпозиции fv , из которых состоит модель f.
Структурные параметры Γ = {𝛾j,k}(j,k)∈E ∈ � задают вклад суперпозиций fv в
модель f.
Гиперпараметры h ∈ H задают распределение параметров и структурных
параметров модели.
Метапараметры 𝜆 ∈ � задают вид оптимизации модели.
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Байесовский выбор модели

Базовая модель:
параметры модели
w ∼ 𝒩 (0, 𝛼−1),

гиперпараметры
модели h = [𝛼].

i = 1, · · · ,m

yi

s

W

Γ xi

A

Предлагаемая модель:
параметры модели
wj ,k

r ∼ 𝒩 (0, (𝛾j ,k
r )2(Aj ,k

r )−1), Aj ,k
r —

диагональная матрица параметров,
соответствующих базовых функций
gj ,k

r ,
(Aj ,k

r )−1 ∼ inv-gamma(𝜆1, 𝜆2),

структурные параметры модели
Γ = {𝛾 j ,k , (j , k) ∈ E},
𝛾 j ,k ∼ GS(sj ,k , 𝜆temp),

гиперпараметры модели
h = [diag(A), s],
метапараметры 𝜆1, 𝜆2, 𝜆temp.

10 / 28



Вариационная нижняя оценка обоснованности
Интеграл обоснованности невычислим аналитически.
Обоснованность модели:

p(y|X, 𝜆temp, f) =
∫︁∫︁
w,Γ

p(y|X,w,Γ, f)p(w,Γ|h, 𝜆temp, f)dwdΓ.

Определение

Вариационными параметрами модели 𝜃 ∈ Ru

назовем параметры распределения q,
приближающие апостериорное распределение
параметров и структуры
p(w,Γ|X, y, h, f, 𝜆temp):

q ≈ p(y|X,w,Γ, f)p(w,Γ|h, 𝜆temp, f)∫︀∫︀
w′,Γ′

p(y|X,w′,Γ′, f)p(w′,Γ′|h, 𝜆temp, f)dw′dΓ′ . i = 1, · · · ,m

h

yi

q

θ
W

Γ xi

Получим нижнюю оценку logp̂(y|X, 𝜆temp, f) интеграла

log p(y|X, 𝜆temp, f) ≥ Eq log p(y|X,w,Γ, f)− DKL
(︀
q(w,Γ)||p(w,Γ|h, 𝜆temp, f)

)︀
.

Она совпадает с интегралом обоснованности при

DKL
(︀
q(w,Γ)|p (w,Γ|y,X, 𝜆temp, f)

)︀
= 0.
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Задача выбора модели

Зададим вариационное распределение q = qwqΓ с параметрами 𝜃, приближающие
апостериорное распределение p(w,Γ|X, y, h, f) параметров и структуры.

Определение

Функцией потерь L(𝜃|h,X, y, f) назовем дифференцируемую функцию, качество
модели на обучающей выборки при параметрах 𝜃 распределения q.

Функцией валидации Q(h|𝜃,X, y, f) назовем дифференцируемую функцию,
качество модели при векторе 𝜃, заданном неявно.

Задачей выбора модели f назовем двухуровневую задачу оптимизации:

h* = arg max
h∈H

Q(h|𝜃*,X, y, f),

где 𝜃* — решение задачи оптимизации

𝜃* = arg max
𝜃∈U

L(𝜃|h,X, y, f).
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Обобщающая задача
Задачу выбора модели h*,𝜃* назовем обобщаюшей на множестве
U𝜃 × Uh × U𝜆 ⊂ Ru ×H× �, если выполнены условия:

1 Область параметров, гиперпараметров и метапараметров не является пустым
или точкой.

2 Для каждого h ∈ Uh и каждого 𝜆 ∈ U𝜆 решение 𝜃* определено однозначно.

3 Критерий непрерывности: h*,𝜃* непрерывны по метапараметрам.

4 Критерий перехода между структурами: существует константа K3 > 0,
такая, что существует хотя бы одна пара гиперпараметров h1, h2, и набор
метапараметров 𝜆, такие, что для произвольных локальных оптимумов h1, h2

задачи оптимизации Q, полученных при метапараметрах 𝜆 и
удовлетворяющих неравенствам

DKL (p(Γ|h1,𝜆)|p(Γ|h1,𝜆)) > K3,DKL (p(Γ|h1,𝜆)|p(Γ|h2,𝜆)) > K3,

Q(h1|𝜆) > Q(h2|𝜆),

существует значение метапараметров 𝜆′ ̸= 𝜆, такое, что

1 соответствие между вариационными параметрами 𝜃*(h1),𝜃
*(h2)

сохраняется при 𝜆′,
2 выполняется неравенство Q(h1|𝜆′) < Q(h2|𝜆′).
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Обобщающая задача

Задачу выбора модели h*,𝜃* назовем обобщаюшей на множестве
U𝜃 × Uh × U𝜆 ⊂ Ru ×H× �, если выполнены условия:

5 Критерий максимизации правдоподобия выборки: существует 𝜆 ∈ U𝜆 и
K1 ∈ R+, такие что для любых векторов гиперпараметров
h1, h2 ∈ Uh,Q(h1)− Q(h2) > K1 : выполнено:
Eq log p(y|X,𝜃*(h1), 𝜆temp, f) > logEq p(y|X,𝜃*(h2), 𝜆temp, f).

6 Критерий минимизации параметрической сложности модели: существует
𝜆 ∈ U𝜆 и K2 ∈ R+, такие что для любых векторов гиперпараметров
h1, h2 ∈ Uh,Q(h1)−Q(h2) > K2, Eq log p(y|𝜃1, 𝜆temp, f) = logEq p(y|𝜃2, 𝜆temp, f),
сложность первой модели меньше, чем второй.

7 Критерий максимизации обоснованности модели: существует значение
гиперпараметров 𝜆, такое что оптимизация задачи эквивалента оптимизации
вариационной оценки обоснованности модели:
h* ∝ arg max p(y|X, h, 𝜆temp, f)p(h|𝜆), 𝜃* = arg min DKL(q|p(w,Γ|y,X, 𝜆temp, f)).
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Анализ задач выбора моделей
Теорема [Бахтеев, 2019]

Следующие задачи выбора модели не являются обобщающими:

1 критерий максимума правдоподобия: max𝜃 Eq logp(y|X,𝜃, 𝜆temp, f);

2 критерий максимума апостериорной вероятности
max𝜃 Eq logp(y|X,𝜃, f)p(𝜃|h, 𝜆temp);

3 метод максимума вариационной оценки обоснованности модели
maxh max𝜃 Eq log p(y|X,w,Γ, f)−DKL

(︀
q(w,Γ)||p(w,Γ, 𝜆temp)

)︀
+ log p(h|f);

4 кросс-валидация maxh Eq logp(yvalid|Xvalid,𝜃
*, 𝜆temp, f),

𝜃* = arg max𝜃 Eq logp(ytrain|Xtrain,𝜃, 𝜆temp, f)p(𝜃|h).
5 AIC: max𝜃 Eq logp(y|X,𝜃, 𝜆temp, f)− |𝜃i : DKL (q(wi )|p(wi |Γ,h,𝜆) < 𝜆|;
6 BIC:

max𝜃 Eq logp(y|X,𝜃, 𝜆temp, f)− 1
2 log(|W||𝜃i : DKL (q(wi )|p(wi |Γ,h,𝜆) < 𝜆|;

7 перебор структуры модели:
maxΓ′ max𝜃 Eq logp(y|X,𝜃, 𝜆temp, f)I(q(ΓΓ = p′), где p′ — распределение
на структуре.
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Предлагаемая задача оптимизации
Теорема [Бахтеев, 2018]

Пусть функции потерь и валидации L,Q являются
непрерывно-дифференцируемыми на компакте U. Тогда
следующая задача является обобщающей на U.

h* = arg max
h

Q = (Q*)

= 𝜆Q
likelihoodEq* log p(y|X,w,Γ, h, 𝜆temp, f)−

−prior
Q DKL

(︀
q*(w,Γ)||p(w,Γ|h, 𝜆temp, f)

)︀
−

−
∑︁

p′∈P,𝜆∈𝜆struct
Q

𝜆DKL(Γ|p′) + logp(h|f),

где
q* = arg max

q
L = Eq log p(y|X,w,Γ, h, 𝜆temp, f) (L*)

−prior
L DKL

(︀
q*(w,Γ)||p(w,Γ|h, 𝜆temp, f)

)︀
.

Оптимизационная задача обобщает алгоритмы оптимизации:
оптимизация правдоподобия и обоснованности, последовательное
увеличение и снижение сложности модели, полный перебор
структуры.

𝜆Q
struct = [0; 0; 0].

𝜆Q
struct = [1; 0; 0].

𝜆Q
struct = [1; 1; 0].
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Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå â çàäà÷àõ êëàññè�èêàöèè

Ïðîáëåìà: âûáîðêà D = {(xi, yi)}, i ∈ I = 1,m, xi ∈ X, yi ∈ Y

íå ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòåçå ïîðîæäåíèÿ äàííûõ èç îäèíî÷íîé ìîäåëè.
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Ìóëüòèìîäåëè: Ñìåñè ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûå

ìîäåëè

Îïðåäåëåíèå 1. Ñìåñü

ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé�

ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü âèäà

f =

K
∑

k=1

πkfk(wk), ãäå

K
∑

k=1

πk = 1, πk ≥ 0.

O
b
je

ct
s

Models
1 2 3

1
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Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãîóðîâíåâàÿ

ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü�íàáîð

ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé fk,
k = 1, . . . ,K òàêîé, ÷òî ïðè

ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà èíäåêñîâ

îáúåêòîâ I = ⊔K
k=1Ik äëÿ âñåõ

îáúåêòîâ ñ èíäåêñàìè èç Ik
èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü fk.
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Áëèçîñòü ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè

Ïðîáëåìà: áîëüøîå ÷èñëî áëèçêèõ èëè ñîâïàäàþùèõ ìîäåëåé

âåäåò ê íåèíòåðïðåòèðóåìîñòè è íèçêîìó êà÷åñòâó ïðîãíîçà.
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Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè è àäåêâàòíîñòè ìóëüòèìîäåëè

Îïðåäåëåíèå 3.Ìóëüòèìîäåëü ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì

p(y, w1, . . . , wK , (π)|X, A1, . . . , AK , (µ)) íàçûâàåòñÿ
(s, α)-àäåêâàòíîé, åñëè ìîäåëè, åå ñîñòàâëÿþùèå, ÿâëÿþòñÿ
ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûìè ñ ïîìîùüþ�óíêöèè

ñõîäñòâà s íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α.

Îáó÷åíèå ìóëüòèìîäåëè

[w∗
1, ...,w

∗
K , (π∗)] =argmax

w1,...,wK ,(π)
p(w1, ...,wK , (π)|X, y, A1, ...,AK , (µ)).

Îïðåäåëåíèå 4.Ìóëüòèìîäåëü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè

îíà îáëàäàåò íàèáîëüøåé îáîñíîâàííîñòüþ

[A∗
1, ..., A

∗
K , (µ∗)] = argmax

A1,...,AK , (µ)
p
(

y|X, A1, ..., AK , (µ)
)

=

argmax
A1,...,AK ,(µ)

∫

p
(

y,w1, ...,wK , (π)|X,A1, ...,AK , (µ)
)

dw1...dwK(dπ),

ãäåA1 ∈ QA1
, . . . , AK ∈ QAK

, (µ ∈ Qµ).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé

Ïðîáëåìà

Íåñìîòðÿ íà ïðîðåæèâàíèå ìóëüòèìîäåëè, îíà ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ

(s, α) � àäåêâàòíîé, òî åñòü ìîæåò ñîäåðæàòü ïîõîæèå ìîäåëè.

Äàíî

Äâåìîäåëè f1 è f2, âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåéw1,w2.

Âûáîðêè (X1, y1) è (X2, y2),
y1,i = f1(x1,i, w1), y2,i = f2(x2,i, w2).

Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé

w1 ∼ p1(w), w2 ∼ p2(w).

Àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ p(w1|X1, y1) è
p(w2|X2, y2), îáîçíà÷àåìûå äàëåå g1(w) è g2(w).

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü�óíêöèþ ñõîäñòâà, îïðåäåëåííóþ íà ïàðå

ðàñïðåäåëåíèé g1(w) è g2(w), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðÿäó òðåáîâàíèé.
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Òðåáîâàíèÿ ê �óíêöèè ñõîäñòâà s

Êîððåêòíàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s äîëæíà áûòü

1 îïðåäåëåíà â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ íîñèòåëåé,

2 s(g1, g2) ≤ s(g1, g1),

3 s ∈ [0, 1],

4 s(g1, g1) = 1,

5 áëèçêàê1, åñëè g2(w)�ìàëîèí�îðìàòèâíîåðàñïðåäåëåíèå,

6 ñèììåòðè÷íà, s(g1, g2) = s(g2, g1).

Òåîðåìà 3 (Àäóåíêî, 2014)

Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå ðàññòîÿíèÿìè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà,

Äæåíñîíà-Øåííîíà, Õåëëèíãåðà, Áõàòòà÷àðàéà,

íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.
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Èëëþñòðàöèÿ òðåáîâàíèé ê �óíêöèè ñõîäñòâà

Âàæíî, ÷òîáû çíà÷åíèå �óíêöèè s

áûëî áëèçêî ê 1, åñëè g2(w)�ìàëîèí�îðìàòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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g1(w) = N (0, 1)
g2(w) = N (5, 202)

Òåîðåìà 4 (Àäóåíêî, 2014)

Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà,

ñèììåòðèçîâàííûìè äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà è f-äèâåðãåíöèÿìè,

íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.
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Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà

Â êà÷åñòâå ìåðû ñõîäñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ìåðà

ñõîäñòâà s-s
ore:

s(g1, g2) =

∫

w
g1(w)g2(w)dw

maxb
∫

w
g1(w − b)g2(w)dw

.

Òåîðåìà 5 (Àäóåíêî, 2014).Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Ïðèìåðû:

g1(w) g2(w) s(g1, g2)

U [0, 1] U [0.5, 1.5] 0.5

U [0, 1] U [0, 1] 1

N (0, 1) N (10, 1010) 1
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Результаты на реальных данных
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Универсальная модель–ансамбль: смесь экспертов

Задана выборка:
X ∈ RN×n,

где N — число объектов в выборке, а n — размерность признакового простран-
ства.

Definition

Смесь экспертов — мультимодель, определяющая правдоподобие веса πk
каждой локальной модели fk на признаковом описании объекта x.

f̂ =

K∑
k=1

πkfk, πk (x,V) : Rn×|V| → [0, 1],

K∑
k=1

πk (x,V) = 1,

где f̂ — мультимодель, а fk является локальной моделью, πk — шлюзовая
функция, wk — параметры k-й локальной модели, V — параметры шлюзовой
функции.

В качестве локальных моделей fk и шлюзовой функции π рассматриваются
следующие функции:

fk (x) = wT
kx, π (x,V) = softmax

(
VT

1σ
(
VT

2x
))
,

где V =
{
V1,V2

}
— параметры шлюзовой функции.
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Оптимизация параметров

Параметры локальных моделей оптимизируются согласно принципу максималь-
ного правдоподобия модели:

p
(
y,W|X,V

)
=

K∏
k=1

pk
(
wk

) N∏
i=1

(
K∑
k=1

πkpk
(
yi|wk,xi

))
,

где W =
[
w1,w2, · · · ,wK

]T
.

Задача оптимизации параметров локальных моделей и параметров смеси:

Ŵ, V̂ = argmax
W,V

p
(
y,W|X,V

)
.

Рассматривается вероятностная постановка задачи:
1) правдоподобие выборки pk (yi|wk,xi) = N

(
yi|wT

kxi, β
−1
)
, где β уровень

шума,
2) априорное распределение параметров pk (wk) = N

(
wk|w0

k,Ak

)
, где

w0
k — вектор размера n× 1, Ak — ковариационная матрица параметров,

3) регуляризация априорного распределения p (εk,k′ |α) = N (εk,k′ |0,Ξ) ,
где Ξ — ковариационная матрица общего вида, εk,k′ = w0

k −w0
k′ .
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Обучения на реальных данных

Регуляризация априорных распределений
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Параметры локальных моделей в процессе обучения
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Обучения на синтетических данных

Регуляризация априорных распределений
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Планы: смесь локальных моделей в кристаллографии

Crystal structure of a SusD homolog at 2.00 Å resolution



Выбор моделей и мультимоделирование

I Обобщен ряд методов выбора моделей с использованием
байесовского подхода.

I Построена смесь моделей с разородными носителями
функции распределения параметров.

I Построена смесь экспертов с пространствами параметров
малой размерности.

Планируется развивать методы байесовского выбора
разнородных моделей в задачах теоретической физики
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