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Òåìû ñåìèíàðà:

• Ðàçáîð äîìàøêè: ÅÌ-àëãîðèòì;

• Ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè;

• Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè: ñâÿçü ïàðçåíîâñêîãî îêíà ñ àëãîðèòìîì
áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

1 Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ ïî ÅÌ-àëãîðèòìó

1.1 Çàäà÷à 2

Ïóñòü äàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñ íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè X = {x1, . . . ,x`},
xi ∈ Rn, ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè Z = {z1, . . . , z`} è âåê-
òîðîì ïàðàìåòðîâ θ = {µk,Σk, πk, k = 1, . . . , K}, ðàññìîòðåííàÿ íà 4-îì ñåìèíàðå.
Ñêðûòûå ïåðåìåííûå íà ýòîò ðàç áóäóò ïðèíèìàòü ñêàëÿðíûå çíà÷åíèÿ èç ìíî-
æåñòâà {1, . . . , K} (à íå áèíàðíûå âåêòîðà ñ îäíîé åäèíèöåé, êàê íà ñåìèíàðå).
Ïî-ïðåæíåìó,

p(z = k) = πk > 0, k = 1, . . . , K,
∑
k

πk = 1;

p(x|z = k) = N (x|µk,Σk), x ∈ Rn.

Óáåäèòåñü, ÷òî ÅÌ-àëãîðèòì äëÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé, èçëîæåííûé íà ëåêöèè,
ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì îáùåãî ÅÌ-àëãîðèòìà äëÿ ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ â ýòîé ìîäåëè. (Àêêóðàòíî âûïèøèòå Å è Ì øàãè îáùåãî
ÅÌ-àëãîðèòìà).

Ðåøåíèå: Ìû íà÷èíàåì ñ ôèêñàöèè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ïàðàìåò-
ðîâ θ = θ0. Íà Å-øàãå, êàê ìû ïîìíèì, ìû áåðåì ðàñïðåäåëåíèå q(Z) íà ñêðûòûõ
ïåðåìåííûõ ðàâíûì àïîñòåðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ p(Z|X,θ = θ0), ÷òî ìàêñèìèçè-
ðóåò íèæíþþ îöåíêó ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ íàáëþäàåìûõ äàííûõ (îäíîâðåìåí-
íî äåëàÿ åå òî÷íîé):

q(Z) = p(Z|X,θ0) =

=
p(X,Z|θ0)∑
Z p(X,Z|θ

0)
=

∏N
i=1 p(xi, zi|θ

0)∑
Z

∏N
i=1 p(xi, zi|θ

0)
=

N∏
i=1

p(xi, zi|θ0)∑
zi
p(xi, zi|θ0)

=
N∏
i=1

p(zi|xi,θ0). (1)
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Ïðè ýòîì

q(zi = k) = p(zi = k|xi,θ) =
πkN (xi|µk,Σk)∑K
j=1N (xi|µj,Σj)

. (2)

Êðîìå òîãî

p(X,Z|θ0) =
N∏
i=1

p(xi, zi|θ0) =
∏̀
i=1

K∏
k=1

{
π0
kN (xi|µ0

k,Σ
0
k)
}[zi=k]

è

ln p(X,Z|θ0) =
∑̀
i=1

K∑
k=1

[zi = k]
(
ln π0

k + lnN (xi|µ0
k,Σ

0
k)
)
. (3)

Ì-øàã çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè ìàò.îæèäàíèÿ âûðàæåíèÿ (3) ïî ðàñïðåäå-
ëåíèþ q(Z), çàäàâàåìîìó âûðàæåíèåì (1). Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ìàò.îæèäàíèå â ÿâíîì
âèäå:

Eq ln p(X,Z|θ) =
∑̀
i=1

K∑
k=1

Eq[zi = k]
(
ln πk + lnN (xi|µk,Σk)

)
=

=
∑̀
i=1

K∑
k=1

q(zi = k)
(
ln πk + lnN (xi|µk,Σk)

)
, (3)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü î÷åâèäíûì ôàêòîì ðàâåíñòâà ìàò.îæèäàíèÿ èíäèêàòîðà ñî-
áûòèÿ âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîé ìåðå.

Ïîäñòàíîâêà (2) â (3) äàåò íàì ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

Eq ln p(X,Z|θ) =
∑̀
i=1

K∑
k=1

gi,k
(
ln πk + lnN (xi|µk,Σk)

)
→ max

θ
;

K∑
i=1

πi = 1, πi > 0, i = 1, . . . , K.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, êàê ðàññêàçû-
âàëîñü íà ëåêöèè. Åå ðåøåíèå ìû îáîçíà÷èì θ1 è ñíîâà ïåðåõîäèì íà Å-øàã.

1.2 Çàäà÷à 3

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáùåì ÅÌ-àëãîðèòìå èç ïðîøëîé çàäà÷è íà Å-øàãå ìû ìèíè-
ìèçèðóåì äèâåðãåíöèþ KL(q‖p) ïî ñåìåéñòâó âûðîæäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé q (ðàñ-
ïðåäåëåíèå âûðîæäåíî, åñëè îíî âñþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ñîñðåäîòà÷èâàåò íà îä-
íîé òî÷êå). Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû âñåõ êîìïîíåíò
ñîâïàäàþò è ðàâíû åäèíè÷íîé. Êàê áóäóò âûãëÿäåòü â ýòîì ñëó÷àå ÅÌ èòåðàöèè?

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ äèâåðãåíèè ïî âûðîæäåííûì ðàñïðåäåëå-
íèÿì q(Z) ðàâíîñèëüíà âûáîðó çíà÷åíèÿ ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ Z, ìàêñèìèçèðóþùåãî
àïîñòåðèîðíó âåðîÿòíîñòü p(Z|X,θ):

arg min
q: q(Z0)=1

KL
(
q(Z)‖p(Z|X,θ)

)
= arg min

q: q(Z0)=1

∑
Z

q(Z) ln
q(Z)

p(Z|X,θ)
=

= arg min
q: q(Z0)=1

− ln p(Z0|X,θ) = arg max
q: q(Z0)=1

ln p(Z0|X,θ).
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Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå q íà Å-øàãå öåëèêîì ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ íà çíà÷åíèè
âåêòîðà ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ Z = Z0, ìàêñèìèçèðóþùåãî àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿò-
íîñòü p(Z|X,θ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íèæíÿÿ îöåíêà L(q, θ) íå ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé
ïðè θ = θ0. (Êîãäà îíà áóäåò òî÷íîé? Êîãäà ñàìè àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè). Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå íèæíåé îöåíêè íà Ì-øàãå íå
ãàðàíòèðóåò óâåëè÷åíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ.

Ì-øàã ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä, ïîñêîëüêó ìàò.îæèäàíèå ëîãàðèôìà ñîâìåñòíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â åãî çíà÷åíèå â òî÷êå Z = Z0 = {z0

1 , . . . , z
0
` }:

Eq ln p(X,Z|θ) = ln p(X,Z = Z0|θ) =
∏̀
i=1

πz0iN (xi|µz0i , I)→ max
{µk,πk}

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äàåò íàì ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

πk =

∑`
i=1[z

0
i = k]

`
;

µk =

∑`
i=1[z

0
i = k]xi∑`

i=1[z
0
i = k]

.

2 Âòîðàÿ ïîëîâèíà

Íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå èçó÷èì âëèÿíèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ â ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ìû èñïîëüçóåì íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îöåíêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäå-
ëåíèé.

Çàäà÷à. Ïðåäñòàâèì, ÷òî N òî÷åê îáó÷àþùåé âûáîðêè ðàâíîìåðíî ðàñêèäàíû
ïî øàðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â p-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Íàéäèòå ìåäèàíó ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé îò öåíòðà êîîðäèíàò äî áëèæàéøåé òî÷-
êè îáó÷àþùåé âûáîðêè.
Ðåøåíèå:

P
(
min
i
ρ(0,xi) 6 d

)
= 1−P

(
∀i : ρ(0,xi) > d

)
= 1−

N∏
i=1

P
(
ρ(0,xi) > d

)
= 1−

(
1− 4/3πdp

4/3π

)N
.

Ìû èíòåðåñóåìñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

P
(
min
i
ρ(0,xi) 6 d

)
= 1/2

îòíîñèòåëüíî d. Ïîëó÷àåì

1/2 = 1− (1− dp)N

d =

(
1− 1

2

1/N
)1/p

.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè N = 500, p = 10 d ≈ 0.52. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè òî÷êè
ñîñðåäîòà÷èâàþòñÿ ó ãðàíèö íàøåãî ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ, ÷òî âåäåò ê ñëîæíîñòÿì
ïðè ïîïûòêàõ îöåíèâàòü ïëîòíîñòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áëèæàéøèõ ñîñåäåé èëè ïàð-
çåíîâñêîãî îêíà. Ýòîò ýôôåêò ïðèíÿòî íàçûâàòü ¾ïðîêëÿòèåì ðàçìåðíîñòè¿.
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Ðàçáåðåì åùå îäèí î÷åíü ïîëåçíûé ôàêò, îïèñûâàþùèé ñâÿçü ìåòîäà ïàðçåíîâ-
ñêîãî îêíà ñ àëãîðèòìîì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà âûáîðêà X`

âûòÿíóòà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ p(x) íà Rd. Âîçüìåì íåáîëüøóþ îêðåñò-
íîñòü R âîêðóã ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x, â êîòîðîé ìû õîòèì îöåíèòü ïëîòíîñòü.
Âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ýòó îêðåñòíîñòü ðàâíà

P =

∫
R
p(x)dx.

Ïîñêîëüêó òî÷êè âûáîðêè âûòÿíóòû íåçàâèñèìî èç ïëîòíîñòè p, òî âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ðîâíî K èç íèõ ïîïàäóò â îêðåñòíîñòü R çàäàåòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì:

B(K|N,P ) = CK
N P

K(1− P )N−K .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó K
N
:

E
K

N
= NP, D

K

N
=
P (1− P )

N
.

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé N âñå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîì èíòåðâàëå
âîêðóã ìàòîæèäàíèÿ, ïîýòîìó ìû ìîæåì ãðóáî ïîëàãàòü

K ≈ NP. (1)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîâðåìåííî îêðåñòíîñòü R íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî ïëîò-
íîñòü â íåé ìîæíî ïðèáëèçèòü êîíñòàíòîé, òàê ÷òî

P ≈ p(x)V, (2)

ãäå V �ïëîùàäü îêðåñòíîñòè. Ñ ó÷åòîì (1) è (2) ìû ïîëó÷àåì

p(x) =
K

NV
. (3)

Ôèêñèðóÿ â (3) ÷èñëî òî÷åê K, ïîïàâøèõ â îêðåñòíîñòü, è îïðåäåëÿÿ çàòåì óæå
îáúåì îáëàñòè V , ìû ïðèõîäèì ê àëãîðèòìàì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Íàîáîðîò, çàôèê-
ñèðîâàâ îáúåì îêðåñòíîñòè V è çàòåì îïðåäåëÿÿ ÷èñëî òî÷åê, ïîïàâøèõ â îêðåñò-
íîñòü, ìû ïðèõîäèì ê ìåòîäó ïàðçåíîâñêîãî îêíà.
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