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11 ñåíòÿáðÿ

Òåìû ñåìèíàðà:

• ðàáîòà ñ âåðîÿòíîñòüþ, ôîðìóëà Áàéåñà, ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè;

• âåðîÿòíîñòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì, ìèíèìèçàöèÿ ñðåä-
íåãî ðèñêà, ÌÝÐ; îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

• íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà, îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ åãî
ïàðàìåòðîâ.

1 Ïåðâàÿ ïîëîâèíà

Çàäà÷à 1. Ïóñòü èìååòñÿ äâå êîðçèíû: êðàñíàÿ (r) è ñèíÿÿ (b). Â êðàñíîé êîðçèíå
ëåæèò 6 àïåëüñèíîâ (o) è 2 ÿáëîêà (a), à â ñèíåé � 3 ÿáëîêà è îäèí àïåëüñèí. Ïóñòü ìû
âûòÿãèâàåì ôðóêò èç ýòèõ êîðçèí ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ñëó÷àéíûì îáðàçîì
âûáèðàåì êîðçèíó, èç êîòîðîé áóäåì òÿíóòü, à çàòåì âûòÿãèâàåì èç âûáðàííîé êîð-
çèíû ñëó÷àéíî îäèí ôðóêò. Áóäåì îáîçíà÷àòü êîðçèíó áóêâîé B, à ôðóêò � áóêâîé
F. Ïðè ýòîì ïóñòü âåðîÿòíîñòü âûáðàòü êðàñíóþ êîðçèíó íà ïåðâîì øàãå ðàâíà 0,4:
P (B = r) = 0,4. Íà âòîðîì øàãå ôðóêòû èç âûáðàííîé êîðçèíû âûòÿãèâàþòñÿ ñ ðàâ-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
à) Âû÷èñëèòå âñå çíà÷åíèÿ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (F |B), F ∈ {o, a}, B ∈ {r, b}.
á) ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(Y ) = P (X|Y ) ïðè ôèêñèðîâàííîì X ðàñïðåäåëåíèåì?
â) Âû÷èñëèòå âñå çíà÷åíèÿ P (F ), F ∈ {o, a}, B ∈ {r, b}.
ã) Âû÷èñëèòå P (B = r|F = o) è P (B = r|F = a). Âñïîìíèòå ïðî á).

Âñïîìèíàåì îïðåäåëåíèÿ è ïîëåçíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè:
E{X + Y } = EY + EX;
E{XY } = EXEY , åñëè X è Y íåçàâèñèìû;
D{X + Y } = DX + DY , åñëè X è Y íåçàâèñèìû; (âûâåñòè)
EX,Y f(X, Y ) = EXEY |Xf(X, Y ) = EY EX|Y f(X, Y )� conditioning (îáîñíîâàòü);
cov(X, Y ) = E{(X − EX)(Y − EY )} = E{XY } − EXEY = 0, åñëè X è Y íåçàâèñèìû.

Íàïîìèíàíèå âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì. Êî-
ðîòêî îáñóæäàåì ñóòü àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé êëàññîâ è óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé

1



P (X|Y ) è P (Y |X). Åùå îäíî îáîñíîâàíèå ÌÝÐ�æåëàíèå ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìè-
çàöèè ðèñêà:

EX,Y {L
(
a(X), Y )} → min

a
,

ãäå L�ôóíêöèÿ ïîòåðü. Ïîñêîëüêó ìû íå çíàåì P (X, Y ), ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë è ïåðåéòè ê ðåøåíèþ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:

1

`

∑`
i=1 L

(
Yi − a(Xi)

)
→ mina .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü â çàäà÷å ðåãðåññèè (Y = R) ìû èñïîëüçóåì êâàäðàòè÷íóþ ôóíê-
öèþ ïîòåðü L(a, b) = (a−b)2. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì îïèñàííîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ðèñêà áóäåò ôóíêöèÿ ðåãðåññèè a(X) = E{Y |X}.

2 Âòîðàÿ ïîëîâèíà

Íàïîìèíàþ, ÷òî òàêîå ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (äàííûõ ïðè óñëîâèè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè), ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è êàê âûãëÿäèò îäíîìåðíîå íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå:

N (x|µ, σ2) =
1√

2πσ2
exp
{
−(x− µ)2

2σ2

}
.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îäíîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñìåùåíà?

Íàïîìèíàþ âèä ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñìûñë è ñâîéñòâà
ìàòðèöû êîâàðèàöèé è âåêòîðà ñðåäíåãî.

N (x|µ,Σ) =
1√

2π
n√

detΣ
exp
(
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

)
, x ∈ Rn

Íàïîìèíàþ ðÿä ñâîéñòâ ìàòðèö è ïðîèçâîäíîé ïî ìàòðèöå. Àëãåáðàè÷åñêîå äî-
ïîëíåíèå ýëåìåíòà ai,j êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ∈ Rn,n: Ai,j = (−1)i+jdetĀi,j, ãäå
Āi,j �ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A âûáðàñûâàíèåì i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Òî-
ãäà îïðåäåëèòåëü ìîæíî ðàçëîæèòü ïî i-é ñòðîêå: detA =

∑n
j=1 ai,jAi,j. Ïðè-

ñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà�òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé:
{C∗(A)}i,j = Aj,i. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà: A−1 = 1

detA
C∗(A), à çíà÷èò

(A−1)i,j =
Aj,i
detA

.

Ïðîèçâîëüíàÿ A Ñèììåòðè÷íàÿ A
(1) ∂

∂u
u>Au = A>u+ Au (4) ∂

∂u
u>Au = 2Au

(2) ∂
∂A

ln detA = (A−1)> (5) ∂
∂A

ln detA = 2(A−1)− diagA−1

(3) ∂
∂A
u>Au = uu> (6) ∂

∂A
u>Au = 2uu> − diag uu>.
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Äîêàæèòå (1), (4) è (6) äîìà ñàìîñòîÿòåëüíî.
Äîêàæåì (2). Ïîñêîëüêó Ai,j íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñòîëáèêà è ñòðîêè, òî ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, ïîëó÷àåì ∂detA
∂ai,j

= Ai,j = (A−1)j,idetA,

èëè ∂detA
∂A

= detA(A−1)>. À çíà÷èò ∂ ln detA
∂A

= 1
detA

detA(A−1)> = (A−1)>.
Äîêàæåì (5), ÷òî íåìíîãî ñëîæíåå. Â äàííîì ñëó÷àå ó íàñ n(n − 1)/2 àðãó-

ìåíòîâ, ÷òî ïðèäåòñÿ áðàòü â ðàñ÷åò. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ó íàñ åñòü ìàòðèöà B,
ýëåìåíòû bi,j è bj,i êîòîðîé çàâèñÿò îò ai,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. Òîãäà{

∂detB
∂ai,j

= ∂detB
∂bi,j

∂bi,j
∂ai,j

+ ∂detB
∂bj,i

∂bj,i
∂ai,j

= Bi,j
∂bi,j
∂ai,j

+Bj,i
∂bj,i
∂ai,j

, i 6= j
∂detB
∂ai,i

= Bi,i
∂bi,i
∂ai,i

, i = j.

Ïîëîæèâ bi,j = bj,i = ai,j = aj,i, ñ ó÷åòîì Ai,j = Aj,i ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî{
∂detA
∂ai,j

= 2Ai,j, i 6= j
∂detA
∂ai,i

= Ai,i, i = j.
è êàê ñëåäñòâèå:

∂

∂A
ln detA = 2A−1 − diagA−1.

Äîêàæåì (3). u>Au =
∑

i

∑
j uiai,juj. Ïðîèçâîäíàÿ ïî ai,j ðàâíà uiuj. ×òä.

Çàäà÷à 4. Ïîëó÷èòå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ n-ìåð-
íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

3 Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1:
à) Â äàííîì ñëó÷àå (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé ñë. âåëè÷èí) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
ïðàâèëîì P (X = x|Y = y)�äîëÿ èñõîäîâ ñ X = x ñðåäè òåõ, ó êîòîðûõ Y = y.
(Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå òàê íå ïîëó÷èòñÿ.)

P (F = o|B = b) =
1

4
; (1)

P (F = a|B = b) = 1− 1

4
=

3

4
; (2)

P (F = o|B = r) =
6

8
=

3

4
; (3)

P (F = a|B = r) = 1− 3

4
=

1

4
. (4)

á) Íåò, ýòà ôóíêöèÿ íå íîðìèðîâàíà. Ýòî ìû óâèäèì â ïóíêòå ã).
â) Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (F = a) = P (F = a|B = b)P (B = b) + P (F = a|B = r)P (B = r) =

=
3

4
× 6

10
+

1

4
× 4

10
=

11

20
.
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè P (F = a) + P (F = o) = 1, ïîëó÷àåì P (F = o) = 9
20
.

ã) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áàéåñà ïîëó÷àåì:

P (B = r|F = o) =
P (F = o|B = r)P (B = r)

P (F = o)
=

3

4
× 4

10
× 20

9
=

2

3
;

P (B = r|F = a) =
P (F = a|B = r)P (B = r)

P (F = a)
=

1

4
× 4

10
× 20

11
=

2

11
.

Çàäà÷à 2: ïðèìåíèì õèòðûé òðþê:

E
(
a(X)− Y

)2
= E

(
a(X)− E{Y |X}+ E{Y |X} − Y

)2
=

= E
(
a(X)− E{Y |X}

)2
+ E
(
E{Y |X} − Y

)2
+ 2E

{(
a(X)− E{Y |X}

)(
E{Y |X} − Y

)}
.

Ñ ïîìîùüþ conditioning ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó
a(X)− E{Y |X} íå çàâèñèò îò Y è EY |X

(
E{Y |X} − Y

)
= 0.

Çàäà÷à 3: Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(X`|µ, σ2) =
∏̀
i=1

N (Xi|µ, σ2)→ max
µ,σ2

;

lnL(X`|µ, σ2) = ln
∏̀
i=1

N (Xi|µ, σ2) =
∑̀
i=1

ln
1√

2πσ2
e−

(Xi−µ)2

2σ2 → max
µ,σ2

;

{
∂ lnL(X`|µ,σ2)

∂µ
= 0;

∂ lnL(X`|µ,σ2)
∂σ2 = 0.

∂ lnL(X`|µ, σ2)

∂µ
= −

∑̀
i=1

(Xi − µ)

σ2
. . .

Çàäà÷à 4: Ïóñòü ó íàñ åñòü ` íàáëþäåíèé n-ìåðíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X = {x1, . . . ,x`}. Äëÿ íà÷àëà íàéäåì µMP.

lnN (X|µ,Σ) =
1

2
ln detΣ−1 − 1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ) + const(µ,Σ);

∂

∂µ
lnL(X|µ,Σ) =

∂

∂µ

∑̀
i=1

−1

2
(xi − µ)>Σ−1(xi − µ) =

∑̀
i=1

Σ−1(xi − µ) = Σ−1
∑̀
i=1

(xi − µ) = 0

ïîñêîëüêó ìàòðèöà Σ−1 íåâûðîæäåíà, ïîëó÷àåì µMP =
1

`

∑̀
i=1

xi.

Òåïåðü íàéäåì ΣMP:

∂

∂Σ−1
lnL(X|µ,Σ) = `

1

2
(2Σ− diagΣ)− 1

2

∑̀
i=1

(
2(xi − µ)(xi − µ)> − diag(xi − µ)(xi − µ)>

)
= 0
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Îáîçíà÷èì S = `Σ−
∑`

i=1(xi − µ)(xi − µ)>, òîãäà

∂

∂Σ−1
lnL(X|µ,Σ) =

1

2
(2S − diagS)) = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì

S = `Σ−
∑̀
i=1

(xi − µ)(xi − µ)> = 0

è îêîí÷àòåëüíî

ΣMP =
1

`

∑̀
i=1

(xi − µ)(xi − µ)>.
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