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Ñîäåðæàíèå ïðåäûäóùèõ ëåêöèé

Ôîðìóëà Áàéåñà è �îðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè;

Îïðåäåëåíèå àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé è sele
tion bias;

(Ìíîæåñòâåííîå) òåñòèðîâàíèå ãèïîòåç

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâà. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè.

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð. Ñâÿçü öåëåâîé �óíêöèè è

âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè.

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ: ñâÿçü ÌÍÊ è wML, ðåãóëÿðèçàöèè è wMAP.

Ñâîéñòâî ñîïðÿæåííîñòè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàâäîïîäîáèþ.

Ïðîãíîç äëÿ îäèíî÷íîé ìîäåëè:

p(ytest|Xtest, Xtrain, ytrain) =

∫

p(ytest|w, Xtest)p(w|Xtrain, ytrain)dw.

Ñâÿçü àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ìîäåëè è îáîñíîâàííîñòè

Îáîñíîâàííîñòü: ïîíèìàíèå è ñâÿçü ñî ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ.

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ: ïðîáëåìû ML-îöåíêè w è ñâÿçü àïðèîðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ.

EM-àëãîðèòì è îòáîð ïðèçíàêîâ â áàéåñîâñêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Âàðèàöèîííûé EM-àëãîðèòì. Ñìåñü ìîäåëåé ëîã. ðåãðåññèè.

�àóññîâñêèå ïðîöåññû. Ó÷¼ò ýâîëþöèè ìîäåëåé âî âðåìåíè.
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Ñìåñü ìîäåëåé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ãåíåðàöèè äàííûõ

Âåñà ìîäåëåé â ñìåñè π ïîëó÷åíû èç àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(π|µ);

Âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé wk ïîëó÷åíû èç íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ p(wk|Ak) = N (wk|0, A
−1
k ), k = 1, . . . ,K;

Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xi âûáðàíà ìîäåëü fki , êîòîðîé îí

îïèñûâàåòñÿ, ïðè÷åì p(ki = k) = πk;

Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xi êëàññ yi îïðåäåëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ

ìîäåëüþ fki : yi ∼ Be
(

σ(w
T

kixi)).

Ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè

p(y, w1, . . . , wK , π|X, A1, . . . , AK , µ) =

p(π|µ)
K
∏

k=1

N (wk|0, A
−1
k )

m
∏

i=1

(

K
∑

l=1

πlσ(yiw
T

l xi)

)

.

Âîïðîñ: Ïóñòü èçâåñòíà �óíêöèÿ f(x), êîòîðàÿ ïî îáúåêòó âûäàåò

íîìåð ìîäåëè, êîòîðîé îí îïèñûâàåòñÿ. Êàê èçìåíèòñÿ ñîâìåñòíîå

ïðàâäîïîäîáèå?
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Áëèçîñòü ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè

Ïðîáëåìà: áîëüøîå ÷èñëî áëèçêèõ èëè ñîâïàäàþùèõ ìîäåëåé âåäåò

ê íåèíòåðïðåòèðóåìîñòè è íèçêîìó êà÷åñòâó ïðîãíîçà.
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4 / 14



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé

Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèìîäåëü ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì

p(y, w1, . . . , wK , (π)|X, A1, . . . , AK , (µ)) íàçûâàåòñÿ
(s, α)-àäåêâàòíîé, åñëè ìîäåëè, åå ñîñòàâëÿþùèå, ïîïàðíî

ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìû ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ñõîäñòâà s íà óðîâíå

çíà÷èìîñòè α.

Ïðîáëåìà

Íåñìîòðÿ íà ïðîðåæèâàíèå ìóëüòèìîäåëè, îíà ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ

(s, α) � àäåêâàòíîé, òî åñòü ìîæåò ñîäåðæàòü ïîõîæèå ìîäåëè.

Äàíî

Äâå ìîäåëè f1 è f2, âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé w1, w2.

Âûáîðêè (X1, y1) è (X2, y2),
y1,i = f1(x1,i, w1), y2,i = f2(x2,i, w2).
Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ w1 ∼ p1(w), w2 ∼ p2(w).
Àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé

g1(w1) = p(w1|X1, y1) è g2(w2) = p(w2|X2, y2).

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü �óíêöèþ ñõîäñòâà, îïðåäåëåííóþ íà ïàðå

ðàñïðåäåëåíèé g1(w) è g2(w), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðÿäó òðåáîâàíèé.
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Òðåáîâàíèÿ ê �óíêöèè ñõîäñòâà s

Êîððåêòíàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s äîëæíà áûòü

1 îïðåäåëåíà â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ íîñèòåëåé,

2 s(g1, g2) ≤ s(g1, g1),

3 s ∈ [0, 1],

4 s(g1, g1) = 1,

5 áëèçêà ê 1, åñëè g2(w) � ìàëîèí�îðìàòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå,

6 ñèììåòðè÷íà, s(g1, g2) = s(g2, g1).

Òåîðåìà 1 (Àäóåíêî, 2014)

Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå ðàññòîÿíèÿìè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà,

Äæåíñîíà-Øåííîíà, Õåëëèíãåðà, Áõàòòà÷àðàéà,

íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.
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Èëëþñòðàöèÿ òðåáîâàíèé ê �óíêöèè ñõîäñòâà

Âàæíî, ÷òîáû çíà÷åíèå �óíêöèè s

áûëî áëèçêî ê 1, åñëè g2(w) � ìàëîèí�îðìàòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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g1(w) = N (0, 1),
g2(w) = N (5, 202).

Òåîðåìà 2 (Àäóåíêî, 2014)

Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà,

ñèììåòðèçîâàííûìè äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà è f-äèâåðãåíöèÿìè,

íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.
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Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà

Â êà÷åñòâå ìåðû ñõîäñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ìåðà ñõîäñòâà

s-s
ore:

s(g1, g2) =

∫

w
g1(w)g2(w)dw

maxb
∫

w
g1(w − b)g2(w)dw

.

Òåîðåìà 3 (Àäóåíêî, 2014). Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Ïðèìåðû:

g1(w) g2(w) s(g1, g2)

U [0, 1] U [0.5, 1.5] 0.5

U [0, 1] U [0, 1] 1

N (0, 1) N (10, 1010) 1
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Âûðàæåíèå äëÿ s(g1, g2) äëÿ ïàðû íîðìàëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííî-ëèíåéíîé ìîäåëüþ ñ íàòóðàëüíîé

�óíêöèåé ñâÿçè è àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ

p(w|A) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñ ñîâìåñòíûì

ïðàâäîïîäîáèåì

p(y, w|X, A) = p(y|X, w)p(w|A), ãäå p(y|X, w) =

m
∏

i=1

p(yi|xi, w),

p(yi|xi, w) = c(yi) exp
(

θiyi − b(θi)
)

, ãäå θi = w
T

xi.

Òåîðåìà 4 (Àäóåíêî, 2014).

Ïóñòü g1 = N (v1, Σ1), g2 = N (v2, Σ2). Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ

s(g1, g2) èìååò âèä

s(g1, g2) = exp
(

−1
2(v1 − v2)

T

(Σ1 +Σ2)
−1(v1 − v2)

)

.

Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àå Σ2 = 0 âûðàæåíèå äëÿ s-s
ore

s(g1, g2) = exp
(

−1
2(v2 − v1)

T

Σ−1
1 (v2 − v1)

)

.
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�àñïðåäåëåíèå s-s
ore â óñëîâèè èñòèííîñòè ãèïîòåçû î

ñîâïàäåíèè ìîäåëåé

�àññìàòðèâàåì ïàðó îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ íàòóðàëüíîé

�óíêöèåé ñâÿçè. Ââåäåì Oδ
m(w) = {v : ‖HT/2

m (v −w)‖ ≤ δ}.
Òåîðåìà 5 (Àäóåíêî, 2016). Ïóñòü

Ìîäåëè f1 è f2 ñîâïàäàþò, òî åñòü w1 = w2 = w;

Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå: wk ∼ N (wk|0, A
−1
mk), k = 1, 2;

mk

∑

i=1

xix
T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ mk ≥ m0, k = 1, 2;

λmin

(

Hmk(w)
)

→ ∞ ïðè mk → ∞, k = 1, 2;

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

mk
(w)

∥

∥H
−
1
2

mk Hmk(v)H
−

T

2
mk − I

∥

∥→ 0 mk → ∞, k = 1, 2;

‖H̃m1(ŵ1)‖‖H̃
−1
m2(ŵ2)‖

P
→ 0 ïðèm = min(m1, m2) → ∞.

Òîãäà

−2 log s-s
ore = (ŵ2 − ŵ1)
T

(

H̃−1
m1(ŵ1) + H̃−1

m2(ŵ2)
)

−1
(ŵ2 − ŵ1)

d
→ χ2(n).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 s-s
ore èìååò àñèìïòîòè÷åñêè

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1].
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Èëëþñòðàöèÿ ïðèìåíåíèÿ s-s
ore äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ

ìîäåëåé, ρ = 0.9

�àññìîòðèì äâå áëèçêèå â òåðìèíàõ ‖w1 −w2‖ ìîäåëè,

‖w1‖ = ‖w2‖ = 1, w
T

1w2 = ρ.
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Çàâèñèìîñòü P(H0|H1) îò êîððåëÿöèè ìåæäó èñòèííûìè

ïàðàìåòðàìè äâóõ ìîäåëåé.

�àññìîòðèì äâå áëèçêèå â òåðìèíàõ ‖w1 −w2‖ ìîäåëè,

‖w1‖ = ‖w2‖ = 1, cos(w1, w2) = ρ.
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Ìåòîäû ïðîðåæèâàíèÿ ìóëüòèìîäåëåé

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïàðíûõ ñõîäñòâ S =
[

skl(gk(wk), gl(wl))
]

,

à ìàòðèöó äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè

T =
[

P(s(gk(wk), gl(wl)) < skl|wk = wl)
]

, k, l = 1, . . . ,K.

1 Íàõîäèì [k∗, l∗] = argmax
k<l

tkl.

2 Åñëè tk∗l∗ < α, îñòàíàâëèâàåìñÿ. Èíà÷å íà øàã 3.

3 Äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé:

Îáúåäèíÿåì ìîäåëè k∗, l∗ è ïåðåñ÷èòûâàåì gk∗(wk∗).
Ik∗ ⊔ Il∗ → Ik∗ , A∗

k∗ = argmax
Ak∗

p(yIk∗
|XIk∗

, Ak∗);

gk∗(wk∗) = N (wk∗ |w∗

k∗ , Σ
∗

k∗)
Äëÿ ñìåñåé ìîäåëåé:

Îáúåäèíÿåì ìîäåëè k∗, l∗ è ïåðåíàñòðàèâàåì ñìåñü ìîäåëåé.

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå:

πk∗ + πl∗ → πk∗ , 0 → πl∗ ,
wk∗+wl∗

2
→ wk∗ , wk → wk, k 6= k∗, l∗.

4 Óäàëÿåì l∗-é ñòîëáåö ìàòðèö S è T è ïåðåñ÷èòûâàåì sk∗l è tk∗l
äëÿ l 6= k∗. Ïåðåõîäèì íà øàã 1.
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