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Òåìû ñåìèíàðà:

• ñìåñè íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé;

• ñêðûòûå ïåðåìåííûå, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêðûòûõ è íàáëþäàåìûõ ïå-
ðåìåííûõ;

• KL-äèâåðãåíöèÿ, ñâîéñòâà;

• ÅÌ-àëãîðèòì â îáùåì ñëó÷àå.

1 Ââåäåíèå

Íàïîìíèì âêðàòöå ÷àñòü ìàòåðèàëà, ðàññìîòðåííîãî íà ëåêöèè. Ìû ðàññìàòðèâàåì
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, îïèñûâàåìóþ ñìåñüþ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

p(x|θ) =
K∑

i=1

πiN (x|µi,Σi).

Ïðè ýòîì ìû õîòèì íàéòè ïàðàìåòðû θ = {πi,µi,Σi}, ìàêñèìèçèðóÿ ïðàâäîïîäîáèå
íàáëþäàåìîé âûáîðêè:

ln p(X|θ) =
∑̀
i=1

ln
[∑K

j=1 πjN (xi|µj,Σj)
]
→ max

θ
.

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ãäå ëîãàðèôìè-
ðîâàíèå ïëîòíîñòè ïîçâîëÿëî âûïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, çäåñü
ñóììà ïîä ëîãàðèôìîì êàðäèíàëüíî ìåíÿåò êàðòèíó. Ëåêöèÿ áûëà ïîñâÿùåíà ÅÌ
àëãîðèòìó, êîòîðûé (â ÷àñòíîñòè) ïîçâîëÿåò ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, ââîäÿ â ìîäåëü
ñêðûòûå ïåðåìåííûå z ∈ {0, 1}K ,

∑K
i=1 zi = 1, îòâå÷àþùèå çà êîìïîíåíòó ñìåñè,

ïîðîäèâøóþ íàáëþäàåìóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó.
Ðàññìîòðèì åùå ðàç ðîëü ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ â îïèñàííîé ïðîöåäóðå.
Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå p(x, z) íà x ∈ Rn è

z ∈ {0, 1}K ,
∑K

i=1 zi = 1, òàêîå ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà äëÿ ìàð-
ãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ z

p(z) =
K∏

i=1

πzi
i , 0 6 πi 6 1,

∑K
i=1 πi = 1,
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è óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x|z) =
K∏

i=1

[
N (x|µi,Σi)

]Zi , µi ∈ Rn, Σi ∈ Rn×n.

Íàéäèòå ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîé x.
Èòàê, íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ñìåñü íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé â êà÷åñòâå ìàðãè-

íàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ââîäÿ â ìîäåëü ñêðûòûå ïåðåìåííûå. ×òî æå ìû ïðè ýòîì
ïîëó÷àåì?

Àëãîðèòì íà÷èíàåòñÿ ñ èíèöèàëèçàöèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ ≡ θ0 è çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïîñëåäóþùåì ïðèìåíåíèè äâóõ øàãîâ:
Å-øàã: âû÷èñëåíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé p(zk = 1|x) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Áàéåñà:

p(zk = 1|x) =
p(zk = 1)p(x|zk = 1)

p(x)
=

πkN (x|µk,Σk)∑K
i=1 πiN (x|µi,Σi)

;

Ì-øàã: ðåøåíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ
ln p(X|θ)→ maxθ è âûðàæåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (θ) ÷åðåç àïîñòåðèîðíûå âåðîÿò-
íîñòè gi,k ≡ p(zk = 1|xi):

∂ ln(X|θ)

∂πk

= 0⇔ πk =

∑`
j=1 gj,k

`
;

∂ ln(X|θ)

∂µk

= 0⇔ µk =

∑`
j=1 gj,kxj∑`

i=1 gi,k

;

∂ ln(X|θ)

∂Σk

= 0⇔ Σk =

∑`
j=1 gj,k(xj − µk)(xjj − µk)>∑`

i=1 gi,k

.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íå äàåò íàì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ
çàäà÷è (ïîñêîëüêó àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè gi,k çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè θ),
íî ïîçâîëÿåò ðåøàòü å¼ ýôôåêòèâíî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû.

2 ÅÌ-àëãîðèòì â îáùåì ñëó÷àå

Òåïåðü ââåäåì ÅÌ àëãîðèòì, êàê îáùóþ ïðîöåäóðó ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
â ìîäåëÿõ ñî ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè. Ïóñòü èìååòñÿ ìîäåëü, â êîòîðóþ âõîäÿò íà-
áëþäàåìûå ïåðåìåííûå X è ñêðûòûå ïåðåìåííûå Z ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
p(X,Z|θ), ãäå θ�ïàðàìåòðû ìîäåëè. Ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó

ln p(X|θ)→ max
θ

.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

ln p(X|θ) =

∫
q(Z) ln p(X|θ)dZ =

∫
q(Z) ln

p(X,Z|θ)

p(Z|X,θ)
dZ =

∫
q(Z) ln

[
p(X,Z|θ)

q(Z)

q(Z)

p(Z|X,θ)

]
dZ =

=

∫
q(Z)p(X,Z|θ)dZ −

∫
q(Z) ln q(Z)dZ︸ ︷︷ ︸

L(q,θ)

+

∫
q(Z)

q(Z)

p(Z|X,θ)
dZ︸ ︷︷ ︸

KL
(

q‖p(Z|X,θ)
) , (1)
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ãäå KL
(
q‖p(Z|X,θ)

)
� äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè q è

àïîñòåðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì p(Z|X,θ).
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî
à) KL(p‖q) > 0;

Ðåøåíèå: −KL(p‖q) =

∫
q(x) ln

p(x)

q(x)
dx 6 ln

∫
q(x)

p(x)

q(x)
dx = 0 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà).

á) â îáùåì ñëó÷àå KL(p‖q) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≡ q.
Çàäà÷à 3. îáÿçàòåëüíî ïîêàæè, ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

== min KL (ýìïèðè÷åñêîå ðàñïð||ìîäåëüíîå ðàñïð) Ïîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìèçà-
öèÿ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ p(X|θ) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè KL-äèâåðãåíöèè
KL
(
ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå‖p(x|θ)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè íèæíþþ îöåíêó èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ:

ln p(X|θ) > L(q,θ) =

∫
q(Z)p(X,Z|θ)dZ −

∫
q(Z) ln q(Z)dZ. (2)

Ñåé÷àñ ìû îïèøåì ÅÌ-àëãîðèòì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (1) è (2), ïîïóòíî ïîêà-
çàâ, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ ê ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
p(X|θ).

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå θ = θ0. (Å-øàã:) Ïîïðîáóåì ìàê-
ñèìèçèðîâàòü íèæíþþ îöåíêó (2) L(q,θ) ïî ðàñïðåäåëåíèþ q ïðè ôèêñèðîâàííîì
θ = θ0:

L(q,θ0)→ max
q
.

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå q, ìàêñèìèçèðóþùåå îöåíêó (2) L(q,θ)
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè θ = θ0.

Ðåøåíèå: ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü (1) íå çàâèñèò îò q, òî íåñëîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî îöåíêà ìàêñèìèçèðóåòñÿ ïðè q(Z) = p(Z|X,θ0).

Â ýòîì ñëó÷àå KL-äèâåðãåíöèÿ îáíóëÿåòñÿ è íèæíÿÿ îöåíêà L(q,θ) ïðåâðàùà-
åòñÿ â òî÷íóþ îöåíêó ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ p(X|θ) â òî÷êå θ = θ0.

(Ì-øàã:) Òåïåðü ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàñïðåäåëåíèè q, íàéäåííîì íà Å-øàãå,
ìàêñèìèçèðóåì íèæíþþ îöåíêó L(q,θ) ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëè θ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî:∫

q(Z)p(X,Z|θ)dZ → max
θ
, (3)

ïîñêîëüêó q çàâèñèò ëèøü îò ïåðâè÷íîé èíèöèàëèçàöèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Ðåøå-
íèå ýòîé çàäà÷è íàçîâåì θnew Â ëåâîé ÷àñòè (3) çàïèñàíî íè ÷òî èíîå, êàê ìàòîæè-
äàíèå ïðàâäîïîäîáèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ p(X,Z|θ) (ñêðûòûõ è íàáëþäàåìûõ) îòíîñè-
òåëüíî àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ q(Z) = p(Z|X,θ0).

Çàìåòèì, ÷òî Ì-øàã íåïðåìåííî óâåëè÷èò çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè L(q,θ),
à çíà÷èò è ïðàâäîïîäîáèÿ p(X|θ), áëàãîäàðÿ îñîáîìó âûáîðó ðàñïðåäåëåíèÿ q
íà Å-øàãå (ñäåëàâøåãî íèæíþþ îöåíêó òî÷íîé). Ïîñêîëüêó ïðàâäîïîäîáèå íàáëþäà-
åìûõ äàííûõ îãðàíè÷åíî ñâåðõó è â ðåçóëüòàòå îïèñàííûõ Å�Ì èòåðàöèé ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò, òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íåïðåìåííî ñîéäåòñÿ (ïðàâäà âñåãî ëèøü ê ëî-
êàëüíîìó ìàêñèìóìó).
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ÂÑÒÀÂÈÒÜ ÊÀÐÒÈÍÊÓ, ÈËËÞÑÒÐÈÐÓÞÙÓÞ ÈÒÅÐÀÖÈÈ.

Çàäà÷à 5. (çàäà÷êà ê êàðòèíêå) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíûå íèæíåé îöåíêè
(2) (äëÿ q(Z) = p(Z|X,θ0)) è ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ ln p(X|θ) â òî÷êå θ = θ0

ñîâïàäàþò.
Ðåøåíèå: ïîñêîëüêó KL(q‖p) çàâèñèò îò θ è äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà

(çíà÷åíèÿ 0) â òî÷êå θ = θ0, òî

∂

∂θ
KL(q‖p) = 0 â òî÷êå θ = θ0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1) ïî âåêòîðó ïàðà-
ìåòðîâ è ïîäñòàâèâ â ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî θ = θ0, ìû ïîëó÷èì èñêîìîå óòâåð-
æäåíèå.
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