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Ââåäåíèå

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ �

îäíà èç òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ �

îáîñíîâàíèå ïðèáëèæåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ å¼
ðåøåíèÿ.

Ìîòèâàöèÿ èññëåäîâàíèÿ �

îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ
ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF ðàçáèåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(Minimum Sum-of-Squares Clustering, for the case of Sequence, NonFixed cardinalities)

Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF

Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç Rq,
íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin è Tmax.

Íàéòè: íàáîðM = {n1, . . . , nM} ⊆ N íîìåðîâ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y òàêîé, ÷òî

F (M) =
∑
j∈M

‖yj − y(M)‖2 +
∑

i∈N\M

‖yi‖2 → min, (1)

ãäå y(M) = 1

|M|
∑
i∈M

yi , ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N, m = 2, . . . ,M, (2)

íà ýëåìåíòû èñêîìîãî íàáîðàM.
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Ââåäåíèå. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà

Èìååòñÿ

òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ óïîðÿäî÷åííûå ïî âðåìåíè ðåçóëüòàòû
ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé íàáîðà ÷èñëîâûõ èíôîðìàöèîííî
çíà÷èìûõ õàðàêòåðèñòèê íåêîòîðîãî îáúåêòà, êîòîðûé ìîæåò
íàõîäèòüñÿ â ïàññèâíîì è àêòèâíîì ñîñòîÿíèè.
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Ââåäåíèå. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî:

(1) â ïàññèâíîì ñîñòîÿíèè âñå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè èç íàáîðà
ðàâíû íóëþ, à â ëþáîì àêòèâíîì � çíà÷åíèå õîòÿ áû îäíîé
õàðàêòåðèñòèêè íå ðàâíî íóëþ;

(2) â êàæäîì ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîì â òàáëèöå,
èìååòñÿ îøèáêà;

(3) ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòîâ òàáëèöû êàêîìó-ëèáî ñîñòîÿíèþ îáúåêòà
íåèçâåñòíî;

(4) âðåìåííîé èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
àêòèâíûìè ñîñòîÿíèÿìè îáúåêòà îãðàíè÷åí ñâåðõó è ñíèçó
íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè.
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Ââåäåíèå. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà

Òðåáóåòñÿ:

1 ðàçáèòü òàáëèöó íà ïîäìíîæåñòâà íàáîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïàññèâíîìó è àêòèâíîìó ñîñòîÿíèÿì îáúåêòà, èñïîëüçóÿ
êðèòåðèé ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé,

2 îöåíèòü ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ íàáîðû õàðàêòåðèñòèê
îáúåêòà â àêòèâíîì ñîñòîÿíèè (ó÷èòûâàÿ, ÷òî äàííûå ñîäåðæàò
îøèáêó èçìåðåíèÿ).

Çàìå÷àíèå

Êðèòåðèé ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îáóñëîâëåí
îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëüþ ïîìåõîóñòîé÷èâîãî àíàëèçà äàííûõ.
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Çàäà÷à J-MSSC-S-NF

Ïðèìåð. Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF

300 ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, èçîáðàæåííûå íà
ïëîñêîñòè è â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
20 ðàç áûëè èçìåðåíû õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà â àêòèâíîì
ñîñòîÿíèè è 280 � â ïàññèâíîì.
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Çàäà÷à J-MSSC-S-NF

Ïðèìåð. Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF

1000 ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, èçîáðàæåííûå
íà ïëîñêîñòè è â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
100 ðàç áûëè èçìåðåíû õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà â àêòèâíîì
ñîñòîÿíèè è 900 � â ïàññèâíîì.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF

Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

1. Çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ïîýòîìó äëÿ ýòîé çàäà÷è íå
ñóùåñòâóåò íè òî÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî, íè òî÷íîãî ïñåâäîïîëèíî-
ìèàëüíîãî àëãîðèòìîâ, åñëè P 6=NP (Êåëüìàíîâ, Ïÿòêèí, 2009).
2. Ïàðàìåòðè÷åñêèé âàðèàíò � çàäà÷à 1-MSSC-S-NF(Tmin,Tmax)
(Êåëüìàíîâ, Ïÿòêèí, 2013)

NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, êîãäà Tmin < Tmax;

ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè Tmin = Tmax.

3. Êàêèå-ëèáî ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè äî
íàñòîÿùåãî âðåìåíè îòñóòñòâîâàëè.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF

Íîâûé ðåçóëüòàò

Îáîñíîâàí 2-ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (Êåëüìàíîâ,
Õàìèäóëëèí, 2014).

Êåëüìàíîâ À. Â., Õàìèäóëëèí Ñ.À. Àëãîðèòì äëÿ îäíîé çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ïîñëåäî... 10 / 31



Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. 2-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì

Ñóòü ïîäõîäà

1. Çàìåíèì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è 1-MSSC-S-NF ðåøåíèåì áîëåå
ïðîñòîé (âñïîìîãàòåëüíîé) çàäà÷è.

2. Ïîñòðîèì òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.

3. Îöåíèì òî÷íîñòü òàêîé çàìåíû (ïðèáëèæåíèÿ).

Ïîäõîä îïèðàåòñÿ íà çàïèñè öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 1-MSSC-S-NF
â âèäå

F (M) =
∑
j∈M

‖yj − y(M)‖2 +
∑

i∈N\M

‖yi‖2

=
∑
j∈N

‖yj‖2 −
∑
i∈M

(
2(yi , y(M))− ‖y(M)‖2

)
.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à 1

Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = (y1, . . . , yN) âåêòîðîâ èç Rq, âåêòîð
b ∈ Rq, íàòóðàëüíûå ÷èñëà Tmin è Tmax.

Íàéòè: íàáîðM = {n1, . . . , nM} ⊆ N íîìåðîâ ýëåìåíòîâ Y òàêîé,
÷òî

G (M) =
∑
n∈M

g(n)→ max, (3)

ãäå
g(n) = 2(yn, b)− ‖b‖2, n ∈ N , (4)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2) íà ýëåìåíòû íàáîðàM.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

Ëåììà 1

Ïóñòü M ≤ b(N − 1)/Tminc+ 1. Òîãäà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå Gmax öåëåâîé

ôóíêöèè çàäà÷è 1 íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Gmax = max
n∈N

Gn, (5)

à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Gn âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì

ôîðìóëàì

Gn =

{
g(n), åñëè n ∈ {1, . . . ,Tmin};
g(n) + max{0, max

j∈γ(n)
Gj}, åñëè n ∈ {Tmin + 1, . . . ,N}, (6)

ãäå ìíîæåñòâî γ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

γ(n) =
{
j | max{1, n − Tmax} ≤ j ≤ n − Tmin

}
.

Ôîðìóëû ëåììû ðåàëèçóþò ñõåìó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

Äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî íàáîðà îïðåäåëèì ôóíêöèþ
I (n) : N → {0} ∪ N ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

I (n) =


0, åñëè n ∈ {1, . . . ,Tmin},
0, åñëè n ∈ {Tmin + 1, . . . ,N} è max

j∈γ(n)
Gj < 0,

arg max
j∈γ(n)

Gj , åñëè n ∈ {Tmin + 1, . . . ,N} è max
j∈γ(n)

Gj ≥ 0.

(7)

Ôîðìóëû äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî íàáîðà

M̂ = (n̂1, . . . , n̂M̂)

óñòàíàâëèâàåò
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

Ñëåäñòâèå 1

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, Gn è I (n), n ∈ N , � ôóíêöèè,

çàäàííûå ôîðìóëàìè (6) è (7), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîñëåäíÿÿ
êîìïîíåíòà îïòèìàëüíîãî íàáîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

n̂M̂ = argmax
n∈N

Gn. (8)

Åñëè I (n̂M̂) > 0, òî îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû ýòîãî íàáîðà íàõîäÿòñÿ

ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

n̂m−1 = I (n̂m), m = M̂, M̂ − 1, . . . (9)

Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå m âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (9) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî I (n̂m) = 0, òî m = 1 è íàéäåíû âñå êîìïîíåíòû

îïòèìàëüíîãî íàáîðà.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
Ïîøàãîâàÿ çàïèñü

Àëãîðèòì A1

Âõîäàìè àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ Y, b,Tmin è Tmax.

Øàã 1. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ g(n), n ∈ N , ïî ôîðìóëå (4).

Øàã 2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (6) è (7), âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ Gn è I (n)
äëÿ êàæäîãî n ∈ N . Íàéäåì çíà÷åíèå Gmax ìàêñèìóìà öåëåâîé
ôóíêöèè G ïî ôîðìóëå (5).

Øàã 3. Âû÷èñëèì ýëåìåíòû îïòèìàëüíîãî íàáîðà
M̂ = {n̂1, . . . , n̂M̂} ïî ôîðìóëàì (8) è (9); âûõîä.

Âûõîäîì àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ, çàâèñÿùèå îò b, ò.å.
Gmax = Gmax(b), M̂ = M̂(b) = {n̂1(b), . . . , n̂M̂(b)} è M̂ = M̂(b).
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Òåîðåìà 1

Àëãîðèòì A1 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1 çà âðåìÿ
O(N(Tmax − Tmin + q)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïòèìàëüíîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ O(Nq) îïåðàöèé.

Òðóäîåìêîñòü âòîðîãî øàãà, âûïîëíÿåìîãî äëÿ êàæäîãî
n = 1, . . . ,N, îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâ N è γ(n),
âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå ôóíêöèè (6). Ïîýòîìó òðóäîåìêîñòü øàãà 2
åñòü âåëè÷èíà O(N(Tmax − Tmin + 1)).

Èç ôîðìóë (5), (8) è (9) âèäíî, ÷òî íà øàãå 3 òðåáóåòñÿ íå áîëåå
O(Mmax) îïåðàöèé, ÷òî íå ïðåâûøàåò O(N), òàê êàê Mmax ≤ N.

Ïðîñóììèðîâàâ çàòðàòû íà âñåõ øàãàõ, ïîëó÷èì îöåíêó âðåìåííîé
ñëîæíîñòè, ïðèâåäåííóþ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Çàìå÷àíèå 1

Èç îãðàíè÷åíèé (2) ñëåäóåò äâîéíîå íåðàâåíñòâî
0 ≤ Tmax − Tmin ≤ N − 1. Ïîýòîìó àëãîðèòì A1 ïîëèíîìèàëåí ïî N
è ïî q, à åãî ñëîæíîñòü â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî îöåíèòü êàê

O(N(N + q)) è êàê O(Nq) â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà Tmax = Tmin.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Ïîøàãîâàÿ çàïèñü

Àëãîðèòì A
Âõîäàìè àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ Y,Tmin,Tmax è M.
Øàã 1. Ïîëîæèì i = 0,MA = 0,MA = ∅,H = −∞.
Øàã 2. i := i + 1; ïîëîæèì b = yi .
Øàã 3. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà b ∈ Y íàéäåì îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå M̂(b) è çíà÷åíèå Gmax(b) öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 1 ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà A1.
Øàã 4. Åñëè H < Gmax(b), òî ïîëîæèì bA = b, H = Gmax(b),

MA = M̂(b),MA = M̂(b).
Øàã 5. Åñëè i < N, òî ïåðåõîäèì íà Øàã 2, èíà÷å � ê ñëåäóþùåìó
øàãó.
Øàã 6. Âû÷èñëèì âåêòîð y(MA) = (1/MA)

∑
n∈MA

yn è çíà÷åíèå
F (MA) öåëåâîé ôóíêöèè ïî ôîðìóëå (1); ïîëîæèì Gmax(bA) = H;
âûõîä.
Âûõîäîì àëãîðèòìà (ðåøåíèåì çàäà÷è) îáúÿâëÿåì íàáîðMA,
çíà÷åíèå F (MA), à òàêæå âåêòîðû y(MA) è bA. Åñëè ìàêñèìóìó

Gmax(bA) ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî íàáîðîâ M̂A, òî âûáèðàåì ëþáîé
èç íèõ.

Êåëüìàíîâ À. Â., Õàìèäóëëèí Ñ.À. Àëãîðèòì äëÿ îäíîé çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ïîñëåäî... 19 / 31



Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì A
Ñóòü àëãîðèòìà A ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è 1 ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà A1 äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y è
ïîñëåäóþùåãî âûáîðà èç íàéäåííûõ ðåøåíèé (íàáîðîâ) íàèëó÷øåãî

íàáîðà M̂A, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå Gmax(bA)
öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 1.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2

Ïóñòü Z � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç Rq, à
z(Z) = 1

Z
∑

z∈Z z . Òîãäà, åñëè âåêòîð x ∈ Rq óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì

‖x − z‖ ≤ ‖z − z‖, ∀z ∈ Z,

òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∑
z∈Z
‖z − x‖2 ≤ 2

∑
z∈Z
‖z − z‖2.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Òåîðåìà 2

Àëãîðèòì A íàõîäèò 2-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
1-MSSC-S-NF çà âðåìÿ O(N2(Tmax − Tmin + q)). Îöåíêà 2 òî÷íîñòè
àëãîðèòìà äîñòèæèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

ÏóñòüM∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1-MSSC-S-NF,

C∗ = {yn|n ∈M∗} � ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç Y, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïòèìàëüíîìó íàáîðóM∗,

ȳ(M∗) = 1

|M∗|
∑

n∈M∗ yn � öåíòð ïîäìíîæåñòâà C∗ ⊆ Y,

u = argminy∈C∗ ‖y − ȳ(M∗)‖ � âåêòîð, áëèæàéøèé ê öåíòðó
ïîäìíîæåñòâà C∗.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Ñîãëàñíî ïîøàãîâîé çàïèñè àëãîðèòì íàõîäèò âåêòîð

bA = argmax
b∈Y

Gmax(b) (10)

èç ìíîæåñòâà Y, íàáîðMA = M̂(bA) = {n̂1(bA), . . . , n̂M̂(bA)}, âåêòîð
y(MA), çíà÷åíèå F (MA) öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 1-MSSC-S-NF, à
òàêæå ìàêñèìóì

Gmax(bA) =
∑

n∈MA

{2(yn, bA)− ‖bA‖2} = max
b∈Y

max
M

∑
n∈M
{2(yn, b)− ‖b‖2}

(11)
ôóíêöèè Gmax(b), b ∈ Y.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
öåïî÷êè ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

F (MA) =
∑

n∈MA

‖yn − ȳ(MA)‖2 +
∑

n∈N\MA

‖yn‖2

≤(1)

∑
n∈MA

‖yn − bA‖2 +
∑

n∈N\MA

‖yn‖2

=
∑
n∈N
‖yn‖2 −

∑
n∈MA

{2(yn, bA)− ‖bA‖2} =

Íåðàâåíñòâî 1 ñïðàâåäëèâî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà Z âåêòîðîâ èç Rq (â ÷àñòíîñòè, äëÿ Z = {yn|n ∈MA})
ìèíèìóì ñóììû êâàäðàòîâ

∑
z∈Z
‖z − c‖2 ïî c äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

c = z(Z) = 1

|Z|
∑

z∈Z z (ò.å. â òî÷êå c = ȳ(MA)).
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

=(2)

∑
n∈N
‖yn‖2 −max

b∈Y
max
M

∑
n∈M
{2(yn, b)− ‖b‖2}

=(3) min
b∈Y

min
M

(
∑
n∈N
‖yn‖2 −

∑
n∈M
{2(yn, b)− ‖b‖2})

= min
b∈Y

min
M

(
∑
n∈M

‖yn − b‖2 +
∑

n∈N\M

‖yn‖2) ≤

Ðàâåíñòâî 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ôîðìóë (10), (11).

Ðàâåíñòâî 3 ñïðàâåäëèâî, ò.ê.
∑

n∈N ‖yn‖2 � êîíñòàíòà.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

≤(4)

∑
n∈M∗

‖yn − u‖2 +
∑

n∈N\M∗

‖yn‖2

≤(5) 2
∑

n∈M∗

‖yn − ȳ(M∗)‖2 +
∑

n∈N\M∗

‖yn‖2

≤ 2(
∑

n∈M∗

‖yn − ȳ(M∗)‖2 +
∑

n∈N\M∗

‖yn‖2) = 2F (M∗). (12)

Íåðàâåíñòâî 4 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîäìíîæåñòâîM∗ è âåêòîð
u ∈ Y � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è minb∈Y minM(·).

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà 5 âûòåêàåò èç ëåììû 2.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Òàêèì îáðàçîì, èç (12) ñëåäóåò, ÷òî F (MA)
F (M∗) ≤ 2, ò.å. àëãîðèòì A

íàõîäèò 2-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà 2 òî÷íîñòè àëãîðèòìà äîñòèæèìà.

Äëÿ ýòîãî, ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ
âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå F (MA)/F (M∗)
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê 2 è ðàâíî 2.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Ïðèìåð äîñòèæèìîñòè

-

6

0
q y1

q y2

α

1

Ïóñòü q = 2, N = 2, Tmin =
1, Tmax = 2, Y = (y1, y2), ãäå
y1 = (0, α), y2 = (1, α).

Òîãäà åñëè 0 < α < 1, òî
MA = {2},M∗ = {1, 2},
F (MA) = α2, F (M∗) = 1/2. Òàêèì
îáðàçîì, îòíîøåíèå
F (MA)/F (M∗) = 2α2 ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê 2 ïðè α→ 1.

Åñëè æå α = 1, òî èìååì äâà àëãîðèòìè÷åñêèõ ðåøåíèÿ: ëèáî
MA = {1, 2}, ëèáîMA = {2}. Ïðè ýòîì äëÿ âòîðîãî ðåøåíèÿ
F (MA) = 1;M∗ = {1, 2}, F (M∗) = 1/2 è F (MA)/F (M∗) = 2, ò.å.
îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà äîñòèæèìà.
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Çàäà÷à 1-MSSC-S-NF. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
Îöåíêè òî÷íîñòè è òðóäî¼ìêîñòè

Îöåíèì âðåìåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Âðåìÿ âû÷èñëåíèé
îïðåäåëÿåòñÿ òðóäîåìêîñòüþ øàãà 3. Íà ýòîì øàãå N ðàç ðåøàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à 1 ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A1, òðóäîåìêîñòü
êîòîðîãî îöåíåíà â òåîðåìå 1. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà ñëîæíîñòè.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1 àëãîðèòì A ïîëèíîìèàëåí ïî N è

ïî q, à åãî ñëîæíîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê O(N2(N + q)).
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Çàêëþ÷åíèå

Îáîñíîâàí 2-ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ
NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íà äâà êëàñòåðà, êîòîðàÿ èíäóöèðóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëüþ îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì àíàëèçà
äàííûõ.

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ïðàêòè÷åñêè íåèçó÷åííûõ
â àëãîðèòìè÷åñêîì ïëàíå. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ
å¼ àïïðîêñèìèðóåìîñòè, à òàêæå îáîñíîâàíèå àëãîðèòìîâ äðóãîãî
òèïà (àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ, ðàíäîìèçèðîâàííûõ è äð.) äëÿ
å¼ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåëîì áëèæàéøåé ïåðñïåêòèâû.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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