
Çàäàíèå 2 ïî êóðñó ¾Áàéåñîâñêèé âûáîð ìîäåëåé¿

Îáùàÿ èí�îðìàöèÿ

• Âðåìÿ ñäà÷è çàäàíèÿ: 23å îêòÿáðÿ, 23:59 ïî Ìîñêâå;

• Ìàêñèìàëüíàÿ áàçîâàÿ îöåíêà çà çàäàíèå 50 áàëëîâ, òàê ÷òî ïðè æåëàíèè ìîæíî âû-

ïîëíÿòü íå âñ¼;

• Îöåíêà àâòîðà íàèëó÷øåé ðàáîòû óäâàèâàåòñÿ (ñ ó÷åòîì áàëëîâ ñâåðõ 50), íî íå áîëåå,

÷åì äî 125 áàëëîâ;

• Åñëè ðåøåíèå ïðåäóñìàòðèâàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ, òî ñëåäóåò ïðèêðåïèòü �àéë

ñ êîäîì âìåñòå ñ ðåøåíèåì. Ññûëêà íà ðàçìåùåííûé â èíòåðíåòå êîä íå ïðèíèìàåòñÿ;

• Âîïðîñû è ñàìî çàäàíèå ïðèíèìàþòñÿ ïî ïî÷òå: aduenko1�gmail.
om &

iakovlev.kd�physte
h.edu (îòïðàâëÿòü íà îáå ñðàçó);

• Òåìà ïèñüìà: âîïðîñ ïî çàäàíèþ #2 èëè ðåøåíèå çàäàíèÿ #2;

• Îïîçäàíèå íà íåäåëþ ñíèæàåò îöåíêó â 2 ðàçà, îïîçäàíèå íà ÷àñ íà 0.51/(7·24) = 0.41%;

• �àáîòû îïîçäàâøèõ íå ó÷àñòâóþò â êîíêóðñå íà ëó÷øóþ ðàáîòó;

• Çàäàíèå íå ïðèíèìàåòñÿ ïîñëå åãî ðàçáîðà è / èëè ïîñëå îáúÿâëåíèÿ îá ýòîì.

Çàäà÷à 1 (10 áàëëîâ). Ïóñòü åñòü ÍÎ� (i.i.d.) âûáîðêà x1, . . . , xn, n > 100 èç íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì m è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ. Íà óðîâíå çíà÷èìîñòè

α ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 î òîì, ÷òî m = 0. Âûïèñàòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü è ñîñ÷èòàòü

ìîùíîñòü êðèòåðèÿ W â çàâèñèìîñòè îò èñòèííûõ m è σ.

Çàäà÷à 2 (20 áàëëîâ). Ïóñòü èìååòñÿ îáó÷àþùàÿ è òåñòîâàÿ âûáîðêè (X1, y1), X1 ∈
R

m1×n, y1 ∈ [−1, 1]m1
, (X2, y2), X2 ∈ R

m2×n, y2 ∈ [−1, 1]m2
, ïîëó÷åííûå èç îáùåé ìîäåëè

ãåíåðàöèè äàííûõ ñ ñîâìåñòíûì ïðàâäîïîäîáèåì

p(y, w, X|α) =
∏

j

N (xi|0, σ
2In)N (w|0, α−1In)

∏

j

p(yj|xj, w),

ãäå p(yj|xj , w) äàåòñÿ ìîäåëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, òî åñòü

P(yj = 1) =
1

1 + exp(−wTxj)
.

à) Ïóñòü Âàì èçâåñòåí íàñòîÿùèé âåêòîðw, ïîëó÷åííûé èç àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(w|α) =
N (w|0, α−1In). Âû÷èñëèòå îæèäàåìîå ìàêñèìàëüíîå êà÷åñòâî â òåðìèíàõ AUC íà òåñòîâîé

âûáîðêå ïðè m2 → ∞ ñýìïëèðîâàíèåì (4 áàëëà), àíàëèòè÷åñêè (6 áàëëîâ).

á) Ïóñòü Âàìè ñëó÷àéíî âûáðàí íåêîòîðûé âåêòîð w0, íåçàâèñèìî îò íàñòîÿùåãî w. Âû÷èñ-

ëèòü â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàçíûõ m2 îæèäàåìîå êà÷åñòâî â òåðìèíàõ AUC E(AUC) äëÿ ðàçíûõ
m2 ñýìïëèðîâàíèåì (4 áàëëà), àíàëèòè÷åñêè (6 áàëëîâ).

Çàäà÷à 3 (10 áàëëîâ). Â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷è 2

à) Äîêàçàòü, ÷òî A

ura
y (ACC) (äîëÿ ïðàâèëüíî ïðåäñêàçàííûõ êëàññîâ îáúåêòîâ) ÷àñòíûé

ñëó÷àé ASY(P) (ñì. îïðåäåëåíèå èç ïðàêòè÷åñêîãî çàäàíèÿ 1) (2 áàëëà);

á) Ïóñòü êëàññ îáúåêòîâ yj íå çàâèñèò îò xj , òî åñòü âûáîðêà øóìîâàÿ.

• Ïîñòðîèòü íàèëó÷øèé ïðîãíîç ŷ2 íà òåñòîâîé âûáîðêå â òåðìèíàõ ACC, åñëè P(yj =
1) = p. (2 áàëëà).
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• Ïîñòðîèòü íàèëó÷øèé ïðîãíîç ŷ2 íà òåñòîâîé âûáîðêå â òåðìèíàõ ASY(P) â îáùåì

ñëó÷àå, åñëè P(yj = 1) = p? (4 áàëëà)

• Êàê îöåíèòü p ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå è ÷òî äåëàòü, åñëè îöåíêà íå îòëè÷àåòñÿ çíà÷èìî

îò 0.5? (2 áàëëà)

Çàäà÷à 4 (25 áàëëîâ). Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà x0
1, . . . , x

0
m1

îáúåêòîâ êëàññà 0 ðàçìå-

ðà m0 è âûáîðêà x1
1, . . . , x

1
m2

îáúåêòîâ êëàññà 1 ðàçìåðà m1. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ïðèçíàêè

íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè â îáåèõ âûáîðêàõ, à òàêæå, ÷òî ïðèçíàêè èìåþò íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ äèñïåðñèÿìè σ2
j , îäèíàêîâîé äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïðèçíàêà â ðàçíûõ êëàññàõ,

è, âîçìîæíî, ðàçíîé ìåæäó ïðèçíàêàìè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ìàò.

îæèäàíèå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà ñ íîìåðîì j ñîâïàäàåò äëÿ îáîèõ êëàññîâ.

à) Ïóñòü σ2
j = σ2

èçâåñòíî. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå ìàò. îæèäàíèé íå óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè α = 0.05 (3 áàëëà).
á) Òà æå çàäà÷à, ÷òî è â ïóíêòå à, íî σ2

j = σ2
íåèçâåñòíî (5 áàëëîâ).

â) Ïóñòü n = 100, σ2
j = j. Äëÿ êàæäîé ïàðû m1, m2 ñãåíåðèðîâàòü âûáîðêó ñ òàêèìè ïà-

ðàìåòðàìè, ñäåëàâ ìàò. îæèäàíèÿ âñåõ ïðèçíàêîâ êðîìå j∗ îäèíàêîâûìè, à äëÿ ïðèçíàêà

j∗ ñäåëàòü ðàçíèöó ìàò. îæèäàíèé ðàâíîé 1. Ñ÷èòàÿ σ2
j íåèçâåñòíûìè, ðåàëèçîâàòü ìåòîä,

ïðåäëîæåííûé â ï. á) è èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç î ðàâåíñòâå ìàò. îæèäà-

íèé äëÿ êàæäîãî èç n = 100 ïðèçíàêîâ (4 áàëëà). Ïðèìåíèòü ïîïðàâêó íà ìíîæåñòâåííîå

òåñòèðîâàíèå Áåíäæàìèíè-Õîõáåðãà (2 áàëëà) è èçó÷èòü çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ëîæíûõ

ïîëîæèòåëüíûõ è íàñòîÿùèõ ïîëîæèòåëüíûõ îòêëîíåíèé ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ìàò. îæèäà-

íèÿ îò m1, m2 (6 áàëëîâ).

ã) Ïðåäëîæèòå ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, åñëè ïðèçíàêè íå èìåþò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ (5 áàëëîâ).

Çàäà÷à 5 (15 áàëëîâ). Ïóñòü èìååòñÿ ìàòðèöà ïðèçíàêîâ X ðàçìåðà m× n.

à) ×òî òàêîå ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò? Êàêóþ çàäà÷ó îí ðåøàåò? (3 áàëëà)

á) Îïèñàòü (äîêàçàòåëüíî) ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ (êàêèå áóäóò ãëàâíûå êîìïîíåíòû è ñîîò-

âåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà) ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ê ìàòðèöå X, åñëè m > n,

îáúåêòû íåçàâèñèìû, à xj ∈ N (0n, σ
2In) (4 áàëëà).

â) Ïóñòü X ñîñòîèò èç n− 1 çàøóìëåííîé êîïèè íåêîòîðîãî ïðèçíàêà χ1, à òàêæå èç øêàëè-

ðîâàííîãî ïðèçíàêà χ2, òî åñòü X = [χ1 + ε1, . . . , χ1 + εn−1, κχ2], ãäå χ1, χ2, ε1, . . . , εn−1 ∼
N (0, Im) è íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, à κ > 0 � êîý��èöèåíò øêàëèðîâàíèÿ.

Âû÷èñëèòü â çàâèñèìîñòè îò êîý��èöèåíòà øêàëèðîâàíèÿ κ îæèäàåìóþ ïåðâóþ ãëàâíóþ

êîìïîíåíòó ìàòðèöû X, à òàêæå îæèäàåìóþ äîëþ äèñïåðñèè, åþ îáúÿñíÿåìóþ, àíàëèòè-

÷åñêè (5 áàëëîâ) è ñýìïëèðîâàíèåì (1 áàëë). Êàêîé ïðàêòè÷åñêèé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü èç

ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà? (2 áàëëà)
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