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Задача оценивания скрытого состава инвестиционного
портфеля – Factor Search

Известные доходности портфеля: yt , t = 1, . . . ,T
Доходности очень большого числа биржевых активов:
xt = (xt,i , i = 1, . . . , n) ∈ Rn

Модель Шарпа:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T∑︀
t=1

(︂
yt −

n∑︀
i=1

βixt,i

)︂2

−→ min(β1, . . . ,βn)

n∑︁
i=1

βi = 1⏟  ⏞  
долевое

распределение
капитала

, βi > 0⏟  ⏞  
запрет

заемного
капитала

, i = 1, . . . , n

Найти относительно небольшое подмножество активов, из которых
фактически состоит портфель: Î ⊂ I, n̂ = |̂I| ≪ n = |I|
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Регуляризация – использование априорной информации
о возможном составе
Основная идея работы — мыслить как инвестор. Какой портфель он
предпочел бы?

1 Диверсификация вложений капитала, предпочтение
малокоррелированных активов:

n∑︁
i=1

n∑︁
j=1

(xT
i xj)βjβi → min

2 Стремление увеличить доходность портфеля, предпочтение
доходных активов:

ȳ =
n∑︁

i=1

βi x̄i → max
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Теория Марковица о выборе инвестиционного портфеля

Минимум риска при фиксированной доходности:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
n∑︀

i=1

n∑︀
j=1

(xT
i xj)βjβi → min

n∑︀
i=1

x̄iβi = const

Максимум доходности при фиксированном риске:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
n∑︀

i=1
x̄iβi → min

n∑︀
i=1

n∑︀
j=1

(xT
i xj)βjβi = const

Это два взаимно противоречивые требования. Risk Tolerance —
индивидуальная характеристика каждого инвестора. Регуляризующая
функция, обеспечивающая баланс Марковица:

n∑︁
i=1

n∑︁
j=1

(xT
i xj)βjβi − µ

n∑︁
i=1

x̄iβi −→ min
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Задача о восстановлении состава портфеля с
регуляризацией Марковица

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
n∑︀

i=1

n∑︀
j=1

(xT
i xj)βjβi − α

n∑︀
i=1

x̄iβi + c
T∑︀
t=1

(︂
yt −

n∑︀
i=1

βixt,i

)︂2

−→ min

n∑︀
i=1

βi = 1, βi > 0, i = 1, . . . , n

Очень селективный критерий, что противоречит диверсификации
Хотим соблюсти регуляризацию Марковица и при этом иметь
возможность регулировать размер портфеля
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Специальный алгоритм решения задачи выпуклого
программирования

Наша задача о восстановлении состава портфеля:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ
n∑︀

i=1

(︃
2µβi , βi 6 µ

µ2 + β2
i , βi > µ

)︃
+

n∑︀
i=1

n∑︀
j=1

(xT
i xj)βjβi − α

n∑︀
i=1

x̄iβi+

+c
T∑︀
t=1

(︂
yt −

n∑︀
i=1

βixt,i

)︂2

−→ min

n∑︀
i=1

βi = 1, βi > 0, i = 1, . . . , n

В векторной форме:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
γ

n∑︀
i=1

(︃
2µβi , βi 6 µ

µ2 + β2
i , βi > µ

)︃
+ βTXXTβ− αx̄Tβ+

+c
(︀
y − XTβ

)︀T(︀y − XTβ
)︀
−→ min

1Tβ = 1, β > 0
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Преобразуем критерий:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
γ

c + 1

n∑︀
i=1

(︃
2µβi , βi 6 µ

µ2 + β2
i , βi > µ

)︃
− α

c + 1
x̄Tβ+

+
(︀

c
c+1y − XTβ

)︀T(︀ c
c+1y − XTβ

)︀
−→ min

1Tβ = 1, β > 0
Переобозначим коэффициенты и введем дополнительное обозначение:

c

c + 1
y → y,

γ

c + 1
→ γ,

α

c + 1
→ α, δ =

(︀
y − XTβ

)︀
∈ RT

Будем решать эквивалентную задачу:⎧⎪⎨⎪⎩γ
n∑︀

i=1

(︃
2µβi , βi 6 µ

µ2 + β2
i , βi > µ

)︃
− αx̄Tβ+ δTδ −→ min(δ,β)

δ =
(︀
y − XTβ

)︀
, 1Tβ = 1, β > 0

Далее после введения функции Лагранжа, приходим к двойственной
задаче

W (δ) = γ
∑︁

i :αx̄i+xT
i δ>2µ

[︂
1
4
(αx̄i+xT

i δ)
2−µ2

]︂
+

1
2
(δ−y)T(δ−y)→min(δ∈RT )
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Алгоритм

Iδk = {i : αx̄i + xT
i δ > 2µ}

Data: X, y
Input: δ0
W (δ0), Iδ0

while Iδk+1 ̸= Iδk do
δ̂k+1 := δk −

[︀
∇2

δδW (δk)
]︀−1[︀∇δW (δk)

]︀
;

W (δ̂k+1) if W (δ̂k+1) < W (δk) then
δk+1 := δ̂k+1;

else
f (z) = W (zδk + (1 − z)δ̂k+1);
z* = argmin06z61 f (z);
δk+1 := z*δk + (1 − z*)δ̂k+1;

end
end
Result: δ, Iδ

Морозов Алексей, МФТИ Оценивание состава инвестиционного портфеля 8/20



10
7

10
6

10
5

10
4

10
3

10
2

10
1

10
0

200

300

400

500

600

700

W( )

Оптимальные значения целевой функции с ростом параметра селективности

10
6

10
5

10
4

10
3

10
2

10
1

10
0

0

50

100

150

200

250

300

350

400

|I|

Уменьшение размера портфеля с увеличением параметра селективности µ

Морозов Алексей, МФТИ Оценивание состава инвестиционного портфеля 9/20



Эксперименты 1

n = 650 реальных биржевых активов месячной доходности
T = 250 временных измерений в месяцах
Модельные портфели, оптимальные по принципу баланса
доходность-риск с разными коэффициентами селективности

Selectivity µ1 = 10−6 µ2 = 10−4 µ3 = 10−2 µ4 = 10−1 µ5 = 100

|I| m1 = 13 m2 = 11 m3 = 10 m4 = 7 m5 = 1

Для каждого набора коэффициентов β̂µ,i , i ∈ Îµ мы вычислили
временной ряд доходности yµ = (yµ,t , t = 1, ..,T ) ∈ RT ,
yµ,t =

∑︀
i∈Îµ β̂µ,ixt,i + 𝜉t , как последовательность случайных величин с

10%-ой дисперсией шума 𝜎2(𝜉t) = 0.1 1
T

T∑︀
t=1

(︂
yt −

∑︀
i∈Îµ β̂µ,ixt,i

)︂2

.

Морозов Алексей, МФТИ Оценивание состава инвестиционного портфеля 10/20



Слепой фактор-поиск:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
T∑︀
t=1

(︂
yt −

n∑︀
i=1

βixt,i

)︂2

−→ min(β1, . . . ,βn)

n∑︀
i=1

βi = 1, βi > 0, i = 1, . . . , n
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610     total 24, wrong 13,         54% errors   

410      total 24, wrong 14,     58% errors 
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Рис.: Слепой фактор-поиск. Скрытые (верхняя строка) и наблюдаемые
(нижняя) множества активных регрессоров для модельных портфелей с
различным параметром селективности. Зеленые квадраты соответствуют
активным регрессорам
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Фактор-поиск с дополнительной регуляризацией:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ
n∑︀

i=1

(︃
2µβi , βi 6 µ

µ2 + β2
i , βi > µ

)︃
+

n∑︀
i=1

n∑︀
j=1

(xT
i xj)βjβi − α

n∑︀
i=1

x̄iβi+

+c
T∑︀
t=1

(︂
yt −

n∑︀
i=1

βixt,i

)︂2

−→ min

n∑︀
i=1

βi = 1, βi > 0, i = 1, . . . , n
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610     total 13, wrong 1, 8% errors  

410      total 12, wrong 2, 16% errors  
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Рис.: Фактор-поиск на основе разумности портфелей
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Поиск подмножества активных регрессоров по принципу
Beta Parity

Регуляризация Beta Parity — капитал вложен в выбранные активы в
равных долях: βi

∼= const, i ∈ Î ⊂ I
Регрессионный критерий Beta Parity:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n∑︀
i=1

β2
i −→ min(β1, . . . ,βn)

n∑︀
i=1

n∑︀
j=1

(xT
i xj)βjβi = d

n∑︀
i=1

βi = 1, βi > 0, i = 1, . . . , n

d — параметр риска, определяющий селективность
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Более сложное понимание диверсифицированности
портфеля — Risk Parity

Дисперсия D(β) доходности портфеля β

D(β) =
n∑︁

i=1

n∑︁
j=1

(xT
i xj)βjβi =

n∑︁
i=1

⎛⎝ n∑︁
j=1

(xT
i xj)βj

⎞⎠βi⏟  ⏞  
доля i-го актива

D(β) =
n∑︁

i=1

Di (β), Di (β) =

⎛⎝ n∑︁
j=1

(xT
i xj)βj

⎞⎠βi

Risk Parity — равенство долей риска от всех выбранных активов:
Di (β) ∼= const, i ∈ Î ⊂ I
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Предположение формировании инвестиционного
портфеля по принципу Risk Parity⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n∑︁
i=1

⎛⎝ n∑︁
j=1

(xT
i xj)βj

⎞⎠βi⏟  ⏞  
общий риск

−→ min

n∑︀
i=1

βi = 1, βi > 0, i = 1, . . . , n

Задача выпуклого программирования
Оптимальный портфель: минимум риска
Очень селективный критерий
Противоречит принципу диверсификации

Risk Parity — сочетание требований малого риска и диверсификации:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
n∑︀

i=1

[︃
nDi −

n∑︀
j=1

Dj

]︃2

−→ min(β1, . . . ,βn) Все активы вошли в портфель

Di =

(︃
n∑︀

j=1
(xT

i xj)βj

)︃
βi , βi > 0, i = 1, . . . , n,

n∑︀
i=1

βi = 1

Идея управления размером портфеля Risk Parity – параметр размера
dmin 6 d 6 dmax, dmax = max

i
(xT

i xi )
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Параметрическое семейство портфелей Risk Parity

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n∑︀
i=1

D2
i −→ min(β1, . . . ,βn)

n∑︀
i=1

Di = d , Di =

(︃
n∑︀

j=1
(xT

i xj)βj

)︃
βi

n∑︀
i=1

βi = 1, βi > 0, i = 1, . . . , n

=⇒

I = {i = 1, . . . , n}⏟  ⏞  
все активы

Id = {i : β̂i > 0} ⊆ I⏟  ⏞  
портфель с параметром d

Меньше d — меньше риск, больше портфель
Больше d — больше риск, меньше портфель
Параметр d — психологическая характеристика инвестора
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Оценивание состава наблюдаемого портфеля по
принципу Risk Parity

y = (yt , t = 1, . . . ,T ) — наблюдаемый портфель,представленный
временным рядом его доходностей
Однопараметрическое семейство моделей Risk Parity:

J = {Îd : dmin 6 d 6 dmax}

Какая модель dmin 6 d 6 dmax из семейства J наилучшим образом
соответствует временному ряду y ∈ RT ?
Критерий Leave-One-Out:

LOO(d) =
1
T

∑︁
t∈T

(︃
yt −

n∑︁
i=1

β
(t)
d ,ixt,i

)︃2
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Эксперименты
Таблица: Состав портфеля Risk Parity

Размер Номера
портфеля активов

1 7
2 3, 7
3 2, 3, 7
4 1, 2, 3, 7
5 1, 2, 3, 7, 35
6 1, 2, 3, 7, 34, 35
7 1, 2, 3, 7, 12, 13, 35
8 1, 2, 3, 7, 12, 13, 16, 35
8 1, 2, 3, 4, 7, 20, 21, 50
9 1, 2, 3, 4, 7, 20, 21, 31, 50
10 1, 2, 3, 4, 7, 20, 21, 31, 41, 50
11 1, 2, 3, 4, 7, 20, 21, 31, 41, 50,92
12 1, 2, 3, 4, 7, 20, 21, 31, 41, 50,62,92
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