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1 Ââåäåíèå
Â çàäà÷å Íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñïåöèàëüíîé ôîðìå:

f(x) =
1

2

m∑
j=1

r2
j (x) (1)

ãäå r2
j (x) - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ èç Rn â R. Ôóíêöèè rj(x) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

îñòàòî÷íûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m ≥ n
Îáîçíà÷èì âåêòîð îñòàòî÷íûõ ôóíêöèé â ôîðìå:

r(x) = (r1(x), . . . , rm(x))T

Ïðè òàêîì îáîçíà÷åíèè ôóíêöèþ f ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f(x) = 1
2
‖r‖2

2.
Ïðîèçâîäíûå f ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ ßêîáèàíà ôóíêöèè r. Îáîçíà÷èì

J(x) =

[
∂rj

∂xi

]

Òîãäà ïîëó÷àåì:

∇f(x) =
m∑

j=1

rj(x)∇rj(x) = J(x)T r(x) (2)

∇2f(x) =
m∑

j=1

∇rj(x)∇rj(x)T +
m∑

j=1

rj(x)∇2rj(x) = J(x)T J(x) +
m∑

j=1

rj(x)∇2rj(x) (3)

2 Àëãîðèòìû äëÿ íåëèíåéíîãî ÌÍÊ
Õîòÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû,
êàê ïðàâèëî, ýòîãî íå äåëàþò, à îáðàùàþòñÿ ê àëãîðèòìàì, ðàçðàáîòàííûì
ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîé çàäè÷è. Áîëüøåíñòâî àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàèìåíüøèõ
êâàäðàòàõ îïèðàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñëàãàåìîå JT J â ôîðìóëå (3) ðàíî
èëè ïîçäíî ñòàíåò äîìèíèðóþùèì. Ýòî ïðåäíîëîæåíèå íå ñîáëþäàåòñÿ, åñëè íîðìà
‖f(xk)‖ ñðàâíèìà ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû J(xk)

T J(xk). Íî
â áîëüøåíñòâå ñëó÷àåâ ýòî íå òàê è ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îïðàâäàííî [2].
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2.1 Ìåòîä Íüþòîíà-Ãàóññà
Ðàññìîòðèì ìåòîä ìèíèìèçàöèè íåëèíåéíîé ôóíêöèè (1). Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ
èíôîðìàöèÿ î ãðàäèåíòå ∇f(x) è ãåññèàíå ∇2f(x). Ìåòîä Íüþòîíà-Ãàóññà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà. Âìåñòî òîãî, ÷òî áû îïðåäåëÿòü
íàïðàâëåíèå ïîèñêà èç óðàâíåíèÿ ∇2f(xk)p = −∇f(x), ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

JT
k Jkp

GM
k = −JT

k rk

Ýòà ïðîñòàÿ ìîäèôèêàöèÿ èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä îáû÷íûì ìåòîäîì Íüþòîíà.
Âî-ïåðâûõ, èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ

∇2fk ≈ JT
k Jk

èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëèòü îòäåëüíî Ãåññèàíû ∇2r(x), êîòîðûå
íóæíû â ôîðìóëå (3). ßêîáèíàí J(x) âû÷èñëÿåòñÿ â õîäå íàõîæäåíèÿ ãðàäèåíòà
∇f(x) ïî ôîðìóëå (2).

Âî-âòîðûõ, êîãäà â ôîðìóëå (3) JT J íàìíîãî áîëüøå, ÷åì âòîðîå ñëàãàåìîå,
ìåòîä ðàáîòàåò ïî÷òè òàêæå, êàê è ìåòîä Íüþòîíà, äàæå åñëè âòîðîå ñëàãàåìîå∑m

j=1 rj(x)∇2rj(x) îïóñòèòü.
Òðåòüå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà Ãàóññà-Íüþòîíà - ýòî òî, ÷òî åñëè J(x) èìååò

ïîëíûé ðàíã è ãðàäèåíò ∇f(x) íå ðàâåí íóëþ, òî ...

Òåîðåìà 1 Ïóñòü âñå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè rj(x) Ëèïøèö-íåïðåðûâíû ñ êîíñòàíòîé
N è ßêîáèàí J(x) èìåþò ïîëíûé ðàíã. Òîãäà, åñëè xk âûáðàíû ìåòîäîì Ãàóññà-
Íüþòîíà ñ äëèíàìè øàãà αk, òàêèìè, ÷òî

f(xk + αkpk) ≤ f(xk) + C1αk∇fT
k pk (4)

∇f(xk + αkpk)
T ≥ C2∇fT

k pk

0 < C1 < C2 < 1

òîãäà
lim
k→∞

JT
k rk = 0

Äîêàçàòåëüñòâî cì. [1] ñòð. 261.

2.2 Ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðäòà
Ðàñïðîñòðàíåííûé àëüòåðíàòèâîé ìåòîäó Ãàóññà-Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ëåâåíáåðãà-
Ìàðêàðäòà. Â íåì íàïðàâëåíèå ïîèñêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
âèäà

(JT (xk)J(xk) + λkI)pk = −JT (xk)f(xk)

ãäå λk ≥ 0. Â ýòîì ìåòîäå øàã âäîëü pk âñåãäà ïîëàãàåòñÿ åäèíè÷íûì, òî åñòü xk+1 =
xk+p+k. Ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðäòà ê êëàññó ìåòîäîâ äîâåðèòåëüíîé îêðåñòíîñòè.
Ìîíîòîííîå óáûâàíèå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â íåì çà ñ÷åò ïîäáîðà
¾õîðîøèõ¿ çíà÷åíèé λk. Ïðè λk = 0, pk áóäåò íàïðàâëåíèåì ìåòîä Íüþòîíà-Ãàóññà.
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3 Ïðèìåðû

Âõîäíûå äàííûå:

tj 1 3 4 5 7
yj 7 4 3 2 1

Ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ:

f(x) =
1

2

m∑
j=1

[yj − ϕ(x, tj)]
2

Ïðîâåäåì ìèíèìèçàöèþ ìåòîäîì Ãàóññà-Íüþòîíà. Ðàññìîòðèì 3 ïðèìåðà ôóíêöèè
ϕ(x, tj)

ϕ(x, tj) = P1[t]
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3



0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

2

4

6

8

10

12

ϕ(x, tj) = a1e
−a2t

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

4 Ðåêîìåíäàöèè ïðîãðàììèñòó
Â ïðîãðàììå èñïîëüçóåòñÿ áèáëèîòåêà MathAdd.dll. Ôóíêöèþ ϕ(x, tj) ìîæíî ìåíÿòü,
èçìåíÿÿ ÿêîáèàí J(CMatrix* getJ (CMatrix *x)) è ôóíêöèþ ri (double getRi(CMatrix
*x,int i)). Ïðîãðàììà âûäàåò âåêòîð ïàðàìåòðîâ x.
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