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Íàïîìèíàíèå. Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè

X � îáúåêòû, Y � îòâåòû, X × Y � â.ï. ñ ïëîòíîñòüþ p(x , y);

Äâå ïîäçàäà÷è:

1

Äàíî:

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà.

Íàéòè:

ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè P̂(y) è p̂(x |y), y ∈ Y

(âîññòàíîâèòü ïëîòíîñòü êàæäîãî êëàññà ïî âûáîðêå).

2

Äàíî:

àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè P(y) è ïëîòíîñòè p(x |y), y ∈ Y .

Íàéòè:

êëàññè�èêàòîð a : X × Y , ìèíèìèçèðóþùèé ðèñê R(a).
�åøåíèå:

a(x) = argmax
y∈Y

λyP(y)p(x |y).
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Ïîðîæäàþùàÿ ìîäåëü ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé:

p(x) =

k∑

j=1

wjϕ(x , θj ),

k∑

j=1

wj = 1, wj > 0,

k � ÷èñëî êîìïîíåíò ñìåñè;

ϕ(x , θj ) = p(x | j) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ j-é êîìïîíåíòû;

wj = p( j) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü j-é êîìïîíåíòû.

Çàäà÷à 1: ïðè �èêñèðîâàííîì k ,

èìåÿ ïðîñòóþ âûáîðêó Xm = {x1, . . . , x
m) ∼ p(x),

îöåíèòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ (w , θ) = (w1, . . . ,wk , θ1, . . . , θk).

Çàäà÷à 2: îöåíèòü åù¼ è k .
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ è ÅÌ-àëãîðèòì

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ

L(w , θ) = ln

m∏

i=1

p(xi) =

m∑

i=1

ln

k∑

j=1

wjϕ(xi , θj) → max
w ,θ

.

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

∑k
j=1 wj = 1; wj > 0.

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì Expetation�Maximization:

1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðîâ (w , θ);
2: ïîâòîðÿòü

3: îöåíêà ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ G = (gij ), gij = p( j |xi ):
G := Å-øàã (w , θ);

4: ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, îòäåëüíî ïî êîìïîíåíòàì:

(w , θ) := Ì-øàã (w , θ,G );
5: ïîêà w , θ è G íå ñòàáèëèçèðóþòñÿ.
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

EM-àëãîðèòì êàê ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

Òåîðåìà (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà)

Òî÷êà (wj , θj)
k
j=1 ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà L(w , θ) óäîâëåòâîðÿåò

ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî wj , θj è gij :

Å-øàã: gij =
wjϕ(xi , θj)

∑k
s=1 wsps(xi , θs)

, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k ;

M-øàã: θj = argmax
θ

m∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ), j = 1, . . . , k ;

wj =
1

m

m∑

i=1

gij , j = 1, . . . , k .

EM-àëãîðèòì � ýòî ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ å¼ ðåøåíèÿ
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Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Å-øàã � ýòî �îðìóëà Áàéåñà:

gij = P( j |xi ) =
P( j)p(xi | j)

p(xi )
=

wjϕ(xi , θj)

p(xi)
=

wjϕ(xi , θj)
∑k

s=1 wsps(xi , θs)
.

Î÷åâèäíî, âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè:

∑k
j=1 gij = 1.

M-øàã � ýòî ìàêñèìèçàöèÿ âçâåøåííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,

ñ âåñàìè îáúåêòîâ gij äëÿ j-é êîìïîíåíòû ñìåñè:

θj = argmax
θ

m∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ),

wj =
1

m

m∑

i=1

gij .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

Ëàãðàíæèàí îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ¾L(w , θ) → max¿:

L (w , θ) =

m∑

i=1

ln

( k∑

j=1

wjϕ(xi , θj)

︸ ︷︷ ︸

p(xi )

)

− λ

( k∑

j=1

wj − 1

)

.

Ïðèðàâíèâàåì íóëþ ïðîèçâîäíûå:

∂L

∂wj

= 0 ⇒ λ = m; wj =
1

m

m∑

i=1

wjϕ(xi , θj)

p(xi)
︸ ︷︷ ︸

gij

=
1

m

m∑

i=1

gij ,

∂L

∂θj
=

m∑

i=1

wjϕ(xi , θj)

p(xi )
︸ ︷︷ ︸

gij

∂

∂θj
lnϕ(xi , θj) =

∂

∂θj

m∑

i=1

gij lnϕ(xi , θj) = 0.

�
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

ÅÌ-àëãîðèòì

Âõîä: Xm = {x1, . . . , xm}, k , δ, íà÷àëüíûå (wj , θj)
k
j=1;

Âûõîä: (wj , θj)
k
j=1 � ïàðàìåòðû ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

1: ïîâòîðÿòü

2: E-øàã (expetation):

äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k

g0
ij := gij ; gij :=

wjϕ(xi , θj)
∑k

s=1 wsps(xi , θs)
;

3: M-øàã (maximization):

äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k

θj := argmax
θ

m∑

i=1
gij lnϕ(xi , θ); wj :=

1

m

m∑

i=1
gij ;

4: ïîêà max
i ,j

|gij − g0
ij | > δ;

5: âåðíóòü (wj , θj)
k
j=1;
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Ïðèìåð

Äâå ãàóññîâñêèå êîìïîíåíòû k = 2 â ïðîñòðàíñòâå X = R
2
.

�àñïîëîæåíèå êîìïîíåíò â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè L:
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

EM-àëãîðèòì ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì êîìïîíåíò

Ïðîáëåìû áàçîâîãî âàðèàíòà ÅÌ-àëãîðèòìà:

Êàê âûáèðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå?

Êàê îïðåäåëÿòü ÷èñëî êîìïîíåíò?

Êàê óñêîðèòü ñõîäèìîñòü?

Âõîä:

âûáîðêà Xm = {x1, . . . , xm};
R � äîïóñòèìûé ðàçáðîñ ïðàâäîïîäîáèÿ îáúåêòîâ;

m0 � ìèíèìàëüíàÿ äëèíà âûáîðêè, ïî êîòîðîé ìîæíî

âîññòàíàâëèâàòü ïëîòíîñòü;

δ� ïàðàìåòð êðèòåðèÿ îñòàíîâà;

Âûõîä:

k �÷èñëî êîìïîíåíò ñìåñè;

(wj , θj)
k
j=1 � âåñà è ïàðàìåòðû êîìïîíåíò;
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

EM-àëãîðèòì ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì êîìïîíåíò

1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå � îäíà êîìïîíåíòà:

θ1 := argmax
θ

m∑

i=1
lnϕ(xi , θ); w1 := 1; k := 1;

2: äëÿ âñåõ k := 2, 3, . . .
3: âûäåëèòü îáúåêòû ñ íèçêèì ïðàâäîïîäîáèåì:

U :=
{
xi ∈ Xm

∣
∣ p(xi ) <

1
R
max
j

p(xj)
}
;

4: åñëè |U| < m0 òî

5: âûõîä èç öèêëà ïî k ;

6: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ k-é êîìïîíåíòû:

θk := argmax
θ

∑

xi∈U

lnϕ(xi , θ); wk := 1
m
|U|;

wj := wj(1− wk), j = 1, . . . , k − 1;
7: âûïîëíèòü EM (Xm, k , δ,w , θ);
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

�åãóëÿðèçàöèÿ ñ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì Äèðèõëå

�èïîòåçà. Âåêòîð âåñîâ w = (wj)
k
j=1 ïîðîæäàåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì Äèðèõëå ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ α ∈ R
k
:

Dir(w |α) =
Γ(α0)
∏

j

Γ(αj )

∏

j

w
αj−1
j , α0 =

k∑

j=1
αj , αj > 0;

�àñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïîðîæäàåò íîðìèðîâàííûå

íåîòðèöàòåëüíûå âåêòîðû çàäàííîé ðàçìåðíîñòè k

Ïðèìåð:

Dir(w |α)
k = 3
w , α ∈ R

3
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

�àñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïðè α ≡ 100, 10 êîìïîíåíò
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

�àñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïðè α ≡ 10, 10 êîìïîíåíò
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

�àñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïðè α ≡ 1, 10 êîìïîíåíò
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

�àñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïðè α ≡ 0.1, 10 êîìïîíåíò
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Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

�àñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïðè α ≡ 0.01, 10 êîìïîíåíò

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron�foresys.ru) Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè 18 / 34



�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

EM-àëãîðèòì

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîìïîíåíò

Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè

�åãóëÿðèçàöèÿ log-ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(w , θ) + R(w) = ln

m∏

i=1

p(xi ) + lnDir(w |α) =

=

m∑

i=1

ln

k∑

j=1

wjϕ(xi , θj) + ln
Γ(α0)

∏

j

Γ(αj )

k∑

j=1

(αj − 1) lnwj → max
w ,θ

Ìîäè�èêàöèÿ �îðìóëû Ì-øàãà â ñëó÷àå ðàçðåæåííîãî

ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå, τ = 1− αj ∈ (0, 1):

L(w , θ)− τ
k∑

j=1
lnwj → max

w ,θ
;

wj ∝

(
1

m

m∑

i=1

gij − τ

)

+

Ïîäáîð τ � ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ òåñòîâîé âûáîðêè.
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

EM-àëãîðèòì

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîìïîíåíò

Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

GEM � îáîáù¼ííûé ÅÌ-àëãîðèòì

Èäåÿ:

Íå îáÿçàòåëüíî äîáèâàòüñÿ âûñîêîé òî÷íîñòè íà Ì-øàãå.

Äîñòàòî÷íî ëèøü ñìåñòèòüñÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìóìà,

ñäåëàâ îäíó èëè íåñêîëüêî èòåðàöèé, è çàòåì âûïîëíèòü E-øàã.

Ïðåèìóùåñòâà:

ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñëàáîé ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè

(â ñìûñëå óâåëè÷åíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íà êàæäîì øàãå)

ïîâûøàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðè ñîïîñòàâèìîì

êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

EM-àëãîðèòì

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîìïîíåíò

Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

SEM � ñòîõàñòè÷åñêèé ÅÌ-àëãîðèòì

Èäåÿ: íà M-øàãå âìåñòî ìàêñèìèçàöèè

θj := argmax
θ

m∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ)

ìàêñèìèçèðóåòñÿ îáû÷íîå, íåâçâåøåííîå, ïðàâäîïîäîáèå

θj := argmax
θ

∑

xi∈Xj

lnϕ(xi , θ),

âûáîðêè Xj ñòðîÿòñÿ ïóò¼ì ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ãåíåðèðóåòñÿ j ∼ P(θj |xi ) ≡ gij
è îáúåêò xi ïîìåùàåòñÿ â Xj .

Ïðåèìóùåñòâà:

óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè, ïðåäîòâðàùåíèå çàöèêëèâàíèé.
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

EM-àëãîðèòì

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîìïîíåíò

Ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

HEM � èåðàðõè÷åñêèé ÅÌ-àëãîðèòì

Èäåÿ:

¾Ïëîõî îïèñàííûå¿ êîìïîíåíòû ðàñùåïëÿþòñÿ íà äâå èëè

áîëåå äî÷åðíèõ êîìïîíåíò.

Ïðåèìóùåñòâî:

àâòîìàòè÷åñêè âûÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êàæäîãî

êëàññà, êîòîðóþ çàòåì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñîäåðæàòåëüíî.
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�àçäåëåíèå ãàóññîâñêîé ñìåñè

Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

Ñåòü ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé

�àóññîâñêàÿ ñìåñü  äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè êîâàðèàöèè

�àóññîâñêàÿ ñìåñü GMM � Gaussian Mixture Model

Äîïóùåíèÿ:

1. Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ p(x |y) ïðåäñòàâèìû â âèäå

ñìåñåé ky êîìïîíåíò, y ∈ Y = {1, . . . ,M}.
2. Êîìïîíåíòû èìåþò n-ìåðíûå ãàóññîâñêèå ïëîòíîñòè

ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè:

µyj = (µyj1, . . . , µyjn), Σyj = diag(σ2
yj1, . . . , σ

2
yjn), j = 1, . . . , ky :

p(x |y) =

ky∑

j=1

wyjpyj(x), pyj(x) = N (x ;µyj ,Σyj),

ky∑

j=1

wyj = 1, wyj > 0;
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�àçäåëåíèå ãàóññîâñêîé ñìåñè

Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

Ñåòü ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé

Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

×èñëîâûå ïðèçíàêè: fd : X → R, d = 1, . . . , n.

�åøåíèå çàäà÷è M-øàãà:

äëÿ âñåõ êëàññîâ y ∈ Y è âñåõ êîìïîíåíò j = 1, . . . , ky ,

wyj =
1

ℓy

∑

i : yi=y

gyij

äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé (ïðèçíàêîâ) d = 1, . . . , n

µ̂yjd =
1

ℓywyj

∑

i : yi=y

gyij fd (xi);

σ̂2
yjd =

1

ℓywyj

∑

i : yi=y

gyij
(
fd(xi )− µ̂yjd

)2
;

Çàìå÷àíèå: êîìïîíåíòû ¾íàèâíû¿, íî ñìåñü íå ¾íàèâíà¿.
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�àçäåëåíèå ãàóññîâñêîé ñìåñè

Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

Ñåòü ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé

Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Ïîäñòàâèì ãàóññîâñêóþ ñìåñü â áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

λyPy

ky∑

j=1

wyj Nyj exp
(
−1

2ρ
2
yj(x , µyj )

)

︸ ︷︷ ︸

pyj (x)
︸ ︷︷ ︸

Γy (x)

Nyj = (2π)−
n
2 (σyj1 · · · σyjn)

−1
� íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè;

ρyj(x , µyj) � âçâåøåííàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà â X = R
n
:

ρ2yj(x , µyj) =

n∑

d=1

1

σ2
yjd

(
fd (x)− µyjd

)2
.

Èíòåðïðåòàöèÿ � êàê ó ìåòðè÷åñêîãî êëàññè�èêàòîðà:

pyj(x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê j-é êîìïîíåíòå êëàññà y ;

Γy (x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê êëàññó y .
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�àçäåëåíèå ãàóññîâñêîé ñìåñè

Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

Ñåòü ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé

Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð � ñåòü RBF

Radial Basis Funtions (RBF) � òð¼õóðîâíåâàÿ ñóïåðïîçèöèÿ:

a(x) = argmax
y∈Y

λyPy

ky∑

j=1

wyjpyj(x)

?>=<89:;x · · ·

p11(x)

· · ·

p1k1(x)

pM1(x)

· · ·

pMkM (x)

∑

· · ·

∑

arg
max a(x)

55

22

,,

))

w11
❨❨❨❨

,,❨❨❨❨

w1k1❣❣❣❣

33❣❣❣

wM1
❲❲❲❲

++❲❲
❲

wMkM❡❡❡

22❡❡❡

λ1P1

❏❏
❏

$$❏
❏

λMPMttt

::tt

//
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�àçäåëåíèå ãàóññîâñêîé ñìåñè

Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

Ñåòü ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé

Ïðåèìóùåñòâà EM-RBF

EM � îäèí èç ëó÷øèõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ðàäèàëüíûõ ñåòåé.

Ïðåèìóùåñòâà ÅÌ-àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ SVM:

1

ÅÌ-àëãîðèòì ëåãêî ñäåëàòü óñòîé÷èâûì ê øóìó

2

ÅÌ-àëãîðèòì äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ

3

àâòîìàòè÷åñêè ñòðîèòñÿ ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå êàæäîãî

êëàññà â âèäå ñîâîêóïíîñòè êîìïîíåíò � êëàñòåðîâ

Íåäîñòàòêè ÅÌ-àëãîðèòìà:

1

ÅÌ-àëãîðèòì ÷óâñòâèòåëåí ê íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ

2

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîìïîíåíò � òðóäíàÿ çàäà÷à

(ïðîñòûå ýâðèñòèêè ìîãóò ïëîõî ðàáîòàòü)
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè

Äàíî:

X � ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ;

X ℓ =
{
xi
}ℓ

i=1
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

ρ : X × X → [0,∞) � �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.

Íàéòè:

Y � ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ,

a : X → Y � àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè.

Êðèòåðèè ñëàáî �îðìàëèçîâàííûå:

� êàæäûé êëàñòåð ñîñòîèò èç áëèçêèõ îáúåêòîâ;

� îáúåêòû ðàçíûõ êëàñòåðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.

Êëàñòåðèçàöèÿ � ýòî îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿ.
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

Âåðîÿòíîñòíàÿ �îðìàëèçàöèÿ çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè

�èïîòåçà î âåðîÿòíîñòíîé ïðèðîäå äàííûõ:

Âûáîðêà X ℓ
ñëó÷àéíà, íåçàâèñèìà, èç ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

p(x) =
∑

y∈Y

wypy (x),
∑

y∈Y

wy = 1,

py (x) � ïëîòíîñòü, wy � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàñòåðà y .

�èïîòåçà î íîðìàëüíîñòè ïëîòíîñòåé êëàñòåðîâ:

py (x) = (2π)−
n
2 (σy1 · · · σyn)

−1 exp
(
−1

2ρ
2
y (x , µy )

)
,

ãäå x ≡
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
∈ R

n
;

µy = (µy1, . . . , µyn) � öåíòð êëàñòåðà y ;

σ2
yd � äèñïåðñèÿ çíà÷åíèé ïðèçíàêà fd â êëàññå y ;

ρ2y (x , µy ) =
n∑

d=1

1
σ2
yd

|fd (x)− µyd |
2
� âçâåøåííàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà.
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

EM-àëãîðèòì (ïîâòîðåíèå)

1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå wy , µy , Σy äëÿ âñåõ y ∈ Y ;

2: ïîâòîðÿòü

3: E-øàã (expetation):

giy := P(y |xi) ≡
wypy (xi )

∑

z∈Y wzpz(xi )
, y ∈ Y , i = 1, . . . , ℓ;

4: M-øàã (maximization):

wy :=
1

ℓ

ℓ∑

i=1

giy , y ∈ Y ;

µyj :=
1

ℓwy

ℓ∑

i=1
giy fd(xi ), y ∈ Y , d = 1, . . . , n;

σ2
yj :=

1

ℓwy

ℓ∑

i=1
giy (fd (xi )− µyd)

2
, y ∈ Y , d = 1, . . . , n;

5: yi := argmax
y∈Y

giy , i = 1, . . . , ℓ;

6: ïîêà yi íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

Ìåòîä k-ñðåäíèõ (k-means)

X = R
n
. Óïðîù¼ííûé àíàëîã EM-àëãîðèòìà:

� æ¼ñòêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ âìåñòî ìÿãêîé,

� ìåòðèêà �èêñèðîâàíà, äèñïåðñèè íå íàñòðàèâàþòñÿ.

1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå öåíòðîâ µy , y ∈ Y ;

2: ïîâòîðÿòü

3: àíàëîã E-øàãà:

îòíåñòè êàæäûé xi ê áëèæàéøåìó öåíòðó:

yi := argmin
y∈Y

ρ(xi , µy ), i = 1, . . . , ℓ;

4: àíàëîã M-øàãà:

âû÷èñëèòü íîâûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ:

µyd :=

∑ℓ
i=1[yi = y ]fd(xi )
∑ℓ

i=1[yi = y ]
, y ∈ Y , d = 1, . . . , n;

5: ïîêà yi íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

Ìîäè�èêàöèè è îáîáùåíèÿ

Îñíîâíûå îòëè÷èÿ EM è k-means:

EM: ìÿãêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ: giy = P{yi = y};
k-means: æ¼ñòêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ: giy = [yi = y ];

EM: êëàñòåðû ýëëèïòè÷åñêèå, íàñòðàèâàåìûå;

k-means: êëàñòåðû ñ�åðè÷åñêèå, íå íàñòðàèâàåìûå;

�èáðèäû (óïðîùåíèå ÅÌ � óñëîæíåíèå k-means):

EM ñ æ¼ñòêîé êëàñòåðèçàöèåé íà Å-øàãå;

EM áåç íàñòðîéêè äèñïåðñèé (ñ�åðè÷åñêèå ãàóññèàíû);

Íåäîñòàòêè k-means:

×óâñòâèòåëüíîñòü ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü (ïîëüçóéòåñü k-means++)
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Çàäà÷à ÷àñòè÷íîãî îáó÷åíèÿ

×àñòè÷íîå îáó÷åíèå (Semi-supervised learning)

Äàíî:

Y � ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ;

{
xi
}ℓ

i=1
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

{
xi , yi

}ℓ+m

i=ℓ+1
� ðàçìå÷åííàÿ ÷àñòü âûáîðêè, îáû÷íî m ≪ ℓ.

Íàéòè:

a : X → Y � àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè.

Êàê ïðèñïîñîáèòü EM-àëãîðèòì:

E-øàã: giy :=
[
y = yi

]
, y ∈ Y , i = ℓ+1, . . . , ℓ+m;

Êàê ïðèñïîñîáèòü k-means:

E-øàã: yi := argmin
y∈Y

ρ(xi , µy ), i = 1, . . . , ℓ.
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�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Êëàññè�èêàöèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�åçþìå â êîíöå ëåêöèè

ÅÌ-àëãîðèòì � ìîùíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñêðûòîé

èí�îðìàöèè ïî íàáëþäàåìûì äàííûì

Ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé,

êëàñòåðèçàöèè, êëàññè�èêàöèè

Êëàñòåðèçàöèÿ k-means � óïðîùåíèå ÅÌ-àëãîðèòìà

Èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ìîäè�èêàöèè, â òîì ÷èñëå

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êîìïîíåíò
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