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� 2 �Ñîäåðæàíèå1 Ââåäåíèå 41.1 Îïðåäåëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2 �àíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.3 Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 Ñèììåòðèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ 122.1 Èíâàðèàíòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ê äåéñòâèþ ãðóïïû SL . . . 122.2 �ðóïïà ñèììåòðèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.3 Òåîðåìû î ðàâíîì âêëàäå èäåíòè÷íûõ àëãîðèòìîâ â âåðîÿòíîñòü ïåðå-îáó÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.4 �ðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ãðà�à ñìåæíîñòè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ . . . . 162.5 Îðáèòû ðàçáèåíèé âûáîðêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ 203.1 Ïîëíûé ñëîé àëãîðèòìîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203.2 Êóá àëãîðèòìîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223.3 Óíèìîäàëüíàÿ öåïî÷êà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.4 Ñâÿçêà èç ìîíîòîííûõ öåïî÷åê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.5 Ìîíîòîííàÿ ñåòêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.6 Óíèìîäàëüíàÿ ñåòêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.7 Îïîðíîå ïîäìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364 Çàêëþ÷åíèå 39



� 3 �ÀííîòàöèÿÂ êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ê ïðîáëåìå ïåðåîáó÷åíèÿ îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿ-åòñÿ ïîëó÷åíèå âû÷èñëèòåëüíî ý��åêòèâíûõ �îðìóë äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó-÷åíèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåòïðîùå âûâîäèòü òàêèå �îðìóëû â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâíàäåëåíî íåêîòîðîé ãðóïïîé ñèììåòðèé. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû òàêèõ ìíîæåñòâ.Äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ äîêàçûâàåòñÿ îáùàÿ îöåíêà âåðî-ÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Ïîêàçûâàåòñÿ å¼ ïðèìåíåíèå äëÿ ìîäåëüíûõ ìíîæåñòâàëãîðèòìîâ: ñëîÿ áóëåâà êóáà, áóëåâà êóáà, ñâÿçêè ìîíîòîííûõ öåïî÷åê, ìîíî-òîííûõ è óíèìîäàëüíûõ ñåòîê ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.



� 4 �1 ÂâåäåíèåÏðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè, ïðî-ãíîçèðîâàíèÿ âñåãäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà ïî íåïîëíîé èí�îðìàöèè.Èìåÿ ëèøü êîíå÷íóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó îáúåêòîâ, òðåáóåòñÿ èç çàäàííîãîìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ âûáðàòü àëãîðèòì, êîòîðûé îøèáàëñÿ áû êàê ìîæíîðåæå íå òîëüêî íà îáúåêòàõ íàáëþäàåìîé îáó÷àþùåé âûáîðêè, íî è íà îáúåê-òàõ ñêðûòîé êîíòðîëüíîé âûáîðêè, êîòîðàÿ â ìîìåíò âûáîðà àëãîðèòìà åù¼íåèçâåñòíà. Åñëè ÷àñòîòà îøèáîê íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå îêàçûâàåòñÿ çíà÷è-òåëüíî âûøå, ÷åì íà îáó÷àþùåé, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçîøëî ¾ïåðåîáó÷åíèå¿(overtraining) èëè ¾ïåðåïîäãîíêà¿ (over�tting) àëãîðèòìà � îí ñëèøêîì õîðîøîîïèñûâàåò êîíêðåòíûå äàííûå, íî íå îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ ê îáîáùåíèþ ýòèõäàííûõ, íå âîññòàíàâëèâàåò ïîðîæäàþùóþ èõ çàâèñèìîñòü è íå ïðèãîäåí äëÿïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçîâ.×àñòîòó îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå íàçûâàþò òàêæå ýìïèðè÷åñêèìðèñêîì. Ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà � ýòî ìåòîä îáó÷åíèÿ, êîòîðûé âû-áèðàåò èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòì, äîïóñêàþùèé íàèìåíüøåå ÷èñëî îøè-áîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå [1, 2℄. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïîêàçàí ïðèìåð, êî-ãäà ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïðèâîäèò ê ïåðåîáó÷åíèþ. Ñòîëáöûòàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò àëãîðèòìàì, ñòðîêè � îáúåêòàì îáó÷àþùåé âûáîðêè
{x1, x2, x3} è êîíòðîëüíîé âûáîðêè {x4, x5, x6}. Åäèíèöà â [i, d]-é ÿ÷åéêå òàá-ëèöû îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì ad äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå xi.
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a1 a2 . . . ad . . . aD

x1 0 1 . . . 0 . . . 1

x2 1 1 . . . 0 . . . 0

x3 0 0 . . . 0 . . . 0

x4 1 1 . . . 1 . . . 1

x5 1 0 . . . 1 . . . 0

x6 0 0 . . . 1 . . . 0
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Â äàííîì ïðèìåðå ïåðåîáó÷åíèå ìîãëî áûòü ñëåäñòâèåì ¾íåóäà÷íîãî¿ ðàçáè-åíèÿ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ �óíêöèî-íàë âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ðàâíûé äîëå ðàçáèåíèé âûáîðêè, ïðè êîòîðûõâîçíèêàåò ïåðåîáó÷åíèå [3, 4℄. Ýòîò �óíêöèîíàë èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âû-áîðà ðàçáèåíèÿ è õàðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî äàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ íà äàííîéãåíåðàëüíîé âûáîðêå.



� 5 �Äëÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû (ìîíîòîííûõ è óíèìîäàëüíûõöåïî÷åê è h-ìåðíûõ ñåòîê) â [3, 5℄ íàéäåíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïå-ðåîáó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü òåõíèêà ïðîèçâîäÿùèõ è çàïðåùàþùèõîáúåêòîâ [3℄. Ïðèìåíåíèå ýòîé òåõíèêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóë â ðÿäå äðóãèõñëó÷àåâ (ïîëíûé êóá àëãîðèòìîâ, øàð àëãîðèòìîâ) íå ïðåäñòàâëÿëîñü âîçìîæ-íûì.Â äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ íîâûé, òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä [6℄, ïîç-âîëÿþùèé âûâîäèòü ý��åêòèâíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ìíî-æåñòâ àëãîðèòìîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè. Ó÷åò ýòèõ ñâîéñòâ ïîç-âîëèë íà ïîðÿäêè ñîêðàòèòü ÷èñëî ñëàãàåìûõ â �óíêöèîíàëå âåðîÿòíîñòè ïå-ðåîáó÷åíèÿ, è òåì ñàìûì óïðîñòèòü âûâîä �îðìóë â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ.Âìåñòî ìåòîäà ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà â ðà-áîòå ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä. Ýòî ïîçâîëÿåò îêîí-÷àòåëüíî îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ êîíòðîëüíîé âûáîðêè íà ýòàïå îáó÷åíèÿàëãîðèòìîâ è äàåò âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü îöåíêó õóäøåãî è ñðåäíåãî ñëó÷àåâ.Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ââîäÿòñÿ �îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ, âêëþ÷àÿ îïðå-äåëåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà è îïðå-äåëåíèå �óíêöèîíàëà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.Âî âòîðîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ,è äîêàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿñâîéñòâà ñèììåòðèè.Â òðåòüåì ðàçäåëå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âûâîäà ÿâíûõ�îðìóë âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ:ïîëíîãî ñëîÿ, ïîëíîãî êóáà, ñâÿçêè èç ìîíîòîííûõ öåïî÷åê, ìîíîòîííîé è óíè-ìîäàëüíîé ñåòîê ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ.1.1 ÎïðåäåëåíèÿÏóñòü çàäàíà ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà X =
(

x1, . . . , xL), ñîñòîÿùàÿ èç L îáúåê-òîâ. Ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì êëàññè�èêàöèè, ïðèìåíåííûé ê äàííîé âûáîðêå,ïîðîæäàåò áèíàðíûé âåêòîð îøèáîê a ≡
(

a(xi)
)

L
i=1, ãäå a(xi) = 1 îçíà÷àåò, ÷òîàëãîðèòì a äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå xi. �åíåðàëüíàÿ âûáîðêà X ïðåäïîëà-ãàåòñÿ �èêñèðîâàííîé, ïîýòîìó àëãîðèòìû îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî ñâîèìè âåêòî-ðàìè îøèáîê.Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = {0, 1}L ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ îøèáîê



� 6 �äëèíû L, òîãäà 2A � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A. Çàìåòèì, ÷òî |A| = 2L,
|2A| = 22L .×åðåç [X]ℓ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X íàîáó÷àþùóþ âûáîðêó X äëèíû ℓ è êîíòðîëüíóþ âûáîðêó X̄ äëèíû k = L − ℓ.×èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà âûáîðêå U ⊆ X îáîçíà÷èì ÷åðåç n(a,U) =
∑

x∈U

a(x).Äåòåðìèíèðîâàííûì ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçîâåì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæå-íèå âèäà µ : 2A×[X]ℓ → A. Ìåòîä îáó÷åíèÿ µ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå X âûáèðàåòíåêîòîðûé àëãîðèòì a = µ(A,X) èç ïîäìíîæåñòâà A ⊆ A. Ìåòîä îáó÷åíèÿ íà-çûâàåòñÿ ìèíèìèçàöèåé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, åñëè âîçâðàùàåìûé èì àëãîðèòìäîïóñêàåò íàèìåíüøåå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷åíèè: äëÿ âñåõ X ∈ [X]ℓ è A ⊆ Aâûïîëíåíî µ(A,X) ∈ A(X), ãäå
A(X) = Argmin

a∈A

n(a,X).Ïðè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæåò âîçíèêàòü íåîäíîçíà÷íîñòü �íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ èç A(X) ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷à-þùåé âûáîðêå. Â [4℄ äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè è ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ âåðõ-íèõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ïåññèìèñòè÷íàÿ ìèíè-ìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà � ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîñòèâûáèðàåòñÿ àëãîðèòì ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X.Ýòî íå óñòðàíÿåò íåîäíîçíà÷íîñòü îêîí÷àòåëüíî. Âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäàíåñêîëüêî àëãîðèòìîâ èìåþò íàèìåíüøåå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîð-êå X è îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X. Â òàêèõ ñëó÷à-ÿõ íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ ââîäèëñÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê, è ñðåäè íåðàçëè÷è-ìûõ àëãîðèòìîâ âûáèðàëñÿ àëãîðèòì ñ á�îëüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì. Ââåäå-íèå ïðèîðèòåòíîñòè àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì ïðèåìîì, íå èìåþùèìàäåêâàòíûõ àíàëîãîâ ñðåäè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.1.2 �àíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ�àíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîìó ìíîæåñòâó àëãîðèòìîâ
A ⊆ A è ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå X ∈ [X]ℓ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåñîâ íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ:

µ : 2A × [X]ℓ → {f : A → [0, 1]}. (1.1)Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ýòà �óíêöèÿ íîðìèðîâàíà è ìîæåò áûòü èíòåðïðå-òèðîâàíà êàê âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü êàæäûé àëãîðèòì â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ.



� 7 �Äåòåðìèíèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàíäîìè-çèðîâàííîãî, êîãäà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåñîâ f(a) ïðèíèìàåò åäèíè÷íîåçíà÷åíèå ðîâíî íà îäíîì àëãîðèòìå è íóëåâîå íà âñåõ îñòàëüíûõ.Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî îïðåäåëåíèÿ (1.1) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíûìñïîñîáîì çàäàòü òî æå ñàìîå îòîáðàæåíèå:
µ : 2A × [X]ℓ × A → [0, 1].�àññìîòðèì ãðóïïó SL � ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó èç L ýëåìåíòîâ, äåéñòâó-þùóþ íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè ïåðåñòàíîâêàìè SL =

{π : X → X}.Äëÿ êàæäîãî π ∈ SL îïðåäåëèì äåéñòâèå π íà ïðîèçâîëüíóþ âûáîðêó
X ∈ [X]ℓ ïîýëåìåíòíûì äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ π : X → X íà êàæäûé îáúåêòâûáîðêè X: πX = {πx : x ∈ X}. Ýòî îòîáðàæåíèå íå ìåíÿåò ÷èñëà îáúåêòîâ:
|X| = |πX|, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î äåéñòâèè π íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé ãåíå-ðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü �èêñèðîâàííîé äëèíû π : [X]ℓ → [X]ℓ.Îïðåäåëèì äåéñòâèå SL íà ìíîæåñòâå âñåõ àëãîðèòìîâ A ïåðåñòàíîâêîé êî-îðäèíàò âåêòîðîâ îøèáîê àëãîðèòìîâ: (πa)(xi) = a(π−1xi). Çäåñü íà îáúåêòûäåéñòâóåò îáðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà π−1, ïîñêîëüêó èìåííî â ýòîì ñëó÷àå êîððåêò-íî ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà SL äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå A.Ëåììà 1.1. ×èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà ïîäâûáîðêå U ⊆ X íå ìåíÿåòñÿîò îäíîâðåìåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL ê àëãîðèòìó è ê ïîäâû-áîðêå:

n(a,U) = n(πa, πU). (1.2)
� Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ÷èñëà îøèáîê àëãîðèòìà è âîñ-ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåííûì âûøå äåéñòâèåì ïåðåñòàíîâêè π íà àëãîðèòì a:

n(πa, πU) =
∑

xi∈πU

(πa)(xi) =
∑

x′

i∈U

(πa)(πx′
i) =

∑

x′

i∈U

a(π−1(πx′
i)) =

∑

x′

i∈U

a(x′
i) = n(a,U). ��àññòîÿíèåì ìåæäó àëãîðèòìàìè ρ(a, a′) áóäåì íàçûâàòü ðàññòîÿíèå Õýì-ìèíãà ìåæäó èõ âåêòîðàìè îøèáîê:

ρ(a, a′) =
∑

x∈X

|a(x) − a′(x)|.



� 8 �Ëåììà 1.2. Ïðîèçâîëüíàÿ π ∈ SL ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà ìíîæåñòâå àëãî-ðèòìîâ:
ρ(a, a′) = ρ(πa, πa′).

� Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì àëãîðèòì b ≡ |a− a′|. Òîãäà ρ(a, a′) = n(b, X).Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî πb = |πa − πa′|. Ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(πa, πa′) = n(πb, X). Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî n(b, X) = n(πb, X), ò.å. ρ(a, a′) =

ρ(πa, πa′). �Äåéñòâèå ãðóïïû SL íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ A åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà ñèñòåìå âñåõ ïîäìíîæåñòâ �
SL : 2A → 2A ïî ïðàâèëó πA = {πa : a ∈ A}. Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòü-ñÿ åäèíîå îáîçíà÷åíèå π äëÿ îïèñàííûõ âûøå äåéñòâèé.Òåïåðü ìîæíî äàòü áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäàîáó÷åíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1.1. �àíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçîâåì îòîáðà-æåíèå âèäà

µ : 2A × [X]ℓ × A → [0, 1], (1.3)óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè ëþáûõ A ∈ 2A, X ∈ [X]ℓ, a, b ∈ A è π ∈ SL óñëîâèÿì:1) íîðìèðîâêà:
∑

a∈A

µ(A,X, a) = 1; (1.4)2) íåðàçëè÷èìîñòü àëãîðèòìîâ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé îøèáîê íà îáó÷åíèè:
n(a,X) = n(b,X) → µ(A,X, a) = µ(A,X, b); (1.5)3) èíâàðèàíòíîñòü ðåçóëüòàòà îáó÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåíû ìíîæåñòâà àë-ãîðèòìîâ A íà π(A):

µ(A,X, a) = µ
(

πA, πX, πa
)

. (1.6)Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò ¾âåðîÿòíîñòíóþ¿ íîðìèðîâêó âåñîâ àëãîðèòìîâè îáåñïå÷èâàåò íóëåâóþ ¾âåðîÿòíîñòü¿ àëãîðèòìàì, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíî-æåñòâó A. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè X = X ⊔ X̄ ,
X ∈ [X]ℓ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü àëãîðèòì â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ çàâèñèò òîëü-êî îò êîëè÷åñòâà îøèáîê àëãîðèòìà íà îáó÷åíèè. Òðåòüå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òîðåçóëüòàò îáó÷åíèÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîäåéñòâîâàòü ïåðåñòàíîâêîé π îäíîâðå-ìåííî è íà ìíîæåñòâî îáúåêòîâ [X]ℓ, è íà ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A.



� 9 �Êîíñòðóêòèâíûì ïðèìåðîì ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ ÿâëÿåò-ñÿ ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå, êîòîðûå ìû íàçîâåì ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîììèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:
µ(A,X, a) =

[

a ∈ A(X)
]

|A(X)|
. (1.7)Òóò è äàëåå êâàäðàòíûå ñêîáêè � íîòàöèÿ Àéâåðñîíà [7℄, ïåðåâîäÿùàÿ ëîãè÷å-ñêîå âûðàæåíèå â ÷èñëî 0 èëè 1 ïî ïðàâèëàì [èñòèíà] = 1, [ëîæü] = 1.Ëåììà 1.3. Äëÿ âñåõ π ∈ SL àëãîðèòì a0 ∈ A(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

πa0 ∈ (πA)(πX).
� Äîêàçàòåëüñòâî.Ïåðåïèøåì óòâåðæäåíèå ëåììû â âèäå

a0 ∈ Argmin
a∈A

n(a,X) ⇔ πa0 ∈ Argmin
a∈πA

n(a, πX).Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.1, ïðîâåäåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ óòâåð-æäåíèé:
a0 ∈Argmin

a∈A

n(a,X) ⇔

⇔ ∀a ∈ A → n(a0,X) 6 n(a,X) ⇔

⇔ ∀a ∈ A → n
(

πa0, πX
)

6 n
(

πa, πX
)

⇔

⇔ ∀a′ ∈ πA → n
(

πa0, πX
)

6 n
(

a′, πX
)

⇔

⇔ πa0 ∈ Argmin
a∈πA

n(a, πX). �Òåîðåìà 1.1. Îòîáðàæåíèå (1.7) ÿâëÿåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì îáó-÷åíèÿ.
� Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ ÿâíî:

∑

a∈A

µ(A,X, a) =
∑

a∈A(X)

1

|A(X)|
= 1.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äâà àë-ãîðèòìà a1 è a2 ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê íà îáó÷åíèè ìîãóò ëåæàò â ìíîæå-ñòâå A(X) òîëüêî îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü êàæäûéèç àëãîðèòìîâ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî 1

|A(X)| .Òðåòüå óñëîâèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç äîêàçàííîé âûøå ëåììû 1.3.Òåîðåìà äîêàçàíà. �



� 10 �1.3 Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿÂåëè÷èíó ν(a,U) = n(a,U)/|U | áóäåì íàçûâàòü ÷àñòîòîé îøèáîê àëãîðèò-ìà a íà âûáîðêå U . Óêëîíåíèå ÷àñòîò íà ðàçáèåíèè X = X ⊔ X̄ îïðåäåëèì êàêðàçíîñòü ÷àñòîò îøèáîê íà êîíòðîëå è íà îáó÷åíèè: δ(a,X) = ν(a, X̄)− ν(a,X).Çà�èêñèðóåì ïàðàìåòð ε ∈ (0, 1]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì a ïåðåîáó÷åíïðè ðàçáèåíèè X ⊔ X̄ , åñëè δ(a,X) > ε.Ñäåëàåì îñíîâíîå (è åäèíñòâåííîå) âåðîÿòíîñòíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñåðàçáèåíèÿ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà íàáëþäàåìóþ è ñêðûòóþ ïîäâûáîðêè ðàâ-íîâåðîÿòíû [3, 4℄.Åñëè ϕ : [X]ℓ → {èñòèíà,ëîæü}�íåêîòîðûé ïðåäèêàò, òî âåðîÿòíîñòüþ ñî-áûòèÿ ϕ(X) áóäåì íàçûâàòü äîëþ ðàçáèåíèé âûáîðêè, ïðè êîòîðûõ ïðåäèêàò
ϕ(X) èñòèíåí: P[

ϕ(X)
]

=
1

Cℓ
L

∑

X∈[X]ℓ

[

ϕ(X)
]

.Ñîîòâåòñòâåííî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ξ : [X]ℓ →

R åñòü Eξ(X) =
1

Cℓ
L

∑

X∈[X]ℓ

ξ(X).Âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èòü àëãîðèòì a ∈ A â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ íàçîâåì âå-ëè÷èíó
Pµ(a,A) = Eµ(A,X, a). (1.8)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1] îïðåäåëèì âêëàä àëãîðèòìà a ∈ A â âåðîÿòíîñòüïåðåîáó÷åíèÿ:

Qµ(ε, a,A) = Eµ(A,X, a)
[

δ(a,X) > ε
]

. (1.9)Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îïðåäåëèì êàê ñóììó âêëàäîâ ïî âñåì àëãîðèò-ìàì:
Qµ(ε,A) =

∑

a∈A

Qµ(ε, a,A) = E∑

a∈A

µ(A,X, a)
[

δ(a,X) > ε
]

. (1.10)Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ : 2A × [X]ℓ → A ýòî îïðåäåëåíèåìîæíî óïðîñòèòü:
Qµ(ε,A) = E∑

a∈A

[

µ(A,X) = a
][

δ(a,X) > ε
]

=

= E[

δ(µ(A,X),X) > ε
]

.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áóêâàëüíî îçíà÷àåò ¾äîëþ ðàçáèåíèé âûáîðêèíà îáó÷åíèå è êîíòðîëü, ïðè êîòîðûõ âûáðàííûé àëãîðèòì a = µ(A,X) îêà-çàëñÿ ïåðåîáó÷åííûì¿.



� 11 �Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
µoX = arg min

a∈A(X)
n(a, X̄);

µpX = arg max
a∈A(X)

n(a, X̄);íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìèñòè÷íûì è ïåññèìèñòè÷íûì.Òåîðåìà 1.2. Ïóòü µ�ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷å-ñêîãî ðèñêà. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ⊆ A è êàæäîãî
ε ∈ (0, 1] ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

Qµo(ε,A) 6 Qµ(ε,A) 6 Qµp(ε,A). (1.11)Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàçûâàòü ìåòîäû µ, µp è µo ñîîòâåòñòâåííî âûáîðîìñëó÷àéíîãî, õóäøåãî è ëó÷øåãî àëãîðèòìà èç ëó÷øèõ íà îáó÷åíèè.
� Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò

A ó îòîáðàæåíèé µo è µp. Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ êàæäîãî ðàç-áèåíèÿ âûáîðêè:
[

δ(µo(X),X) > ε
]

6
∑

a∈A(X)

1

|A(X)|

[

δ(a,X) > ε
]

6
[

δ(µp(X),X) > ε
]

.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
Fo ≡

[

δ(µo(X),X) > ε
]

;

Fp ≡
[

δ(µp(X),X) > ε
]

;

F ≡
1

|A(X)|

∑

a∈A(X)

[

δ(a,X) > ε
]

.�àññìîòðèì íåðàâåíñòâî Fo 6 F . Çàìåòèì, ÷òî Fo ìîæåò ïðèíèìàòü òîëü-êî äâà çíà÷åíèÿ � 0 è 1, à çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ F îãðàíè÷åíî îòðåçêîì [0, 1].Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Fo = 0 íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.Äîêàæåì, ÷òî èç Fo = 1 ñëåäóåò F = 1. Îáîçíà÷èì ao ≡ µo(X). Ïî îïðå-äåëåíèþ µo ýòî çíà÷èò, ÷òî ao ∈ A(X) è ∀a ∈ A(X) âûïîëíåíî n(ao, X̄) 6

n(a, X̄). Ñëåäîâàòåëüíî, ∀a ∈ A(X) âûïîëíåíî δ(a,X) > δ(ao,X) > ε. Çíà÷èò
F =

∑

a∈A(X)

1
|A(X)| = 1.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ F 6 Fp äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñëó-÷àÿ: Fp = 0 è Fp = 1 è ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ. �



� 12 �2 Ñèììåòðèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâÂâåä¼ííûå âûøå ïîíÿòèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ãðóïïó ñèììåòðèè ìíîæå-ñòâà àëãîðèòìîâ è ñ å¼ ïîìîùüþ ïîëó÷àòü âû÷èñëèòåëüíî ý��åêòèâíûå �îð-ìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.2.1 Èíâàðèàíòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ê äåé-ñòâèþ ãðóïïû SLÎïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå �óíêöèîíàëîâ Pµ(a,A), Qµ(ε, a,A)è Qµ(ε,A) îïèðàëèñü íà óïîðÿäî÷åííîñòü îáúåêòîâ â ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X.Äîêàæåì èíâàðèàíòíîñòü óêàçàííûõ �óíêöèîíàëîâ ê èçìåíåíèþ íóìåðàöèèîáúåêòîâ â X.Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò ε ó �óíêöèèQµ(ε, a,A).Ëåììà 2.1. Âåðîÿòíîñòü Pµ(a,A) ïîëó÷èòü àëãîðèòì a â ðåçóëüòàòå îáó÷å-íèÿ, à òàêæå âêëàä Qµ(a,A) àëãîðèòìà a âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñîõðàíÿþò-ñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì ïðèìåíåíèè ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL ê ìíî-æåñòâó A è àëãîðèòìó a:
Pµ(a,A) = Pµ(πa, πA), (2.1)
Qµ(a,A) = Qµ(πa, πA). (2.2)

� Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(X) îò ðàç-áèåíèÿ âûáîðêè X ⊔ X̄ íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü âûïîëíåíî Ef(X) = Ef(πX).Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå ñâîéñòâîì δ(πa, πX) = δ(a,X), êîòîðîå ñëåäóåò èç ëåììû1.1 è îïðåäåëåíèÿ óêëîíåíèÿ ÷àñòîò îøèáîê àëãîðèòìà. Òîãäà
Qµ(πa, πA) = Eµ(πA,X, πa) [δ(πa,X) > ε] =

= Eµ(πA, πX, πa) [δ(πa, πX) > ε] =

= Eµ(A,X, a) [δ(a,X) > ε] = Qµ(a,A).�àâåíñòâî Pµ(πa, πA) = Pµ(a,A) ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ Qµ(a,A) =

Qµ(πa, πA) ïîäñòàíîâêîé ε = −1. �Ñëåäñòâèå 2.0.1. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèèïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL ê ìíîæåñòâó àëãîðèòìîâ:
Qµ(A) = Qµ(πA). (2.3)
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� Äîêàçàòåëüñòâî.

Qµ(πA) =
∑

a∈πA

Qµ(a, πA) =
∑

a∈A

Qµ(πa, πA) =
∑

a∈A

Qµ(a,A) = Qµ(A). �Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûãëÿäèò î÷åíü åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó â áîëüøèí-ñòâå çàäà÷ îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì ïîðÿäîê îáúåêòîâ â âûáîðêå íå èìååò çíà-÷åíèÿ.2.2 �ðóïïà ñèììåòðèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâÍàïîìíèì, ÷òî âûøå áûëî îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû SL íà ìíîæåñòâåâñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ àëãîðèòìîâ 2A.Îïðåäåëåíèå 2.1. �ðóïïîé ñèììåòðèé Sym(A) ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ∈

2A áóäåì íàçûâàòü åãî ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó:
Sym(A) = {π ∈ SL : πA = A}.Ïðèìåð 2.1. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, çàäàííîå ñëåäóþùåé ìàò-ðèöåé îøèáîê:





















a1 a2 a3 a4 a5

x1 1 1 1 0 0

x2 0 1 1 1 0

x3 0 0 1 1 1

x4 1 0 0 1 1

x5 1 1 0 0 1



















Ñòðîêè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X, ñòîëáöû �àëãîðèòìàì a ∈ A. �ðóïïà ñèììåòðèè äàííîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿäèýäðàëüíîé ãðóïïîé: Sym(A) ∼= S2 ⋉ Z/5 Z. Îáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè ãðóïïûÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà π
�

= (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ S5 è ïàðà òðàíñ-ïîçèöèé π
↔

= (x2, x5)(x3, x4).Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèè Sym(A) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâåàëãîðèòìîâ A. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû ñèììåòðèé π ∈ Sym(A)ïåðåñòàâëÿåò àëãîðèòìû a òîëüêî âíóòðè ìíîæåñòâà A. Çíà÷èò, äëÿ ëþáî-ãî a ∈ A è ëþáîãî π ∈ Sym(A) âûïîëíåíî πa ∈ A. Ïîýòîìó äëÿ ãðóïïû
Sym(A), â îòëè÷èè îò âñåé ãðóïïû SL, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíî äåé-ñòâèå íà ìíîæåñòâå A.



� 14 �Îðáèòîé ýëåìåíòà m ìíîæåñòâà M , íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà G, íàçûâà-åòñÿ ïîäìíîæåñòâî Gm = {gm : g ∈ G} ⊆ M . Îðáèòû äâóõ ýëåìåíòîâ m1 è m2ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàçáèåíèèìíîæåñòâà M íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû: M = Gm1 ⊔ . . . ⊔ Gmk.Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè
Sym(A) íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ îðáèò ìíîæåñòâà àëãî-ðèòìîâ A îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(A). Ïðåäñòàâèòåëÿ îðáèòû ω ∈ Ω(A) îáîçíà÷èì÷åðåç aω ∈ A.Â òåîðèè ãðóïï òî÷êè îäíîé îðáèòû ïðèíÿòî íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè.Îäíàêî â [1℄ ýêâèâàëåíòíûìè àëãîðèòìàìè íàçûâàþò àëãîðèòìû ñ ðàâíûìèâåêòîðàìè îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X. Ïîýòîìó ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâè-òåëåé îäíîé è òîé æå îðáèòû áóäåì íàçûâàòü èäåíòè÷íûìè àëãîðèòìàìè.Ëåììà 2.2. Èäåíòè÷íûå àëãîðèòìû èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîéâûáîðêå.
� Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ëåììû 1.1:

n(a, X) = n(πa, πX) = n(πa, X). �Ñîãëàñíî äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ àëãîðèòì a ≡
(

a(xi)
)

L
i=1 ÿâëÿåòñÿâåêòîðîì, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèò îò íóìåðàöèè îáúåêòîâ âûáîðêè. Îäíàêîíè ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(A), íè ðàçáèåíèå íà êëàññû èäåíòè÷íûõ àëãîðèò-ìîâ Ω(A), óæå íå çàâèñÿò îò ýòîé íóìåðàöèè.Ëåììà 2.3. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ∈ 2A è ëþáîé ïåðåñòàíîâêè

π ∈ SL ãðóïïû Sym(A) è Sym(πA) ñîïðÿæåíû: Sym(πA) = π ◦ Sym(A) ◦ π−1.Ýòà ëåììà ýêâèâàëåíòíà èçâåñòíîìó óòâåðæäåíèþ èç òåîðèè ãðóïï: ñòàöèî-íàðíûå ïîäãðóïïû òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé îðáèòå äåéñòâèÿ, ïîëó÷àþòñÿ äðóãèç äðóãà ñîïðÿæåíèåì [8℄.Ëåììà 2.4. Ïóñòü àëãîðèòìû a1 è a2 èäåíòè÷íû â ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ A.Òîãäà ∀π ∈ SL àëãîðèòìû πa1 è πa2 èäåíòè÷íû â ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ πA.
� Ïóñòü γ ∈ Sym(A)�ïåðåñòàíîâêà, òàêàÿ ÷òî a2 = γa1. Òîãäà πa2 = πγa1 =

(πγπ−1)πa1 = γ̃πa1. Èç ëåììû 2.3 ïîëó÷àåì, ÷òî γ̃ = πγπ−1 � ýëåìåíò Sym(πA).
�



� 15 �2.3 Òåîðåìû î ðàâíîì âêëàäå èäåíòè÷íûõ àëãîðèò-ìîâ â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿÒåîðåìû, ïðèâåäåííûå â äàííîì ïàðàãðà�å, ïîçâîëÿþò â ðÿäå ñëó÷àåâ ñó-ùåñòâåííî óïðîñòèòü ïîëó÷åíèå ÿâíûõ �îðìóë äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.Òåîðåìà 2.1. Èäåíòè÷íûå àëãîðèòìû èìåþò ðàâíóþ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçî-âàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ, à òàêæå äàþò ðàâíûé âêëàä â âåðîÿòíîñòü ïå-ðåîáó÷åíèÿ:
Pµ(a,A) = Pµ(πa,A), (2.4)
Qµ(a,A) = Qµ(πa,A), (2.5)ãäå π ∈ Sym(A).

� Äîêàçàòåëüñòâî àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ëåììû 2.1 è îïðåäåëåíèÿ ãðóïïûñèììåòðèè: Pµ(πa,A) = Pµ(πa, πA) = Pµ(a,A), è àíàëîãè÷íî äëÿ Qµ(a,A). �Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïóñòü ãðóïïà ñèììåòðèè äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå àëãîðèò-ìîâ òðàíçèòèâíî: A = {πa0, π ∈ Sym(A)}, ãäå a0 ∈ A�ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòììíîæåñòâà A. Òîãäà âñå àëãîðèòìû ìíîæåñòâà èìåþò ðàâíóþ âåðîÿòíîñòü ðåà-ëèçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ.Òåîðåìà 2.1 ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì àëãîðèòìàì ìíî-æåñòâà ê ñóììèðîâàíèþ ïî îðáèòàì äåéñòâèÿ ãðóïïû Sym(A).Òåîðåìà 2.2. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qµ(A) äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìå-òîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
Qµ(A) =

∑

ω∈Ω(A)

|ω|E

[

aω ∈ A(X)
]

|A(X)|
[δ(aω,X) > ε] . (2.6)

� Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ðàâíîì âêëàäå èäåíòè÷íûõ àëãîðèòìîâ â âåðî-ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ, çàòåì îïðåäåëåíèÿìè (1.9) è (1.7):
Qµ(A) =

∑

a∈A

Qµ(a,A) =
∑

ω∈Ω(A)

|ω|Qµ(aω, A) =

=
∑

ω∈Ω(A)

|ω|E

[

aω ∈ A(X)
]

|A(X)|
[δ(aω,X) > ε] . �Ôîðìóëà (2.6) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì âûâîäà òî÷íûõ îöåíîê âå-ðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïè-ðè÷åñêîãî ðèñêà.



� 16 �2.4 �ðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ãðà�à ñìåæíîñòè ìíîæå-ñòâà àëãîðèòìîâ�ðà�îì ñìåæíîñòè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A íàçîâåì íàïðàâëåííûé àöèê-ëè÷åñêèé ãðà� T (A) = (A,E), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò àëãîðèòìàì èç
A, à ðåáðî (a1, a2) ∈ E ñîåäèíÿåò ïàðû àëãîðèòìîâ, ÷üè âåêòîðà îøèáîê îòëè-÷àþòñÿ òîëüêî íà îäíîì îáúåêòå: ρ(a1, a2) = 1, ïðè÷åì ÷èñëî îøèáîê àëãîðèòìà
a2 íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ó a1.Ïðèìåð 2.2. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, çàäàííîå ñëåäóþùåé ìàò-ðèöåé îøèáîê:















a1 a2 a3 a4 a5

x1 0 1 1 0 0

x2 0 0 1 0 0

x3 0 0 0 1 1

x4 0 0 0 0 1













Äàííîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ ìû áóäåì íàçûâàòü óíèìîäàëüíîé öåïî÷êîé.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðà� ñìåæíîñòè äàííîãî ìíîæåñòâà áóäåò ñîñòîÿòüèç ðåáåð E = {(a1, a2), (a2, a3), (a1, a4), (a4, a5)}:
Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûì ìíîæåñòâàì àëãîðèòìîâ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü èçî-ìîð�íûå ãðà�û ñìåæíîñòè.Ïðèìåð 2.3. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, çàäàííîå ñëåäóþùåé ìàò-ðèöåé îøèáîê:















a1 a2 a3 a4 a5

x1 0 1 1 0 0

x2 0 0 1 0 1

x3 0 0 0 1 1

x4 0 0 0 0 0













Åãî ãðà� ñìåæíîñòè èçîìîð�åí ãðà�ó óíèìîäàëüíîé öåïî÷êè, ðàññìîòðåííîéâ ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ ïî åãî ãðà-�ó ñìåæíîñòè. �ðà� ñìåæíîñòè ñîõðàíÿåò èí�îðìàöèþ òîëüêî î áëèçêîì ñî-



� 17 �ñåäñòâå àëãîðèòìîâ. Òåì íå ìåíåå ãðà� ñìåæíîñòè îñòàåòñÿ ñàìûì åñòåñòâåí-íûì ñïîñîáîì âèçóàëèçèðîâàòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ.Îïðåäåëåíèå 2.2. �ðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ ãðà�à ñìåæíîñòè T (A) = (A,E)ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A íàçûâàþò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó Aut(T (A)) ãðóï-ïû ïåðåñòàíîâîê âåðøèí ãðà�à, òàêóþ ÷òî êàæäûé åå ýëåìåíò π ∈ Aut(T (A))óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:
• Ñîõðàíåíèå ðåáåð ãðà�à è èõ îðèåíòàöèè:

(a1, a2) ∈ E → (πa1, πa2) ∈ E; (2.7)
• Ñîõðàíåíèå ÷èñëà îøèáîê àëãîðèòìîâ:

n(a, X) = n(πa, X). (2.8)Äàííîå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò, ïîìèìî ñòðóêòóðû ãðà�à, äîïîëíèòåëüíóþèí�îðìàöèþ î ÷èñëå îøèáîê àëãîðèòìîâ. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ øèðîêîãîêëàññà ñâÿçíûõ ãðà�îâ ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ çàâèñèò òîëüêî îò ñòðóêòóðûñàìîãî ãðà�à.Îïðåäåëåíèå 2.3. �ðà� ñìåæíîñòè T (A) = (A,E) íàçîâåì ñâÿçíûì, åñëè âñîîòâåòñòâóþùåì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó êàæäîéïàðîé âåðøèí: äëÿ âñåõ a, a′ ∈ A ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåð-øèí {ai}
n
i=1, òàêàÿ ÷òî a = a1, a′ = an, è äëÿ âñåõ i = 2, . . . , n îäíî èç ðåáåð

(ai−1, ai) èëè (ai, ai−1) ëåæèò â E.Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ãðà� ñìåæíîñòè T (A) = (A,E) ñâÿçåí. Òîãäà â îïðåäåëå-íèè 2.2 óñëîâèå n(a, X) = n(πa, X) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
� Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò X ó �óíêöèîíàëà ÷èñ-ëà îøèáîê: n(a, X) ≡ n(a). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó âåðøèí ãðà-�à π, òàêóþ ÷òî äëÿ âñåõ ðåáåð (a, a′) ∈ E âûïîëíåíî (πa, πa′) ∈ E. Ïîêàæåì,÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A âûïîëíåíî n(a) = n(πa).Øàã 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà π ñîõðàíÿåò ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîìîøèáîê ëþáîé ïàðû àëãîðèòìîâ: n(a′) − n(a) = n(πa′) − n(πa). Äëÿ ýòîãî ðàñ-ñìîòðèì ïóòü {ai}

n
i=1, êîòîðûé ñîåäèíÿåò âåðøèíû a = a1 è a′ = an.Ïóñòü σ ∈ {0, 1}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

(ai−1, ai)
σ =











(ai−1, ai), ïðè σ = 0,

(ai, ai−1), ïðè σ = 1.



� 18 �Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñâÿçíîãî ãðà�à, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü {σi}
n
i=2, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ i = 2, . . . , n ðåáðî (ai−1, ai)

σi ∈ E.Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðàçíîñòü n(a′) − n(a) çàïèñûâà-åòñÿ â âèäå
n(a′) − n(a) =

n
∑

i=2

[σi = 0] −

n
∑

i=2

[σi = 1].Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {πai}
n
i=1 çàäàåò ïóòü ìåæäó âåð-øèíàìè πa = πa1 è πa′ = πan, ïðè÷åì ðåáðî (πai−1, πai)

σi ∈ E. Çíà÷èò,
n(πa′) − n(πa) äàåòñÿ òåì æå âûðàæåíèåì:

n(πa′) − n(πa) =

n
∑

i=2

[σi = 0] −

n
∑

i=2

[σi = 1].Øàã 2. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì a ∈ A, òàêîé ÷òî n(πa) = n(a).�àññìîòðèì àëãîðèòì ñ ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì îøèáîê:
amin ∈ Argmin

a∈A

n(a),

amax ∈ Argmax
a∈A

n(a).Äëÿ íèõ âûïîëíåíî n(amax)− n(amin) = n(πamax)− n(πamin). Âûðàçèì îòñþäà
n(πamax):

n(πamax) = n(amax) + n(πamin) − n(amin).�àçíîñòü n(πamin) − n(amin) íåîòðèöàòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî n(πamax) >

n(amax). Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû amax ∈ Argmax
a∈A

n(a). Ïîýòîìó n(πamax) = n(amax).Ñîåäèíÿÿ âìåñòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà ïåðâîì è âòîðîì øàãå, ïðèõî-äèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. �Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ãðóïïîé ñèììåòðèè ìíîæå-ñòâà àëãîðèòìîâ è ãðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðà�à ñìåæíî-ñòè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî óòâåðæäåíèå ïîìîãàåò óãàäàòü îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïûñèììåòðèè Sym(A).Òåîðåìà 2.4. Îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè Sym(A) íà ìíîæåñòâå àë-ãîðèòìîâ A âëîæåíû â îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ Aut(T (A)) íà
A.

� Äîêàçàòåëüñòâî.�àññìîòðèì ïàðó àëãîðèòìîâ a, a′ èç îäíîé îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû Sym(A).Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò π ∈ Sym(A), òàêàÿ ÷òî πa = a′. Êàæäûé ýëåìåíòãðóïïû Sym(A) äåéñòâóåò íà A, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü π è êàê



� 19 �ýëåìåíò ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê âåðøèí A. Íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî π ∈

Aut(T (A)).�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî (a, a′) ∈ E. �àññìàòðèâàÿ ïåðåñòàíîâêó πêàê ýëåìåíò ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû SL, ïðèìåíèì ëåììû 1.1 è 1.2 ê àëãîðèò-ìàì a, a′. Ïîëó÷èì, ÷òî n(a, X) = n(πa, X), n(a′, X) = n(πa′, X), ρ(πa, πa′) =

ρ(a, a′) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (πa, πa′) ∈ E, à çíà÷èò π ∈ Aut(T (A)). �2.5 Îðáèòû ðàçáèåíèé âûáîðêèÍàïîìíèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäàìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Qµ(ε,A) =

1

Cℓ
L

∑

X∈[X]ℓ

∑

a∈A(X)

[

δ(a,X) > ε
]

|A(X)|
,ãäå A(X) = Argmin

a∈A

n(a,X).Çàìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò 1
|A(X)| íå çàâèñèò àëãîðèòìà a, è ïîòîìó ìîæåòáûòü âûíåñåí çà çíàê ñóììèðîâàíèÿ ïî a ∈ A:

Qµ(ε,A) =
1

Cℓ
L

∑

X∈[X]ℓ

1

|A(X)|

∑

a∈A(X)

[

δ(a,X) > ε
]Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ε

A(X) ⊂ A ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ èç A, ïåðåîáó÷åííûõ íàðàçáèåíèè X: ∆ ε
A(X) = {a ∈ A : δ(a,X) > ε}.Òîãäà

Qµ(ε,A) =
1

Cℓ
L

∑

X∈[X]ℓ

|∆ ε
A(X)(X)|

|A(X)|
. (2.9)Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ � ýòî óñðåäíåííàÿ ïî âñåìðàçáèåíèÿì äîëÿ ïåðåîáó÷åííûõ àëãîðèòìîâ â A(X).Ëåììà 2.5. Â ìíîæåñòâå A(X) ïåðåîáó÷åííûìè íà ðàçáèåíèè X ÿâëÿþòñÿ òåè òîëüêî òå àëãîðèòìû, ó êîòîðûõ ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå íå ìåíüøåïîðîãà mδ(A,X) = εℓ + L

k
min
a∈A

n(a,X).
� Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî îïðåäåëåíèþ A(X) âñå àëãîðèòìû a ∈ A(X) èìåþò ðàâíîå ÷èñëîîøèáîê íà îáó÷åíèè. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç n0 = min

a∈A
n(a,X). Òîãäà

δ(a,X) = n(a,X)−n0

ℓ
− n0

k
, è íåðàâåíñòâî δ(a,X) > ε ìîæíî çàïèñàòü êàê

n(a, X) > εℓ + L
k

min
a∈A

n(a,X) ≡ mδ(A,X). Ýòî ÷èñëî îçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå êî-ëè÷åñòâî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî àëãîðèòìû èç A(X)áóäóò ïåðåîáó÷åííûìè. �



� 20 �Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ãðóïïà ñèììåòðèé Sym(A) ÿâëÿëàñü ïîä-ãðóïïîé â SL, è ïîòîìó äåéñòâîâàëà íà [X]ℓ. Îáîçíà÷èì îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ÷åðåç Ω([X]ℓ). Ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ îðáèòû τ ∈ Ω([X]ℓ) îáîçíà÷èì ÷å-ðåç Xτ .Òåîðåìà 2.5. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìè-íèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Qµ(ε,A) =

1

Cℓ
L

∑

τ∈Ω([X]ℓ)

|τ |
|∆ ε

A(X)(X)|

|A(X)|
. (2.10)

� Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé π ∈ Sym(A) è ðàçáèåíèÿ X ∈ [X]ℓâûïîëíåíî |A(X)| = |A(πX)| è |∆ ε
A(X)(X)| = |∆ ε

A(πX)(πX)|.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáîèõ òîæäåñòâ íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà 1.3 î èíâàðè-àíòíîñòè ìíîæåñòâà A(X) ê äåéñòâèþ π ∈ SL. Äàííàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî
a0 ∈ A(X) ⇔ πa0 ∈ (πA)(πX). Äëÿ π ∈ Sym(A) âûïîëíåíî πA = A, çíà÷èò
a0 ∈ A(X) ⇔ πa0 ∈ A(πX). Ýòî óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-ñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A(X) è A(πX). Ñëåäîâàòåëüíî |A(X)| = |A(πX)|.Ïóñòü a0 ∈ ∆ ε

A(X)(X). Òîãäà πa0 ∈ A(πX). Ñîãëàñíî ëåììå 1.1èìååì n(a0, X) = n(πa0, X). Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2.5 ïîëó÷àåì, ÷òî
πa0 ∈ ∆ ε

A(πX)(πX). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè
∆ ε

A(X)(X) è ∆ ε
A(πX)(πX). Äàííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì,ïîñêîëüêó â ãðóïïå Sym(A) ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò π−1. Ñëåäîâàòåëüíî,ìîùíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàþò. �3 Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿÂ äàííîì ïàðàãðà�å áóäóò ïîëó÷åíû ÿâíûå êîìáèíàòîðíûå �îðìóëû äëÿ�óíêöèîíàëà Qµ(ε,A) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ àëãîðèòìîâ A, îáëàäàþùèõñâîéñòâîì ñèììåòðèè.3.1 Ïîëíûé ñëîé àëãîðèòìîâÏîëíûì m-ñëîåì àëãîðèòìîâ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõàëãîðèòìîâ a ∈ A ñ �èêñèðîâàííûì ÷èñëîì îøèáîê: n(a, X) = m.Òåîðåìà 3.1. Ïðè îáó÷åíèè ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýì-ïèðè÷åñêîãî ðèñêà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ïîëíîãî m-ñëîÿ àëãîðèòìîâ



� 21 �åñòü
Qµ(ε,A) =

[

εk 6 m 6 L − εℓ
]

. (3.1)
� Äîêàçàòåëüñòâî.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ãðóïïîé ñèììåòðèè Sym(A) áóäåò âñÿ ñèììåòðè-÷åñêàÿ ãðóïïà SL. Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå ãðóïïû ñèììåòðèè íà ìíîæåñòâå àë-ãîðèòìîâ òðàíçèòèâíî, è â ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå åñòü òîëüêî îäèí êëàññèç Cm

L èäåíòè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 çàïèøåì:
Qµ(ε,A) = Cm

L E

[

a0 ∈ A(X)
]

|A(X)|
[δ(a0,X) > ε] .ãäå a0 �ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà.Àëãîðèòì a0 áóäåò âûáðàí òîëüêî åñëè îí èìååò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îøèáîêíà îáó÷åíèè. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1, m 6 k. Âñå îøèáêè a0 ïîìåùàþòñÿ â êîíòðîëü, è ïåðåîáó÷åíèåíàñòóïàåò ïðè óñëîâèè m > εk. Ýòèì �èêñèðóþòñÿ m îáúåêòîâ êîíòðîëÿ, ñëå-äîâàòåëüíî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå ïî ðàçáèåíèÿì X îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîìñïîñîáîâ âûáðàòü k − m îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì a0 íå îøèáàåòñÿ. Ýòî÷èñëî ðàâíî Ck−m

L−m.Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ëó÷øèõ íà îáó÷åíèè àëãîðèòìîâ A(X) íå çàâèñèò îò Xè ðàâíà Cm
k �÷èñëó ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü m îøèáîê àëãîðèòìà íà k ïîçèöèÿõêîíòðîëüíîé âûáîðêè. Òàêèì îáðàçîì,

Qµ(ε,A) =
Cm

L

Cℓ
L

Ck−m
L−m

Cm
k

[

m > εk
]

, ïðè m 6 k.Ñëó÷àé 2, m > k. Êîíòðîëüíàÿ âûáîðêà äîëæíà ñîäåðæàòü òîëüêî îáúåêòû,íà êîòîðûõ a0 îøèáàåòñÿ. Òîãäà â îáó÷åíèè îñòàíåòñÿ m− k îøèáîê, à óñëîâèåïåðåîáó÷åíèÿ ïðèìåò âèä 1 − m−k
ℓ

> ε, îòêóäà m 6 L − εℓ.×èñëî ðàçáèåíèé âûáîðêè, ïðè êîòîðûõ a0 ∈ A(X), ðàâíî Ck
m �÷èñëó ñïî-ñîáîâ âûáðàòü k îøèáîê àëãîðèòìà a0 â êîíòðîëüíóþ âûáîðêó. Ìîùíîñòü ìíî-æåñòâà A(X) âíîâü íå çàâèñèò îò X, è ðàâíà Cm−k

ℓ �÷èñëó ñïîñîáîâ îòîáðàòü
m − k îøèáîê â îáó÷àþùóþ âûáîðêó.

Qµ(ε,A) =
Cm

L

Cℓ
L

Cm−k
ℓ

Ck
m

[

m 6 L − εℓ
]

, ïðè m > k.Çàïèñàâ äëÿ êàæäîãî êîìáèíàòîðíîãî êîý��èöèåíòà òîæäåñòâî Ck
L =

L!
k!(L−k)! , óáåæäàåìñÿ, ÷òî â îáåèõ �îðìóëàõ êîìáèíàòîðíûå ìíîæèòåëè ðàâíûåäèíèöå. Ñîåäèíÿÿ âìåñòå óñëîâèÿ εk 6 m 6 k è k < m 6 L = εℓ, ïîëó÷àåìóòâåðæäåíèå òåîðåìû. �



� 22 �3.2 Êóá àëãîðèòìîâÊóáîì àëãîðèòìîâ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå âîçìîæíûå a ∈

{0, 1}L.Òåîðåìà 3.2. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ êóáà àëãîðèòìîâ äàåòñÿ �îðìó-ëîé:
Qµ(ε, A) =

1

2k

k
∑

m=⌈εk⌉

Cm
k .

� Äîêàçàòåëüñòâî.Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ãðóïïà ñèììåòðèè � ýòî âñÿ SL. Òîãäà îðáè-òàìè åå äåéñòâèÿ áóäóò ñëîè àëãîðèòìîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì îøèáîê. Ïîýòîìó,ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2,
Qµ(ε, A) =

L
∑

m=0

Cm
L E

[

am ∈ A(X)
]

|A(X)|
[δ(a,X) > ε] .Àëãîðèòì ìîæåò áûòü âûáðàí â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå,êîãäà îí íå äîïóñêàåò îøèáîê íà îáó÷åíèè. Ïîýòîìó âñå åãî îøèáêè äîëæíûïîìåùàòüñÿ â êîíòðîëüíóþ âûáîðêó, çíà÷èò ìîæíî îãðàíè÷èòü èíäåêñ ñóììè-ðîâàíèÿ m 6 k.�àç âñå îøèáêè âûáðàííîãî àëãîðèòìà ðàñïîëîæåíû â êîíòðîëüíîé âûáîð-êå, òî, âíå çàâèñèìîñòè îò ðàçáèåíèÿ, óêëîíåíèå ÷àñòîò ðàâíî δ(a,X) = m

k
.Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåîáó÷åíèå íàñòóïàåò ïðè m > ⌈εk⌉.Â ìíîæåñòâå A(X) âñåãäà 2k àëãîðèòìîâ. Ýòî àëãîðèòìû ñ íóëåâûì ÷èñëîìîøèáîê íà îáó÷åíèè è âñåìè âîçìîæíûìè âåêòîðàìè îøèáîê íà êîíòðîëüíîéâûáîðêå.Ñîáèðàÿ âìåñòå óñòàíîâëåííûå âûøå �àêòû, ïîëó÷àåì �îðìóëó

Qµ(ε, A) =

k
∑

m=⌈εk⌉

Cm
L

E
[

am ∈ A(X)
]

2k
.Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ÷èñëî ðàçáèåíèé, íà êîòîðûõ àëãîðèòì am áóäåò âû-áðàí ìåòîäîì îáó÷åíèÿ. Ýòèõ ðàçáèåíèé ñòîëüêî, ñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáðàòü ℓîáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè èç L−m ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ àëãîðèòìà am. Èòî-ãî ïîëó÷àåì

Qµ(ε, A) =

k
∑

m=⌈εk⌉

Cm
L

Cℓ
L−m

Cℓ
L2k

=
1

2k

k
∑

m=⌈εk⌉

Cm
k . �



� 23 �3.3 Óíèìîäàëüíàÿ öåïî÷êàÍàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó àëãîðèòìàìè ρ(a, a′) îïðåäåëÿëîñü êàêðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó èõ âåêòîðàìè îøèáîê:
ρ(a, a′) =

∑

x∈X

|a(x) − a′(x)|.Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ {a0, . . . , aD} íàçûâàåòñÿ óíèìî-äàëüíîé öåïî÷êîé, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:1) ìîíîòîííîñòü ÷èñëà îøèáîê: n(ai, X) = m + i, i = 0, . . . ,D ïðè íåêîòîðîì�èêñèðîâàííîì m;2) ïîãëîùåíèå îøèáîê ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà: ρ(ai, ai−1) = 1, i = 1, . . . ,D.Òàêèì îáðàçîì, â ìîíîòîííîé öåïî÷êå êàæäûé ñëåäóþùèé àëãîðèòì îøèáàåòñÿíà òåõ æå îáúåêòàõ, ÷òî è ïðåäûäóùèé, è äîïóñêàåò åùå îäíó äîïîëíèòåëüíóþîøèáêó.Ìîíîòîííàÿ öåïî÷êà àëãîðèòìîâ � ýòî ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü îäíîïàðàìåòðè-÷åñêîãî ñâÿçíîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, ïðåäïîëàãàþùàÿ, ÷òî ïðè íåïðåðûâ-íîì óäàëåíèè íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëî îøèáîêíà ïîëíîé âûáîðêå òîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ.Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ {a0, a1, . . . , aD, a′1, . . . , a
′
D} íàçûâà-åòñÿ óíèìîäàëüíîé öåïî÷êîé, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:1) ëåâàÿ âåòâü {a0, a1, . . . , aD} è ïðàâàÿ âåòâü {a0, a

′
1, . . . , a

′
D} ÿâëÿþòñÿ ìîíî-òîííûìè öåïî÷êàìè.2) ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà îøèáîê àëãîðèòìîâ aD è a′D ðàâíî ìíîæåñòâó îøè-áîê àëãîðèòìà a0.Óíèìîäàëüíàÿ öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëüþ îäíîïàðàìåò-ðè÷åñêîãî ñâÿçíîãî ñåìåéñòâà, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîíîòîííîé öåïî÷êîé. Åñëè ìûèìååì ëó÷øèé àëãîðèòì a0 
 îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî âåùåñòâåííî-ãî ïàðàìåòðà, òî îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà êàê â á�îëüøóþ, òàê è âìåíüøóþ, ñòîðîíó ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà îøèáîê.Òåîðåìà 3.3. Äëÿ óíèìîäàëüíîé öåïî÷êè ñ âåòâÿìè äëèíû D âåðîÿòíîñòüïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêàðàâíà

Qµ(ε,A) =
D

∑

h=0

D
∑

t1=h

D
∑

t2=0

|ωh|

1 + t1 + t2

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s(ε)), (3.2)



� 24 �ãäå L′ = L−t1−t2−F , F = [t1 6=D] + [t2 6=D], ℓ′ = ℓ−F , s(ε) =
⌊

ℓ
L
(m+h−εk)

⌋;
|ωh| = 1 ïðè h = 0 è |ωh| = 2 ïðè h > 1; Hℓ′,m

L′ (z) = 1
Cℓ′

L′

⌊z⌋
∑

s=0
Cs

mCℓ′−s
L′−m ��óíêöèÿãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [4℄.

� Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîíóìåðóåì îáúåêòû ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X òàêèì îáðàçîì, êàê ïîêàçàíîâ ñëåäóþùåé òàáëèöå:










































a0 a1 a2 · · · aD a′1 a′2 · · · a′D

x1 0 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0

x2 0 0 1 · · · 1 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xD 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0

x′
1 0 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1

x′
2 0 0 0 · · · 0 0 1 · · · 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

x′
D 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1









































Ïåðåñòàíîâêàìè îáúåêòîâ âûáîðêè (x1 ↔x′
1, . . . , xD ↔x′

D) ìîæíî ïîìåíÿòüëåâóþ è ïðàâóþ âåòâè ìåñòàìè. Ïîýòîìó èäåíòè÷íûå àëãîðèòìû â óíèìîäàëü-íîé öåïî÷êå � ýòî ïàðû àëãîðèòìîâ ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîð-êå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
Qµ(ε,A) =

D
∑

h=0

|ωh|

D
∑

t1=h

D
∑

t2=0

1

Cℓ
L

∑

X∈N(t1,t2)

1

|A(X)|
[δ(ah,X) > ε] .Çäåñü èíäåêñ h îáîçíà÷àåò íîìåð êëàññà èäåíòè÷íûõ àëãîðèòìîâ (òàêèì îá-ðàçîì, ÷òî âñå àëãîðèòìû êëàññà ωh èìåþò m + h îøèáîê); |ω0| = 1, è |ωh| = 2ïðè h > 1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì áðàòü ïðåäñòàâèòåëÿ ah êëàññà ωh èçëåâîé âåòâè öåïî÷êè.Èíäåêñû t1 è t2 ïàðàìåòðèçóþò ñîñòàâ ìíîæåñòâà A(X). Äëÿ ïðîèçâîëüíî-ãî ðàçáèåíèÿ X ∈ [X]ℓ îïðåäåëèì t1 êàê ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âñåîáúåêòû x1, x2, . . . , xt íàõîäÿòñÿ â êîíòðîëå, à xt1+1 (ïðè åãî íàëè÷èè) � â îáó÷å-íèè. Èíäåêñ t2 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî äëÿ îáúåêòîâ ïðàâîé âåòâè. Ìíîæåñòâî

N(t1, t2) ⊂ [X]ℓ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé âûáîðêè ñ ïàðàìåòðàìè t1 è t2.Èç îïðåäåëåíèÿ t1 è t2 ñëåäóåò, ÷òî |A(X)| = 1
1+t1+t2

. Èíäåêñû t1 è t2 ïðèñóììèðîâàíèè ïðîáåãàþò ðàçíûå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâà-



� 25 �þòñÿ òîëüêî ðàçáèåíèÿ, ïðè êîòîðûõ âûáðàííûé èç ëåâîé âåòâè ïðåäñòàâèòåëü
ah ëåæèò â A(X).Îáîçíà÷èì F = [t1 6=D] + [t2 6=D], L′ = L−t1−t2−F , ℓ′ = ℓ − F . Ïàðàìåòð Fïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âêëàä ïîñëåäíèõ àëãîðèòìîâ aD è a′D öåïî÷êè.Âû÷èñëèì ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà òåõ ðàçáèåíèé èç N(t1, t2), íà êîòîðûõàëãîðèòì ah îêàçûâàåòñÿ ïåðåîáó÷åííûì. Ïóñòü s0(ε) � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîîøèáîê íà îáó÷åíèè, ïðè êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ ïåðåîáó÷åíèå. Ïî îïðåäåëåíèþóêëîíåíèÿ ÷àñòîò íàõîäèì s0(ε) = ⌊ ℓ

L
(m + h − εk)⌋. Íàì íåîáõîäèìî èç L′ îáú-åêòîâ âûáðàòü ℓ′ äëÿ îáó÷åíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî áû èç m ñâîáîäíûõ îøèáîêàëãîðèòìà ah â îáó÷åíèè îêàçàëîñü íå áîëåå s0(ε) îøèáîê. Ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâäàåòñÿ âûðàæåíèåì s0(ε)

∑

s=0
Cs

mCℓ′−s
L′−m.Ñîáèðàÿ âñå ðåçóëüòàòû, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîé �îðìóëå:

Qµ(ε,A) =

D
∑

h=0

|ωh|

D
∑

t1=h

D
∑

t2=0

1

1 + t1 + t2

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′, m
L′ (s0(ε)). �3.4 Ñâÿçêà èç ìîíîòîííûõ öåïî÷åêÑâÿçêîé èç p ìîíîòîííûõ öåïî÷åê íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, ïî-ëó÷åííîå îáúåäèíåíèåì p ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ðàâíîé äëèíû, ñ îáùèì ïåðâûìàëãîðèòìîì. Êàê è â ñëó÷àå óíèìîäàëüíîé öåïî÷êè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíî-æåñòâà îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ îøèáàþòñÿ àëãîðèòìû âåòâåé, íå ïåðåñåêàþòñÿ.�ðóïïà ñèììåòðèè ñâÿçêè èç p ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷å-ñêîé ãðóïïîé Sp, äåéñòâóþùåé íà âåòâè ñâÿçêè âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè.Òàêèì îáðàçîì, êëàññû èäåíòè÷íûõ àëãîðèòìîâ � ýòî ïîäìíîæåñòâà àëãîðèò-ìîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå, íàçûâàåìûå ñëîÿìè [4℄.Â ñëåäóþùåé òåîðåìå áóäåò äàíà ÿâíàÿ �îðìóëà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿäëÿ ñâÿçêè èç p ìîíîòîííûõ öåïî÷åê. Ââåä¼ì êîìáèíàòîðíûé êîý��èöèåíò

Rh
D,p(S,F ), êîòîðûé çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ S è F , îò ÷èñëà ìîíîòîííûõ öåïî-÷åê p è îò èõ äëèíû D, à òàêæå îò h�ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà S.Êîý��èöèåíò Rh

D,p(S,F ) ðàâåí ÷èñëó ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ÷èñëî S â âèäå ñóì-ìû p íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, S = t1 + . . . + tp, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðå-âîñõîäèò D. Ïðè ýòîì ðîâíî F ñëàãàåìûõ íå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ D, à íà ïåðâîåñëàãàåìîå íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå t1 > h.Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü â ñâÿçêå èç p ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ëó÷øèé àëãîðèòì äî-ïóñêàåò m îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå, äëèíà êàæäîé âåòâè áåç ó÷åòà ëó÷øåãî
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�èñ. 1: Çàâèñèìîñòü Qµ(ε, A) îò ε äëÿ ìîíîòîí-íîé öåïî÷êè ïðè L = 100, ℓ = 60, D = 40, m = 20.
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�èñ. 2: Çàâèñèìîñòü Qµ(ε, A) îò ε äëÿ åäèíè÷íîéîêðåñòíîñòè ïðè L = 100, ℓ = 60, p = 10, m = 20.àëãîðèòìà ðàâíà D. Òîãäà ïðè îáó÷åíèè ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì âåðîÿò-íîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:
Qµ(ε,A) =

D
∑

h=0

pD
∑

S=h

p
∑

F=0

|ωh|R
h
D,p(S,F )

1 + S

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s(ε)), (3.3)ãäå L′ = L−S−F , ℓ′ = ℓ−F , s(ε) =

⌊

ℓ
L
(m+h−εk)

⌋; |ωh| = 1 ïðè h = 0 è |ωh| = pïðè h > 1; Hℓ′,m
L′ (s)��óíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [4℄.

� Äîêàçàòåëüñòâî. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâå-äåííûå äëÿ óíèìîäàëüíîé öåïî÷êè, ïîëó÷àåì �îðìóëó
Qµ(ε,A) =

D
∑

h=0

|ωh|
D

∑

t1=h

D
∑

t2=0

. . .
D

∑

tp=0

1

1 + t1 + t2 + . . . + tp

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s(ε)),ãäå L′ = L −

p
∑

i=1
ti −

p
∑

i=1
[ti 6= D], ℓ′ = ℓ −

p
∑

i=1
[ti 6= D], s0(ε) = ⌊ ℓ

L
(m + h − εk)⌋.Óïðîñòèì çàïèñü, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ S =

p
∑

i=1
ti, F =

p
∑

i=1
[ti 6= D].Ïàðàìåòð S îïðåäåëÿåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A(X).

Qµ(ε,A) =

D
∑

h=0

|ωh|

D
∑

t1=h

D
∑

t2=0

. . .

D
∑

tp=0

1

1 + S

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0(ε)),ãäå L′ = L − S − F , ℓ′ = ℓ − F , s0(ε) = ⌊ ℓ

L
(m + h − εk)⌋.Òåïåðü îò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ti ìîæíî ïåðåéòè ê ñóììèðîâàíèþ



� 27 �ïî ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé S è F :
Qµ(ε,A) =

D
∑

h=0

|ωh|

pD
∑

S=h

p
∑

F=0

Rh
D,p(S,F )

1 + S

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0(ε)),ãäå Rh

D,p(S,F )� îïðåäåëåííûé âûøå êîìáèíàòîðíûé êîý��èöèåíò. �Ñâÿçêà èç 2p ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ p-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-ìåéñòâà àëãîðèòìîâ, â êîòîðîì ðàçðåøåíî èçìåíÿòü ëþáîé èç p ïàðàìåòðîâ ïðè�èêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ, à îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâíå äîïóñêàåòñÿ. Äàííîå ñåìåéñòâî ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèåòð¼õ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ðàññìîòðåííûõ â [3℄: ìîíîòîííîé öåïî÷êè (p = 1), óíèìî-äàëüíîé öåïî÷êè (p = 2) è åäèíè÷íîé îêðåñòíîñòè ëó÷øåãî àëãîðèòìà (D = 1).Ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ óíèìîäàëüíîé öåïî÷êè óæå áûëàïîëó÷åíà â òåîðåìå 3.3. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ �îðìóë äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ñå-ìåéñòâ äîñòàòî÷íî íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîìáèíàòîðíîãî êîý��èöèåíòà
Rh

D,p(S,F ).Ñëåäñòâèå 3.4.1. Äëÿ ìîíîòîííîé öåïî÷êè äëèíû D + 1 âåðîÿòíîñòü ïåðå-îáó÷åíèÿ ðàâíà
Qµ(ε,A) =

1

Cℓ
L

D
∑

h=0

D
∑

S=h

1

1 + S
Hℓ′,m

L′ (s(ε)), (3.4)ãäå L′ = L − S − [S 6=D], ℓ′ = ℓ − [S 6=D].Ñëåäñòâèå 3.4.2. Äëÿ åäèíè÷íîé îêðåñòíîñòè èç p + 1 àëãîðèòìà âåðîÿò-íîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàâíà
Qµ(ε,A) =

1

Cℓ
L

1
∑

h=0

p
∑

S=h

|ωh|C
S−h
p−h

1 + S
Hℓ′,m

L′ (s(ε)), (3.5)ãäå L′ = L−p, ℓ′ = ℓ+S−p.Íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êî-òîðûõ ñðàâíèâàëèñü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìèíè-ìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Èç ÷åòûðåõ êðèâûõ íà êàæäîì ãðà�èêå âåðõíÿÿ(æèðíàÿ) ñîîòâåòñòâóåò ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñ-êà [3, 4℄, íèæíÿÿ � îïòèìèñòè÷åñêîé. Äâå ïî÷òè ñëèâàþùèåñÿ êðèâûå ìåæäóíèìè ñîîòâåòñòâóþò ðàíäîìèçèðîâàííîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.Îäíà èç íèõ âû÷èñëåíà ïî äîêàçàííûì �îðìóëàì, âòîðàÿ ïîñòðîåíà ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî ïî 105 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé, ïðè ðàâíîâåðîÿòíîì âûáîðå ëó÷øåãîàëãîðèòìà â ñëó÷àÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. �àçëè÷èÿ ýòèõ äâóõ êðèâûõ íàõîäÿòñÿâ ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.
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�èñ. 3: Çàâèñèìîñòü Qµ(ε, A) îò p äëÿ ñâÿçêèèç ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ïðè L = 300, ℓ = 150,
m = 15, D = 1, 2, 3, 5, 10, ε = 0.05.
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�èñ. 4: Çàâèñèìîñòü Qµ(ε, A) îò D äëÿ ñâÿçêè èç
p = 1, 2, 3, 5, 10 ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ïðè L = 300,
ℓ = 150, m = 15, ε = 0.05.Íà ðèñ. 3 è ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿîò ÷èñëà p âåòâåé â ñâÿçêå è îò èõ äëèíû D. �ðà�èêè ïîñòðîåíû äëÿ ðàíäîìè-çèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. �èñ. 4 ïîêàçûâàåò, ÷òîïðè óâåëè÷åíèè äëèí öåïî÷åê D âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðå-ñòà¼ò ðàñòè óæå ïðè D = 7. Ýòî ñâÿçàíî ñ ý��åêòîì ðàññëîåíèÿ �ëèøü àëãî-ðèòìû èç íèæíèõ ñëî¼â èìåþò ñóùåñòâåííî îòëè÷íóþ îò íóëÿ âåðîÿòíîñòü áûòüâûáðàííûìè ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Äîáàâëåíèå ¾ñëèø-êîì ïëîõèõ¿ àëãîðèòìîâ íå óâåëè÷èâàåò âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ. �èñ. 3 ïîêà-çûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà p öåïî÷åê â ñâÿçêå âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿïðîäîëæàåò ðàñòè. Îäíàêî ñêîðîñòü ðîñòà ñóáëèíåéíà ïî p, áëàãîäàðÿ ý��åêòóñâÿçíîñòè � âñå àëãîðèòìû íàõîäÿòñÿ íà õýììèíãîâîì ðàññòîÿíèè íå áîëåå Dîò ëó÷øåãî àëãîðèòìà.3.5 Ìîíîòîííàÿ ñåòêàÂâåä¼ì öåëî÷èñëåííûé âåêòîð èíäåêñîâ d = (d1, . . . , dh) ∈ Z

h. Îáîçíà÷èì
‖d‖ = max

j=1,...,h
|dj |, |d| = |d1| + · · · + |dh|. Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ èíäåêñîâ ââå-ä¼ì ïîêîìïîíåíòíîå îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ: d < d

′, åñëè dj 6 d′j, j = 1, . . . , h,è õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå.Îïðåäåëåíèå 3.3. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ AM =
{

ad

}, ãäå d > 0 è ‖d‖ 6 D



� 29 �íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé h-ìåðíîé ñåòêîé àëãîðèòìîâ, åñëè ñóùåñòâóåò h ∈ Nè óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû îáúåêòîâ Xj = {x1
j , x

2
j , . . . , x

D
j } ⊂ X, äëÿ âñåõ j =

1, . . . , h, à òàê æå ìíîæåñòâà U1 ⊂ X è U0 ⊂ X, òàêèå ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1) Íàáîð {

U0, U1, {Xj}
h
j=1

} ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X íà íåïåðåñå-êàþùèåñÿ ìíîæåñòâà;2) ad(x
i
j) = [i 6 dj ], ãäå xi

j ∈ Xj ;3) ad(x0) = 0 ïðè âñåõ x0 ∈ U0;4) ad(x1) = 1 ïðè âñåõ x1 ∈ U1.Îáîçíà÷èì |U1| = m. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî n(ad, X) = m + |d|. Àë-ãîðèòì a0 ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì â ñåòêå. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ ñ ðàâíûì ÷èñëîìîøèáîê t + m = n(ad, X) íàçûâàþòñÿ t-ñëîåì ñåòêè.Ïðèìåð 3.1. Ìîíîòîííàÿ äâóìåðíàÿ ñåòêà ïðè m = 0 è L = 4:


















a0,0 a1,0 a2,0 a0,1 a1,1 a2,1 a0,2 a1,2 a2,2

x1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
x2 0 0 1 0 0 1 0 0 1
x3 0 0 0 1 1 1 1 1 1
x4 0 0 0 0 0 0 1 1 1

















×èñëî àëãîðèòìîâ â h-ìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòêå ñ âåòâÿìè äëèíû D ðàâíî
(D + 1)h. Óêîðî÷åííîé h-ìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòêîé ÃM ⊂ AM íàçîâåì ïåðâûå
D ñëîåâ èç AM . Òàêèì îáðàçîì ÃM = {ad ∈ AM , |d| 6 D}. ×èñëî àëãîðèòìîâ â
ÃM ðàâíî Ch

D+h.Âïåðâûå óêîðî÷åííûå ìîíîòîííû ñåòêè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè áûëèèçó÷åíû Ï. Áîòîâûì â [5℄. Òàì æå áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòèïåðåîáó÷åíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðàçóìíûõ ñî÷åòàíèÿõ ïàðà-ìåòðîâ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ óêîðî÷åííîé ÃM è ïðîñòîé AM ìîíîòîí-íûõ ñåòîê ðàçëè÷àþòñÿ êðàéíå ìàëî. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿèññëåäîâàíèåì íå-óêîðî÷åííûõ ìîíîòîííûõ ñåòîê. Äëÿ ýòîãî êëàññà ñåìåéñòâàëãîðèòìîâ áóäóò ïîëó÷åíû ÿâíûå �îðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäî-ìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.Ëåììà 3.1. �ðóïïà ñèììåòðèè ìîíîòîííîé ñåòêè ðàçìåðíîñòè h ñîäåð-æèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû ãðóïïó Sh âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâ
X1, . . . ,Xh.
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�èñ. 5: Ìàòðèöà îøèáîê ìîíîòîííîé ñåòêè (ñëåâà) è óêîðî÷åííîé ìîíîòîííîé ñåòêè (ñïðàâà) ïðè
D = 20, h = 2, m = 5, L = 60.

� Äîêàçàòåëüñòâî.�àññìîòðèì àëãîðèòì ad ∈ AM è ïðîèçâîëüíóþ π ∈ Sh. Ïî äàííîìó âûøåîïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ π íà X ïîëó÷àåì, ÷òî πad = aπd, ãäå äåéñòâèå π íà âåê-òîð d îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêîé åãî êîîðäèíàò. Ìíîæåñòâî
{0, . . . ,D}h ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ê íåìó ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè êî-îðäèíàò π ∈ Sh. Ïîýòîìó ∀d ∈ {0, . . . ,D}h âûïîëíåíî πd ∈ {0, . . . ,D}h. Àñëåäîâàòåëüíî aπd ∈ AM . �Îïðåäåëåíèå 3.4. Äèàãðàììîé Þíãà ïîðÿäêà p áóäåì íàçûâàòü íå-âîçðàñòàþùóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λ1 > λ2 > . . . > λn > 0, òàêóþ ÷òî
∑n

j=1 λj = p.Äèàãðàììû Þíãà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè 
 ãèñòî-ãðàììàìè ñëåäóþùåãî âèäà:
Ìíîæåñòâî äèàãðàìì Þíãà ïîðÿäêà p áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Yp. Ìíîæå-ñòâî äèàãðàìì Þíãà èç h ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ λ1 6 D, îáîçíà÷èì ÷åðåç Y h,D

p .Îáîçíà÷èì Y h,D
∗ =

D∗h
⋃

p=0
Y h,D

pËåììà 3.2. Ìíîæåñòâî îðáèò ìîíîòîííîé ñåòêè AM = {ad} ðàçìåðíîñòè h,
‖d‖ 6 D ïîä äåéñòâèåì Sh èíäåêñèðîâàíî âñåâîçìîæíûìè äèàãðàììàìè Þí-ãà èç Y h,D

∗ . ×èñëî àëãîðèòìîâ â îðáèòå ωλ, ãäå λ = (λ1, . . . , λh) ðàâíî ÷èñëóðàçëè÷íûõ ñëîâ äëèíû h, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ λ1, . . . , λh: |ωλ| = |Shλ|.
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� Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî âìåñòî äåéñòâèÿ Sh íà AM = {ad} ìîæ-íî ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå Sh íà âåêòîð èíäåêñîâ d, çàäàííîå ïåðåñòàíîâêàìèêîîðäèíàò.�àññìîòðèì îðáèòó ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà ad. Âîçüìåì ïåðåñòàíîâêó

π ∈ Sh, óïîðÿäî÷èâàþùóþ êîîðäèíàòû d â ïîðÿäêå íå-âîçðàñòàíèÿ, è ïîëî-æèì λ = πd. Ïîëó÷àåì, ÷òî λ ∈ Y h,D
∗ �äèàãðàììà Þíãà. Ïðè ýòîì ðàçëè÷íûìäèàãðàììàì Þíãà λ1 è λ2 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå îðáèòû äåéñòâèÿãðóïïû Sh íà {ad}.Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè äëèíû h èç ñèìâîëîâ

λ1, . . . , λh è êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòàìè îðáèòû |ωλ| î÷åâèäíî. �Òåîðåìà 3.5. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíè-ìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ïðèìåíåííîãî ê ìîíîòîííîé ñåòêå AM = {ad}ðàçìåðíîñòè h, ‖d‖ 6 D, äàåòñÿ âûðàæåíèåì:
Qµ(ε,AM ) =

∑

λ∈Y
h,D
∗

∑

t>λ,
‖t‖6D

|Shλ|

T (t)

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0),ãäå T (t) =

∏

j(tj + 1), ℓ′ = ℓ −
∑h

j=1[tj 6= D], k′ = k − |t|, L′ = ℓ′ + k′, s0 =

ℓ
L
[m + |λ| − εk], Hℓ′,m

L′ (s)��óíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [4℄.
� Äîêàçàòåëüñòâî.Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Qµ(ε,AM ) =
1

Cℓ
L

∑

λ∈Y
h,D
∗

|Shλ|
∑

X∈[X]ℓ

[aλ ∈ AM (X)]

|AM (X)|
[δ(aλ,X) > ε] .Øàã 1. Çà�èêñèðóåì X ∈ [X]ℓ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tj ìàêñèìàëüíûé èíäåêñèç {1, . . . , h}, ïðè êîòîðîì âñå îáúåêòû {x1

j , . . . , x
tj
j } ñîäåðæàòñÿ â X̄, à x

tj+1
j ,ïðè åãî íàëè÷èè, ëåæèò â X. Ïîëîæèì t = {tj}

h
j=1. Òîãäà óñëîâèå aλ ∈ AM (X)ïåðåïèøåòñÿ êàê t > λ.Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ AM è X ∈ [X]ℓ âûïîëíåíî

n(a,X) > n(a0,X). Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì aλ ìîæåò áûòü âûáðàí, òîëüêîåñëè îáúåêòû xi
j ïðè âñåõ j = 1, . . . , h è i 6 λj ëåæàò â êîíòðîëå. Â òåðìèíàõ týòî çàïèñûâàåòñÿ êàê t > λ.Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü ñ �èêñèðîâàííûìçíà÷åíèåì ïàðàìåòðà t ÷åðåç [X]ℓ

t
. Òîãäà

Qµ(ε,AM ) =
1

Cℓ
L

∑

λ∈Y
h,D
∗

|Shλ|
∑

t>λ,
‖t‖6D

∑

X∈[X]ℓ
t

1

|AM (X)|
[δ(aλ,X) > ε] .
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�èñ. 6: Ñòðîåíèå ìíîæåñòâà AM (X) äëÿ äâóìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòêè.Øàã 2. Ïóñòü X ∈ [X]ℓ
t
. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ad ∈ AM (X) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà d 6 t. Ñëåäîâàòåëüíî |AM (X)| = (t1 + 1)(t2 + 1) . . . (th + 1).Îáîçíà÷èì T (t) =

∏

j(tj + 1).Øàã 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s = |U1 ∩ X| ÷èñëî îáúåêòîâ èç U1, ëåæàùèõ âîáó÷åíèè. Òîãäà δ(aλ,X) = m−s+|λ|
k

− s
ℓ
, è óñëîâèå δ(aλ,X) > ε çàïèøåòñÿ â âèäå

s 6 ℓ
L
[m + |λ| − εk] ≡ s0. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé èç [X]ℓt ñ �èêñèðîâàííûìïàðàìåòðîì s îáîçíà÷èì ÷åðåç [X]ℓt,s. Òîãäà

Qµ(ε,AM ) =
1

Cℓ
L

∑

λ∈Y
h,D
∗

|Shλ|
∑

t>λ,
‖t‖6D

1

T (t)

s0
∑

s=0

|[X]ℓt,s|.Øàã 4. Âû÷èñëèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà [X]ℓ
t,s.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ℓ′ = ℓ −

∑h
j=1[tj 6= D], k′ = k − |t|, L′ = ℓ′ + k′. Òîãäàïðîñòîå êîìáèíàòîðíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî |[X]ℓ

t,s| = Cs
mCk′−s

L′−m. Ñëåäî-âàòåëüíî,
Qµ(ε,AM ) =

1

Cℓ
L

∑

λ∈Y
h,D
∗

|Shλ|
∑

t>λ,
‖t‖6D

1

T (t)

s0
∑

s=0

Cs
mCk′−s

L′−m.



� 33 �Íàïîìíèì, ÷òî Hℓ′,m
L′ (z) = 1

Cℓ′

L′

⌊z⌋
∑

s=0
Cs

mCℓ′−s
L′−m ��óíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ [4℄. Òîãäà

Qµ(ε,AM ) =
∑

λ∈Y
h,D
∗

∑

t>λ,
‖t‖6D

|Shλ|

T (t)

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0). �3.6 Óíèìîäàëüíàÿ ñåòêàÎïðåäåëåíèå 3.5. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ AU =

{

ad

}, ãäå ‖d‖ 6 D íàçûâàåò-ñÿ óíèìîäàëüíîé h-ìåðíîé ñåòêîé àëãîðèòìîâ, åñëè ñóùåñòâóåò h ∈ N è óïîðÿ-äî÷åííûå íàáîðû îáúåêòîâ Xj = {x1
j , x

2
j , . . . , x

D
j } ⊂ X, Yj = {y1

j , y
2
j , . . . , y

D
j } ⊂ X,äëÿ âñåõ j = 1, . . . , h, à òàê æå ìíîæåñòâà U1 ⊂ X è U0 ⊂ X, òàêèå ÷òî âûïîëíåíûóñëîâèÿ:1) Íàáîð {

U0, U1, {Xj}
h
j=1, {Yj}

h
j=1

} ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X íàíåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà;2) ad(x
i
j) = [dj > 0] [i 6 |dj |], ãäå xi

j ∈ Xj ;3) ad(y
i
j) = [dj < 0] [i 6 |dj |], ãäå yi

j ∈ Yj ;4) ad(x0) = 0 ïðè âñåõ x0 ∈ U0;5) ad(x1) = 1 ïðè âñåõ x1 ∈ U1.Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííîéñåòêè îòñóòñòâèåì îãðàíè÷åíèÿ d > 0. ×èñëî àëãîðèòìîâ â h-ìåðíîé óíè-ìîäàëüíîé ñåòêå ñ âåòâÿìè äëèíû D ñîñòàâëÿåò (2D + 1)h. Óêîðî÷åííîé h-ìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòêîé ÃU íàçîâåì ìíîæåñòâî ïåðâûõ D ñëîåâ èç AU :
ÃU = {ad ∈ AU : n(ad, X) 6 m + D}.Ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêîãî ìåòîäà ìèíèìè-çàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà íà óêîðî÷åííûõ óíèìîäàëüíûõ ñåòêàõ òàê æå áûëàïîëó÷åíà â [5℄. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íå-óêîðî÷åííûå óíèìîäàëüíûå ñåòêè èñëó÷àé ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.Ëåììà 3.3. �ðóïïà ñèììåòðèè óíèìîäàëüíîé ñåòêè ðàçìåðíîñòè h ñîäåðæèòâ êà÷åñòâå ïîäãðóïïû ãðóïïó Sym(AU ) = (S2)

h × Sh. �ðóïïà Sh äåéñòâóåò íàìíîæåñòâå ïàð (Xj , Yj)
h
j=1 âñåìè âîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè; j-òàÿ ãðóïïà S2ïåðåñòàâëÿåò îáúåêòû ìíîæåñòâà Xj è Yj ìåñòàìè, ñîõðàíÿÿ îòíîñèòåëüíûéïîðÿäîê îáúåêòîâ.

� Äîêàçàòåëüñòâî.



� 34 �

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

�èñ. 7: Ìàòðèöà îøèáîê óíèìîäàëüíîé ñåòêè (ñëåâà) è óêîðî÷åííîé óíèìîäàëüíîé ñåòêè (ñïðàâà)ïðè D = 10, h = 2, m = 5, L = 60.�àññìîòðèì àëãîðèòì ad ∈ AU è ïðîèçâîëüíóþ π = (z1, . . . , zh) × π0 ∈

Sym(AU ), ãäå zj ∈ S2, π0 ∈ Sh. Ïî äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ πíà X ïîëó÷àåì, ÷òî πad = aπd, ãäå äåéñòâèå π íà âåêòîð d îïðåäåëÿåòñÿ ïåðå-ñòàíîâêîé åãî êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ π0 è èíâåðñèåé çíàêîâ äëÿ âñåõ j, òàêèõ÷òî zj 6= id� òðàíñïîçèöèÿ. Ìíîæåñòâî {−D, . . . ,D}h ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìå-íåíèè ê íåìó ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò π ∈ Sym(AU ). Ïîýòîìó
∀d ∈ {−D, . . . ,D}h âûïîëíåíî πd ∈ {−D, . . . ,D}h. À ñëåäîâàòåëüíî aπd ∈ AU .
�Ëåììà 3.4. Ìíîæåñòâî îðáèò óíèìîäàëüíîé ñåòêè AU = {ad} ðàçìåðíîñòè h,
‖d‖ 6 D ïîä äåéñòâèåì Sym(AU ) èíäåêñèðîâàíî âñåâîçìîæíûìè äèàãðàììàìèÞíãà èç Y h,D

∗ . Ïóñòü λ = (λ1, . . . , λh) ∈ Y h,D
∗ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Shλ| ÷èñëîðàçëè÷íûõ ñëîâ äëèíû h, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ λ1, . . . , λh Ïóñòü |λ > 0|�÷èñëî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà λ.Òîãäà ÷èñëî àëãîðèòìîâ â îðáèòå ωλ ðàâíî |Shλ| ∗ 2|λ>0|.

� Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ ëåììû 3.2. Ìíî-æèòåëü 2|λ>0| ñîîòâåòñòâóåò âîçìîæíîñòè ñìåíèòü çíàê ó âñåõ íå-íóëåâûõ êîì-ïîíåíò âåêòîðà d. �Òåîðåìà 3.6. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíè-ìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ïðèìåíåííîãî ê óíèìîäàëüíîé ñåòêå AU = {ad}ðàçìåðíîñòè h, ‖d‖ 6 D, äàåòñÿ âûðàæåíèåì:
Qµ(ε,AU ) =

∑

λ∈Y
h,D
∗

∑

t>λ,
‖t‖6D

∑

t′>0,
‖t′‖6D

|Shλ| ∗ 2|λ>0|

T (t, t′)

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0),
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�èñ. 8: Ñòðîåíèå ìíîæåñòâà AU (X) äëÿ äâóìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòêè.ãäå T (t, t′) =
∏

j(tj + t′j + 1), ℓ′ = ℓ −
h
∑

j=1

(

[tj 6= D] + [t′j 6= D]
), k′ = k − |t| − |t′|,

L′ = ℓ′ + k′, s0 = ℓ
L
[m + |λ| − εk], Hℓ′,m

L′ (s)��óíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ [4℄.
� Äîêàçàòåëüñòâî.Øàã 1. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ aλ îðáèòû ωλ àëãîðèòì, íåäîïóñêàþùèé îøèáîê íà ìíîæåñòâå Y =

⋃h
j=1 Yj . Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, âçÿâïðîèçâîëüíûé ad ∈ ωλ è ïîìåíÿâ çíàêè ó âñåõ dj < 0 
 ïîìîùüþ òðàíñïîçèöèè

zj .



� 36 �Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ t è [X]ℓt òàê æå, êàê è íà ïåðâîì øàãå âûâîäà �îðìóëûäëÿ ìîíîòîííîé ñåòêè, ïîëó÷èì
Qµ(ε,AU ) =

1

Cℓ
L

∑

λ∈Y
h,D
∗

|Shλ| ∗ 2|λ>0|
∑

t>λ,
‖t‖6D

∑

X∈[X]ℓ
t

1

|AU (X)|
[δ(aλ,X) > ε] .Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t′j ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ èç {1, . . . , h}, ïðè êîòî-ðîì âñå îáúåêòû {y1

j , . . . , y
t′j
j } ñîäåðæàòñÿ â X̄ , à y

t′j+1

j , ïðè åãî íàëè÷èè, ëåæèòâ X. Ïîëîæèì t
′ = {t′j}

h
j=1. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð t

′ èãðàåò äëÿ íàáîðà {Yj}òó æå ðîëü, ÷òî t äëÿ {Xj}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X]ℓ
t,t′ ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé ñ�èêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè t è t

′.Ïóñòü X ∈ [X]ℓ
t,t′ . Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì [ad ∈ AU (X)] = [−t

′ 6 d 6 t].Ñëåäîâàòåëüíî |AU (X)| = (t1 + t′1 + 1)(t2 + t′2 + 1) . . . (th + t′h + 1). Îáîçíà÷èì
T (t, t′) =

∏

j(tj + t′j + 1).Øàã 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s = |U1 ∩ X| ÷èñëî îáúåêòîâ èç U1, ëåæàùèõ âîáó÷åíèè. Ïóñòü s0 ≡ ℓ
L
[m+ |λ|−εk]. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íîãî øàãàäîêàçàòåëüñòâà äëÿ ìîíîòîííîé ñåòêè ïîëó÷èì

Qµ(ε,AU ) =
1

Cℓ
L

∑

λ∈Y
h,D
∗

|Shλ| ∗ 2|λ>0|
∑

t>λ,
‖t‖6D

∑

t′>0,
‖t′‖6D

1

T (t, t′)

s0
∑

s=0

|[X]ℓ
t,t′,s|.Øàã 4. Ïîñ÷èòàåì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà [X]ℓ

t,t′,s
.Îáîçíà÷èì ℓ′ = ℓ −

h
∑

j=1

(

[tj 6= D] + [t′j 6= D]
), k′ = k − |t| − |t′|, L′ = ℓ′ + k′.Òîãäà |[X]ℓ

t,t′,s
| = Cs

mCk′−s
L′−m. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì �óíêöèè ãèïåð-ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì:

Qµ(ε,AU ) =
∑

λ∈Y
h,D
∗

∑

t>λ,
‖t‖6D

∑

t
′>0,

‖t′‖6D

|Shλ| ∗ 2|λ>0|

T (t, t′)

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0). �3.7 Îïîðíîå ïîäìíîæåñòâî àëãîðèòìîâÌíîæåñòâî îøèáîê àëãîðèòìà a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç E(a) ⊂ X.Îïðåäåëåíèå 3.6. Ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A áóäåì íà-çûâàòü îïîðíûì, åñëè äëÿ âñåõ a ∈ A íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ∈ N è íàáîð

{bi}
k
i=1, òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k ìíîæåñòâî îøèáîê E(bi) ⊂ E(a), è êðîìåòîãî k

⋃

i=1
E(bi) = E(a). Îïîðíîå ìíîæåñòâî B ⊂ A íàçîâåì ìèíèìàëüíûì, åñëèëþáîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî óæå íå ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì.



� 37 �Ïåðå÷èñëèì áåç äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîãî îïîðíîãîìíîæåñòâà B ⊂ A.Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü X ∈ [X]ℓ, a ∈ A, {bi}
k
i=1 ⊂ B �íåêîòîðîå ðàçëîæå-íèå a ïî îïîðíîìó ìíîæåñòâó B. Òîãäà

• min
a∈A

n(a,X) = min
b∈B

n(b,X);
• B(X) = A(X) ∩ B;
• Åñëè a ∈ A(X) òî âñå bi òîæå ëåæàò â A(X);
• Ïóñòü a ∈ A(X). Òîãäà äëÿ âñåõ bi âûïîëíåíî δ(bi,X) 6 δ(a,X).Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ñâÿçêà èç h ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-íûì îïîðíûì ïîäìíîæåñòâîì äëÿ ìîíîòîííîé ñåòêè ðàçìåðíîñòè h. Ñâÿçêà èç

2h ìîíîòîííûõ öåïî÷åê ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì îïîðíîì ìíîæåñòâîì óíèìî-äàëüíîé ñåòêè ðàçìåðíîñòè h. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìîíîòîííàÿ ñåòêà ðàçìåðíî-ñòè 2h ñîäåðæèò â êà÷åñòâå îïîðíîãî ìíîæåñòâà óíèìîäàëüíóþ ñåòêó ðàçìåð-íîñòè h.�èïîòåçà 3.1. Ïóñòü B ⊂ A� îïîðíîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà Qµ(ε,B) 6

Qµ(ε,A).Íà ðèñ. 9 è 10 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäà-þùèõ äàííóþ ãèïîòåçó äëÿ ñëó÷àÿ ñâÿçîê èç ìîíîòîííûõ öåïî÷åê, ìîíîòîííûõè óíèìîäàëüíûõ ñåòîê. Âåðõíÿÿ êðèâàÿ íà âñåõ ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóåò ìîíî-òîííîé ñåòêå, ñðåäíÿÿ êðèâàÿ � óíèìîäàëüíîé ñåòêå, íèæíÿÿ � ñâÿçêå ìîíîòîí-íûõ öåïî÷åê. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëèñü òî÷íûå �îðìóëû, ïîëó÷åííûå âïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�àõ.
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�èñ. 9: Ñðàâíåíèå Q(ε) äëÿ ñâÿçêè èç p = 4 ìîíîòîííûõ öåïî÷åê, ìîíîòîííîé ñåòêè ðàçìåðíîñòè
h = 4 è óíèìîäàëüíîé ñåòêè ðàçìåðíîñòè h = 2. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D = 5, m = 5, L = 50, ℓ = 30.
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�èñ. 10: Ñðàâíåíèå Q(D) äëÿ ñâÿçêè èç 2h ìîíîòîííûõ öåïî÷åê, 2h-ìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòêè è
h-ìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòêè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ε = 0.04, m = 5, L = 50, ℓ = 30, D = 1, . . . , 5;ðàçìåðíîñòè óíèìîäàëüíûõ ñåòîê h = 1, 2, 3 (ñëåâà íàïðàâî).



� 39 �4 Çàêëþ÷åíèåÑâîéñòâî ñèììåòðèè ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âû÷èñëèòåëü-íî ý��åêòèâíûå �îðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Äëÿ ìîíîòîííîé öåïî÷-êè, óíèìîäàëüíîé öåïî÷êè è åäèíè÷íîé îêðåñòíîñòè òàêèå �îðìóëû ïîëó÷åíûêàê ñëåäñòâèå îäíîé òåîðåìû, â òî âðåìÿ êàê ðàíåå àíàëîãè÷íûå îöåíêè äîêàçû-âàëèñü íåçàâèñèìî è ïðè íååñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè îá àïðèîðíîé óïîðÿäî-÷åííîñòè àëãîðèòìîâ â ñåìåéñòâå [3℄. Ïðèìåíåííûé ïîäõîä ïîçâîëèë ïîëó÷àòüîöåíêè äëÿ ñåìåéñòâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì ÷èñëîì àëãîðèòìîâ (ïîëíûéñëîé àëãîðèòìîâ, êóá àëãîðèòìîâ).Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìå-òîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà íà ìîíîòîííûõ è óíèìîäàëüíûõ ñåòêàõïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî â øèðîêîì äèàïà-çîíå ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ è ìîíîòîííûõ, è óíèìîäàëüíûõ ñå-òîê îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó÷åíèÿ ñâÿçêè èç ñîîòâåòñòâóþùåãîêîëè÷åñòâà ìîíîòîííûõ öåïî÷åê.�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ïðîåêò �08-07-00422) è ïðîãðàììîé ÎÌÍ �ÀÍ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èí-�îðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿.
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