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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

Пусть 𝐟 = 𝑓1. . . 𝑓𝑄
𝑇

– 𝑄-мерный  вектор-столбец изображения из множества реализаций (ансамбля) изображений 𝒇𝒌 . 

Информационная эффективность представления реализаций изображения 𝐟: 𝜂 =
𝐻 𝐟

𝑙ср
.

Рассмотрим преобразование изображения 𝐟 такое чтобы уменьшить среднюю длину представления изображения 𝑙ср с минимальными потерями 

информации 𝐻 𝐟 , для увеличения эффективности 𝜂.

Будем искать линейное преобразование 𝚿 :

𝐳 = 𝚿 𝐟 −𝑀 𝐟 ⇒ 𝑧𝑖 = 𝛗𝑖
𝑇 𝐟 − 𝑀 𝐟 ,

𝐳 = 𝑧1. . . 𝑧𝑄
𝑇
, 𝐟 = 𝑓1. . . 𝑓𝑄

𝑇
, 𝑖 = 1, . . , 𝑄,

где матрица 𝚿 = 𝛗1. . . 𝛗𝑄
𝑇
, 𝚿 ≠ 𝟎, состоит из линейно-независимых столбцов 𝛗𝑖 .

Идея: если преобразование 𝚿 будет максимизировать количество информации в одном подмножестве компонент 𝑧1. . . 𝑧𝑚
𝑇преобразованного 

изображения 𝐳, то остальное подмножество компонент 𝑧𝑚 . . . 𝑧𝑄
𝑇

будет содержать минимальное количество информации, т.е. преобразование 𝚿

должно перераспределять количество информации в компонентах вектора 𝐳 , так чтобы можно было удалить те компоненты, которые несут 
несущественную долю информации: 𝐻 𝑧1. . . 𝑧𝑚

𝑇 ,𝚿 ≈ 𝐻 𝐳,𝚿 = 𝐻 𝐟 , тем самым уменьшить длину представления 𝑙ср = 𝑙𝑒𝑛( 𝑧1. . . 𝑧𝑚
𝑇) ≤

𝑙𝑒𝑛( 𝑧1. . . 𝑧𝑄
𝑇
≤ 𝑙𝑒𝑛( 𝑓1. . . 𝑓𝑄

𝑇
) и увеличить эффективность 𝜂, где 𝐻 𝐳,𝚿 −количество информации, содержащейся в представлении вектора 𝐳 и 

матрицы преобразования 𝚿, таким образом, часть информации 𝐻 𝐟 перейдет в 𝐻 𝚿 .  
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

Пусть 𝐟 = 𝑓1. . . 𝑓𝑄
𝑇

– 𝑄-мерный  вектор-столбец изображения из множества реализаций (ансамбля) изображений 𝒇𝒌 . 

Информационная эффективность представления реализаций изображения 𝐟: 𝜂 =
𝐻 𝐟

𝑙ср
.

В соответствии со свойством 𝐻 𝑧𝑖 ≥ 𝐻 𝑧𝑖|𝑧𝑖−1 ≥ 𝐻 𝑧𝑖|𝑧𝑖−1, 𝑧𝑖−2, … для увеличения количества информации в компоненте 𝑧𝑖 необходимо 
уменьшить зависимость (скоррелированность) компонент между собой. Поэтому, в предположении нормального распределения каждой 
компоненты 𝐟 будем искать матрицу 𝚿 из условия декорреляции компонент в векторном пространстве реализаций 𝒛𝒌 :

𝑀 𝐳𝐳𝐓 = 𝚲 ⇔ 𝐙𝐙𝑇 = 𝚲,

где 𝚲-диагональная автокорреляционная матрица, 𝑀{} - мат. ожидание по векторной выборке реализаций 𝐙 = 𝒛𝒌 , полученной путем 
преобразования 𝚿 векторной выборки реализаций 𝐅 = 𝐟𝒌 , где 𝐙, 𝐅 – матрицы составленные из соответствующих столбцов-векторов выборки 
реализаций: 

𝐙 = 𝚿 𝐅 −𝑀 𝐟 - преобразование Хотеллинга (Hotelling transform) 

Рассмотрим преобразование изображения 𝐟 такое чтобы уменьшить среднюю длину представления изображения 𝑙ср с минимальными потерями 

информации 𝐻 𝐟 , для увеличения эффективности 𝜂.

Будем искать линейное преобразование 𝚿 :

𝐳 = 𝚿 𝐟 −𝑀 𝐟 ⇒ 𝑧𝑖 = 𝛗𝑖
𝑇 𝐟 − 𝑀 𝐟 ,

𝐳 = 𝑧1. . . 𝑧𝑄
𝑇
, 𝐟 = 𝑓1. . . 𝑓𝑄

𝑇
, 𝑖 = 1, . . , 𝑄,

где матрица 𝚿 = 𝛗1. . . 𝛗𝑄
𝑇
, 𝚿 ≠ 𝟎, состоит из линейно-независимых столбцов 𝛗𝑖 .

Идея: если преобразование 𝚿 будет максимизировать количество информации в одном подмножестве компонент 𝑧1. . . 𝑧𝑚
𝑇преобразованного 

изображения 𝐳, то остальное подмножество компонент 𝑧𝑚 . . . 𝑧𝑄
𝑇

будет содержать минимальное количество информации, т.е. преобразование 𝚿

должно перераспределять количество информации в компонентах вектора 𝐳 , так чтобы можно было удалить те компоненты, которые несут 
несущественную долю информации: 𝐻 𝑧1. . . 𝑧𝑚

𝑇 ,𝚿 ≈ 𝐻 𝐳,𝚿 = 𝐻 𝐟 , тем самым уменьшить длину представления 𝑙ср = 𝑙𝑒𝑛( 𝑧1. . . 𝑧𝑚
𝑇) ≤

𝑙𝑒𝑛( 𝑧1. . . 𝑧𝑄
𝑇
≤ 𝑙𝑒𝑛( 𝑓1. . . 𝑓𝑄

𝑇
) и увеличить эффективность 𝜂, где 𝐻 𝐳,𝚿 −количество информации, содержащейся в представлении вектора 𝐳 и 

матрицы преобразования 𝚿, таким образом, часть информации 𝐻 𝐟 перейдет в 𝐻 𝚿 .  
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

Подставив в условие: 𝐙𝐙𝑇 = 𝚲, модель преобразования 𝐙 = 𝚿 𝐅 −𝑀 𝐟 и ковариационную матрицу реализацией изображений 
𝚺𝐟 = 𝑀 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓 = 𝐅 −𝑀 𝐟 𝐅 −𝑀 𝐟 𝑇 преобразование 𝚿 диагонализирует симметричную матрицу 𝚺𝐟

𝐙𝐙𝑇 = 𝚿 𝐅 −𝑀 𝐟 𝐅 −𝑀 𝐟 𝑇𝚿𝑇 = 𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚲 =

𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑄

2
=

𝜆1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆𝑄

⇒ 𝚺𝐟𝛗𝑖 = 𝜆𝑖𝛗𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑄 - уравнения для собственных ортогональных векторов 𝛗𝑖 матрицы 𝚺𝐟.

Собственные числа

𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚲 ⇔ 𝚿𝑇𝚿𝚺𝐟𝚿

𝑇 = 𝚿𝑇𝚲

𝚺𝐟 − симметричная ⇒ 𝚿𝑇𝚿 = 𝐈 ⇔ 𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚿𝑇𝚲

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

(спектральная теорема)
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

Подставив в условие: 𝐙𝐙𝑇 = 𝚲, модель преобразования 𝐙 = 𝚿 𝐅 −𝑀 𝐟 и ковариационную матрицу реализацией изображений 
𝚺𝐟 = 𝑀 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓 = 𝐅 −𝑀 𝐟 𝐅 −𝑀 𝐟 𝑇 преобразование 𝚿 диагонализирует симметричную матрицу 𝚺𝐟

𝐙𝐙𝑇 = 𝚿 𝐅 −𝑀 𝐟 𝐅 −𝑀 𝐟 𝑇𝚿𝑇 = 𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚲 =

𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑄

2
=

𝜆1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆𝑄

⇒ 𝚺𝐟𝛗𝑖 = 𝜆𝑖𝛗𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑄

Ортогональная матрица 𝚿 состоит из ортогональных столбцов 𝛗𝑖, по ортогональным проекциям 𝑧𝑖 = 𝛗𝑖
𝑇 𝐟 − 𝑀 𝐟 = 𝛗𝑖

𝑇 , 𝐟 − 𝑀 𝐟 можно 

восстановить вектор 𝐟:

𝐟 =෍

𝑖=1

𝑄

𝑧𝑖𝛗𝑖 +𝑀 𝐟 =෍

𝑖=1

𝑄

𝛗𝑖
𝑇 , 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝛗𝑖 +𝑀 𝐟 = 𝚿𝐳 +𝑀 𝐟

Вычислим только первые m < 𝑄 компонент вектора 𝐳:

መ𝐟 𝑚 − 𝑀 𝐟 =෍

𝑖=1

𝑚

𝑧𝑖𝛗𝑖 + ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑏𝑖𝛗𝑖 , 𝑏𝑖

- уравнения для собственных ортогональных векторов 𝛗𝑖 матрицы 𝚺𝐟.

Собственные числа

- константы.  

остаток

𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚲 ⇔ 𝚿𝑇𝚿𝚺𝐟𝚿

𝑇 = 𝚿𝑇𝚲

𝚺𝐟 − симметричная ⇒ 𝚿𝑇𝚿 = 𝐈 ⇔ 𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚿𝑇𝚲

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

(спектральная теорема)
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𝑚

𝑧𝑖𝛗𝑖 +𝑀 𝐟 , 𝑚 < 𝑄
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

Подставив в условие: 𝐙𝐙𝑇 = 𝚲, модель преобразования 𝐙 = 𝚿 𝐅 −𝑀 𝐟 и ковариационную матрицу реализацией изображений 
𝚺𝐟 = 𝑀 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓 = 𝐅 −𝑀 𝐟 𝐅 −𝑀 𝐟 𝑇 преобразование 𝚿 диагонализирует симметричную матрицу 𝚺𝐟

𝐙𝐙𝑇 = 𝚿 𝐅 −𝑀 𝐟 𝐅 −𝑀 𝐟 𝑇𝚿𝑇 = 𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚲 =

𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑄

2
=

𝜆1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆𝑄

⇒ 𝚺𝐟𝛗𝑖 = 𝜆𝑖𝛗𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑄

Ортогональная матрица 𝚿 состоит из ортогональных столбцов 𝛗𝑖, по ортогональным проекциям 𝑧𝑖 = 𝛗𝑖
𝑇 𝐟 − 𝑀 𝐟 = 𝛗𝑖

𝑇 , 𝐟 − 𝑀 𝐟 можно 

восстановить вектор 𝐟:

𝐟 =෍

𝑖=1

𝑄

𝑧𝑖𝛗𝑖 +𝑀 𝐟 =෍

𝑖=1

𝑄

𝛗𝑖
𝑇 , 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝛗𝑖 +𝑀 𝐟 = 𝚿𝐳 +𝑀 𝐟

Вычислим только первые m < 𝑄 компонент вектора 𝐳:

መ𝐟 𝑚 − 𝑀 𝐟 =෍

𝑖=1

𝑚

𝑧𝑖𝛗𝑖 + ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑏𝑖𝛗𝑖 , 𝑏𝑖

Средняя ошибка по множеству реализаций 𝒛𝒌 : 

Выберем оптимальные константы:

- уравнения для собственных ортогональных векторов 𝛗𝑖 матрицы 𝚺𝐟.

Собственные числа

- константы.  Ошибка представления:

остаток

𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚲 ⇔ 𝚿𝑇𝚿𝚺𝐟𝚿

𝑇 = 𝚿𝑇𝚲

𝚺𝐟 − симметричная ⇒ 𝚿𝑇𝚿 = 𝐈 ⇔ 𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚿𝑇𝚲

𝑒 𝑚 = 𝐟 − መ𝐟 𝑚 = 𝐟 − 𝑀 𝐟 −෍

𝑖=1

𝑚

𝑧𝑖𝛗𝑖 − ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑏𝑖𝛗𝑖 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑧𝑖 − 𝑏𝑖 𝛗𝑖

𝑒2 𝑚 = 𝑀 ‖𝑒 𝑚 ‖2 = 𝑀 ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

෍

𝑗=𝑚+1

𝑄

𝑧𝑖 − 𝑏𝑖 𝑧𝑗 − 𝑏𝑗 𝛗𝑖
𝑇𝛗𝑗 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑀 𝑧𝑖 − 𝑏𝑖
2

𝜕𝑒2 𝑚

𝜕𝑏𝑖
= −2 𝑀 𝑧𝑖 − 𝑏𝑖 = 0,⇒ 𝑏𝑖 = 𝑀 𝑧𝑖 = 𝛗𝑖

𝑇𝑀 𝐟 −𝑀 𝐟 = 𝛗𝑖
𝑇 𝑀 𝐟 −𝑀 𝐟 = 𝟎, 𝑖 = 𝑚 + 1, . . , 𝑄

𝑒2 𝑚 = 𝑀 ‖𝐟 − መ𝐟 𝑚 ‖2 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑀 𝑧𝑖 −𝑀 𝑧𝑖
2
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

𝚺𝒛 = 𝐙𝐙𝑇 = 𝚿𝑇𝚺𝐟𝚿 =

= 𝚲 =
𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑄

2
=

𝜆1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆𝑄

= ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝛗𝑖
𝑇𝚺𝐟𝛗𝑗 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝜆𝑖𝛗𝑖
𝑇𝛗𝑖 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝜆𝑖 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝜎𝑖
2

⇒ 𝑀 ‖𝐟 − መ𝐟 𝑚 ‖2 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑀 𝑧𝑖 − 𝑏𝑖
2 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝑀 𝑧𝑖 −𝑀 𝑧𝑖
2 = ෍

𝑖=𝑚+1

𝑄

𝛗𝑖
𝑇𝑀 𝐟 −𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓 𝛗𝑗 =

- остаточная дисперсия

Минимальная ошибка аппроксимации መ𝐟 𝑚 определяется суммой (𝑄 − 𝑚) наименьших собственных чисел, компонентами 𝑧𝑖 с минимальными 
дисперсиями.

Метод главных компонент (преобразование Хотеллинга)

1. Базисные вектора 𝛗𝑖 - собственные вектора ковариационной матрицы 𝚺𝐟 = 𝑀 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓 по множеству реализаций 𝐟 .

2. Полезность признака-компоненты (с точки зрения представления) определяется соответствующим собственным значением.

3. Признаки взаимно некоррелированы: 𝚺𝒛 = 𝚿𝑇𝚺𝐟𝚿 = 𝚲. Для нормального распределения 𝐟 - признаки/компоненты 𝑧𝑖 взаимно независимы.

4. Собственные вектора 𝛗𝑖 дают наименьшее значение среднеквадратичной ошибки  𝑒2 𝑚 среди всех ортонормированных базисных векторов.   

Доля ошибки аппроксимации - критерий выбора числа компонент вектора 𝐳 :

መ𝐟 𝑚 =෍

𝑖=1

𝑚

𝑧𝑖𝛗𝑖 +𝑀 𝐟 , 𝑚 < 𝑄

𝜇𝑖 =
𝜆𝑖

σ
𝑖=1
𝑄

𝜆𝑖
=

𝜆𝑖
tr𝚺𝐳
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С учетом 𝑀 𝐟 ошибка аппроксимации መ𝐟 𝑚 :

=0



Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент через сингулярное разложение (SVD)
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Для нахождения матрицы преобразования 𝚿 можно использовать сингулярное разложение матрицы изображений:

𝐅 −𝑴 𝐟 = 𝐔𝐒𝐕𝑇 ⟹ 𝚺𝐟 = 𝐅 −𝑴 𝐟 𝐅 −𝑴 𝐟 𝑇 = 𝐔𝐒𝐕𝑇𝐕𝐒𝑇𝐔𝑇 = 𝐔𝐒𝐒𝑇𝐔𝑇 = 𝐔𝐒2𝐔𝑇

⟹ 𝚺𝒛 = 𝐙𝐙𝑇 = 𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 = 𝚿𝐔𝐒2𝐔𝑇𝚿𝑇=𝚲 =

𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑄

2
=

𝜆1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆𝑄

При 𝚿 = 𝐔𝑇 ⇒ 𝚺𝒛 = 𝐒2 =
𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑄

2

Условие декорреляции:

⟹ 𝐙 = 𝐔𝑇 𝐅 −𝑴 𝐟

⟹ 𝐅 = 𝐔𝐙 +𝑴 𝐟

⟹ 𝐙𝒎 = 𝐔𝒎
𝑻 𝐅 −𝑴 𝐟

⟹ ෠𝐅 = 𝐔𝒎𝐙𝒎 +𝑴 𝐟 𝑚 < 𝑄

𝑚 𝑚

𝑚

𝑄 −𝑚

𝑄 −𝑚

(𝑚)

𝐒 =
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

Преобразование Хотеллинга максимизирует информационную эффективность представления 𝜂 =
𝐻 𝐟

𝑙ср

Пусть P 𝐟 - нормальное распределение:

Если выбрать главные компоненты в качестве признаков, 𝚺𝐟 = ς𝑖=1
𝑄

𝝀𝒊:

 
1

1 ln ln 2

1 ln ln 2

i
i Q

i

i

 


 


 


 
Критерий отбора:

Большая часть информации содержится в компонентах, соответствующих большим собственным числам.

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

𝐻 𝐟 = ෍

𝑞=1

𝑄

𝐻 𝑓 𝑞

𝐻 𝐟 = −න

𝒫

2𝜋 − Τ𝑄 2 𝚺𝐟
− Τ1 2exp −

1

2
𝐟 − 𝑀 𝐟 𝑇𝚺𝐟

−1 𝐟 − 𝑀 𝐟 −
1

2
𝐟 −𝑀 𝐟 𝑇𝚺𝐟

−1 𝐟 − 𝑀 𝐟 −
1

2
ln|𝚺𝐟| −

1

2
ln2𝜋 𝑑𝐟

=
1

2
𝑄 +

1

2
ln|𝚺𝐟| +

1

2
𝑄ln2𝜋

𝐻 𝐟 =
1

2
෍

𝑖=1

𝑄

1 + 𝐥𝐧𝝀𝒊 + ln2𝜋 → 𝐻 𝐳,𝑚 =
1

2
෍

𝑖=1

𝑚

1 + 𝐥𝐧𝝀𝒊 + ln2𝜋 + 𝑒𝐻 , 𝑚 < 𝑄
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

1. Базисные вектора Преобразование Хотеллинга - Главные компоненты.

Для:

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

𝐳 = 𝚿𝐟, 𝚺𝐳 = 𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 , 𝚺𝐟 = 𝑀 𝐟 −𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓

𝐳 − 𝐌𝐳
𝐓 𝐳 − 𝐌𝐳 = 1: 𝑑2 𝐳,𝐌𝐳, 𝚺𝐳 = 𝐳 −𝐌𝐳

𝐓𝚺𝐳
−1 𝐳 − 𝐌𝐳 → max

- нормированные собственные вектора 
максимизируют угловые расстояния от 
среднего (главные компоненты)
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

1. Базисные вектора Преобразование Хотеллинга - Главные компоненты.

Для:

- нормированные собственные вектора 
максимизируют угловые расстояния от 
среднего (главные компоненты)

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

𝐳 = 𝚿𝐟, 𝚺𝐳 = 𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 , 𝚺𝐟 = 𝑀 𝐟 −𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓

෤𝐳 = 𝐳 − 𝐌𝐳 :
∂

∂෤𝐳
෤𝐳𝐓𝚺𝐳

−1෤𝐳 − 𝜇 ෤𝐳𝐓෤𝐳 − 1 =2𝚺𝐳
−1෤𝐳 − 2𝜇෤𝐳 = 0 ⇒ 𝚺𝐳

−1෤𝐳 = 𝜇෤𝐳 ⇒ 𝚺𝐳෤𝐳 = 𝜆෤𝐳

𝐳 − 𝐌𝐳
𝐓 𝐳 − 𝐌𝐳 = 1: 𝑑2 𝐳,𝐌𝐳, 𝚺𝐳 = 𝐳 −𝐌𝐳

𝐓𝚺𝐳
−1 𝐳 − 𝐌𝐳 → max
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент

1. Базисные вектора Преобразование Хотеллинга - Главные компоненты.

Для:

- нормированные собственные вектора 
максимизируют угловые расстояния от 
среднего (главные компоненты)

2. Базисные вектора Преобразованияе Хотеллинга – максимизируют разнообразие (разброс) представления.

𝐟𝑖 , 𝐟𝑗 - независимые:

- выбор 𝑚 −компонент, максимизирующих внутри множественные расстояния, т.е. 
выбора m главных компонент.

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

- внутри множественное расстояние

𝐳 = 𝚿𝐟, 𝚺𝐳 = 𝚿𝚺𝐟𝚿
𝑇 , 𝚺𝐟 = 𝑀 𝐟 −𝑀 𝐟 𝐟 − 𝑀 𝐟 𝐓

𝐳 = 𝚿𝐟 ⇒ 𝑑𝐳
2 = 2tr𝚺𝐳 = 2tr𝚿𝚺𝐟𝚿

𝑇 = 2tr𝚺𝐟

෤𝐳 = 𝐳 − 𝐌𝐳 :
∂

∂෤𝐳
෤𝐳𝐓𝚺𝐳

−1෤𝐳 − 𝜇 ෤𝐳𝐓෤𝐳 − 1 =2𝚺𝐳
−1෤𝐳 − 2𝜇෤𝐳 = 0 ⇒ 𝚺𝐳

−1෤𝐳 = 𝜇෤𝐳 ⇒ 𝚺𝐳෤𝐳 = 𝜆෤𝐳

𝐳 − 𝐌𝐳
𝐓 𝐳 − 𝐌𝐳 = 1: 𝑑2 𝐳,𝐌𝐳, 𝚺𝐳 = 𝐳 −𝐌𝐳

𝐓𝚺𝐳
−1 𝐳 − 𝐌𝐳 → max

𝑑𝐟
2 = 𝑀 ‖𝐟𝑖 − 𝐟𝑗‖

2 = 𝑀 𝐟𝑖
𝑇𝐟𝑖 + 𝐟𝑗

𝑇𝐟𝑗 −𝑀 𝐟𝑖
𝑇𝐟𝑗 + 𝐟𝑗

𝑇𝐟𝑖

𝑑𝐟
2 = 2𝑀 𝐟𝐓𝐟 − 2𝑀 𝐟𝐓 𝑀 𝐟 = 2tr 𝑀 𝐟𝐓𝐟 − 𝐌𝐟𝐌𝐟

𝑇 = 2tr 𝐊 −𝐌𝐟𝐌𝐟
𝑇 = 2tr𝚺𝐟

𝑑𝐳
2 = 2෍

𝑖=1

𝑄

𝛗𝑖
𝑇𝚺𝐳𝛗𝑖 → 𝑑𝐳

2 𝑚 = 2෍

𝑖=1

𝑚

𝛗𝑖
𝑇𝚺𝐳𝛗𝑖
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Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент. Связь с нейросетевой моделью автоэнкодера. 

𝒛𝑸
𝚿𝐟

𝐟𝑸 𝐳𝒎
𝚿𝒎
𝑇 𝐳𝒎

መ𝐟 𝚿𝒎𝐟
𝐟𝑸 𝐳𝒎 መ𝐟

Линейный МГК

𝚿𝒎
𝑇 𝐳𝒎

min
𝑚

‖𝐟 − መ𝐟 𝑚 ‖2

𝒎<Q 𝒎<Q

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

min‖𝐟 − መ𝐟 𝑚 ‖2

Выбор главных компонент

Фиксированные главные компоненты
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Нейросетевой МГК: Архитектура с узким горлышком – латентным пространством признаков, Автоэнкодер (AE)

Линейный МГК

𝐟𝑸 𝐳𝒎 መ𝐟

min
𝒘

‖𝐟 − መ𝐟 𝒘,𝑚 ‖2

Encoder Decoder

𝒎<Q

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

𝒛𝑸
𝚿𝐟

𝐟𝑸 𝐳𝒎
𝚿𝒎
𝑇 𝐳𝒎

መ𝐟

min
𝑚

‖𝐟 − መ𝐟 𝑚 ‖2

𝒎<Q

𝚿𝒎𝐟
𝐟𝑸 𝐳𝒎 መ𝐟

𝚿𝒎
𝑇 𝐳𝒎

min‖𝐟 − መ𝐟 𝑚 ‖2

𝒎<Q

Понятие визуальной избыточности изображения
Метод главных компонент. Связь с нейросетевой моделью автоэнкодера. 

Выбор главных компонент

Фиксированные главные компоненты

𝑚 - зафиксировано

𝒘𝒘
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Eigenfaces

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Eigenfaces

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Ортогональные преобразования
Метод главных компонент в непрерывном случае. Преобразование Карунена-Лоэва.

Пусть 𝐟(x) – случайный процесс в X.

    1 2

1

,   i i

i

x z x x x x




  f φ

Базисные функции детерминированы и ортогональны    
2

1

*

x

i j ij

x

x x dx φ φ

   
2

1

*

x

i j

x

z x x dx  f φ

                
*

* * *

1 1 1 1

, M M Mj j i i j i j i

j i j i

R x x z x z x z z   
   

   

   
    

   
  f f φ φ φ φПусть M 𝐟 x = 𝟎:

Пусть 𝑀 𝑧𝑗𝑧𝑖
∗ = 𝜆𝑗 при 𝑗 = 𝑖 иначе 0:

     *

1

, j j j

j

R x x  




 φ φ

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Пусть 𝐟(x) – случайный процесс в X.

    1 2

1

,   i i

i

x z x x x x




  f φ

Базисные функции детерминированы и ортогональны    
2

1

*

x

i j ij

x

x x dx φ φ

   
2

1

*

x

i j

x

z x x dx  f φ

                
*

* * *

1 1 1 1

, M M Mj j i i j i j i

j i j i

R x x z x z x z z   
   

   

   
    

   
  f f φ φ φ φПусть M 𝐟 x = 𝟎:

Пусть 𝑀 𝑧𝑗𝑧𝑖
∗ = 𝜆𝑗 при 𝑗 = 𝑖 иначе 0:

     *

1

, j j j

j

R x x  




 φ φ

               
2 2 2

1 1 1

* *

1 1

,

x x x

i j j j i j j j i

j jx x x

R x d x d x d          
 

 

    φ φ φ φ φ φ φ

     
2

1

,

x

i i i

x

R x d x    φ φ

               
2 2

1 1

* *

2 *

1 1 1 1 1

M M M

x x

i i i i i i i i i i

i i i m i ix

m

m mx

m

e m x z x x z x dx z x z x dx z z
  

       

        
            

           
     f φ f φ φ φ

- случайные коэффициенты.

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

Ортогональные преобразования
Метод главных компонент в непрерывном случае. Преобразование Карунена-Лоэва.
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               
2 2

1 1

* *

2 *

1 1 1 1 1

M M M

x xm m

i i i i i i i i i i

i i i m i m i mx x

e m x z x x z x dx z x z x dx z z
  

       

        
            

           
     f φ f φ φ φ

                    
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

* * * * *M M ,

x x x x x

i i i i i i i i i i

x x x x x

z z x x dxd R x x dxd x x dx              f f φ φ φ φ φ φ  2

1

i

i m

e m 


 

  
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Ортогональные преобразования
Метод главных компонент в непрерывном случае. Преобразование Карунена-Лоэва.
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Ортогональные преобразования
Преобразование Карунена-Лоэва для изображения как реализации стационарного процесса

               
2 2

1 1

* *

2 *

1 1 1 1 1

M M M

x xm m

i i i i i i i i i i

i i i m i m i mx x

e m x z x x z x dx z x z x dx z z
  

       

        
            

           
     f φ f φ φ φ

                    
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

* * * * *M M ,

x x x x x

i i i i i i i i i i

x x x x x

z z x x dxd R x x dxd x x dx              f f φ φ φ φ φ φ  2

1

i

i m

e m 


 

  

Пусть 𝐟 𝑥 - стационарный процесс (в широком смысле): ( ) ,m x m const f f

   ,R x R x  

     
2

2

,  2 2

T

i i i

T

R x d x T x T   


     φ φ

      ,  -i i iR x d x x   




      φ φ - интеграл свертки

      ,R i i ij j       FПо теореме о свертке:

выполняется при:

       expi i i ij x j x        φ

 R i   F

Преобразование Карунена-Лоэва –> Преобразование Фурье

       * expi j iz x x dx x j x dx
 

 

   f φ f

1. Случай 𝑇 → ∞:

− спектр мощности R  F

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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            
1 1

0

1 1

1
exp exp

2

T T

k k k R

T T

x R x d j x jk dd        




  

        φ φ F

   0exp ,   1, 2,..k x jk x k φ

Преобразование Карунена-Лоэва –> Преобразование Фурье        
1 1

*

0

1 1

exp

T T

i i

T T

z x x dx x jk x dx
 

   f φ f

2. Случай 𝑇- конечно, нижняя частота равна: 0 2 T 

      
1

exp
2

RR x j x d    






   F

   
  

 

0

0

sin 21
exp

2 2
R

k T
j x T d

k T

 
  

  





    
  

    
F

𝐹𝑅 𝜔

Оконная (выборочная) функция

Пусть 𝐹𝑅 𝜔 exp 𝑗𝜔𝑥 - слабо меняется между 𝑘 − 1 𝜔0 и 𝑘 + 1 𝜔0:

     
  

 
   

0

0 0 0

0

0exp
sin 21

exp
2 2

k R Rk

k
x

T
k jk x T d k

k
k x

T
j

 
    

  






    
  

    
φ F F

Пусть:

 0k R k  F - отсчеты спектральной функции

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.

Ортогональные преобразования
Преобразование Карунена-Лоэва для изображения как реализации стационарного процесса
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Ортогональные преобразования
Метод главных компонент. Преобразование Карунена-Лоэва
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Аппроксимация преобразования Карунена-Лоэва для марковского процесса

Для марковского процесса первого порядка автокорреляционная функция и энергетический спектр:

Марковский процесс первого порядка можно сформировать рекуррентной формулой:

   2, expx y s x x y yR         

 
  

2

2 2 2 2

4
,

x y s

R x y

x x y y

  
 

   


 
F

   2 2 2 2 2, expx y s x x y yR         

 
 

2

2 2 2 2

21
,

1

s
R x y

x y x x y y


 

     


 
F

Разделимое представление:

Трех диагональная автокорреляционная матрица Марковского процесса первого порядка:

𝜎𝑠
2

 0k R k F
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Для марковского процесса первого порядка c автокорреляционной матрицей Q:

T AQA D

Матрица A составлена из базисных функций вида:

Аппроксимация преобразования Карунена-Лоэва для марковского процесса
первого порядка –> Синусное преобразование

Ортогональные преобразования
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Ортогональные преобразования

Преобразование Фурье –> Косинусное преобразование
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Ортогональные преобразования
Преобразование Адамара

Матрицы для порядка 2nN 
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Ортогональные преобразования
Преобразование Хаара

Матрицы для порядка
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Подходы к сжатию и восстановлению изображения

Уменьшение 
межэлементной 

избыточности

Уменьшение 
визуальной 

избыточности

Уменьшение 
кодовой 

избыточности

Изображение
Сжатые данные, 
битовый поток

Декоррелирующие
преобразования
(ортогональные 

преобразования)

Квантование, 
прунинг, 

подвыборка

Групповое сжатие, 
энтропийное

сжатие

Цветовое 
преобразование

RGB -> YUV,
reshape,

subsampling

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Подходы к сжатию и восстановлению изображения

Уменьшение 
межэлементной 

избыточности

Уменьшение 
визуальной 

избыточности

Уменьшение 
кодовой 

избыточности

Изображение
Сжатые данные, 
битовый поток

Декоррелирующие
преобразования
(ортогональные 

преобразования)

Квантование, 
прунинг, 

подвыборка

Групповое сжатие, 
энтропийное

сжатие

Цветовое 
преобразование

RGB -> YUV,
reshape,

subsampling

Алгоритм JPEG

Декоррелирующие
преобразования

(локальное 
дискретное 
косинусное 

преобразование)

Вытягивание матриц 
8x8 в вектор 64 в 

порядке значимости 
спектральных 

компонент.

Групповое сжатие 
нулей, которые 

образуются 
фильтрацией 

наименее значимых 
компонент

Передискретизация
Cb, Cr с шагом 2 

пикселя по вертикали 
и горизонтали

Фильтрация наименее 
значимых для 

количества 
информации 
компонент.

Энтропийное
кодовое сжатие

ДКП
в блоках 

8x8

Квантование 
в блоках 8x8

“зигзаг”
сканирование в 

блоках 8x8

RGB Сжатые данные, 
битовый поток

RGB -> YCbCr,
дискретизация CbCr

Y, Cb, Cr RLE
Сжатие по 
Хаффману

Уменьшение кодовой избыточности

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Подходы к сжатию и восстановлению изображения
Элементы алгоритма JPEG

ДКП
в блоках 

8x8

Квантование 
в блоках 8x8

“зигзаг”
сканирование в 

блоках 8x8

RGB Сжатые данные, 
битовый поток

RGB -> YCbCr,
дискретизация CbCr

Y, Cb, Cr RLE
Сжатие по 
Хаффману

Уменьшение кодовой избыточности

RGB -> YCbCr

YCbCr -> RGB

ДКП

Декоррелирующие
преобразования

(локальное 
дискретное 
косинусное 

преобразование)

Передискретизация
Cb, Cr с шагом 2 

пикселя по вертикали 
и горизонтали

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Подходы к сжатию и восстановлению изображения
Элементы алгоритма JPEG

ДКП
в блоках 

8x8

Квантование 
в блоках 8x8

“зигзаг”
сканирование в 

блоках 8x8

RGB Сжатые данные, 
битовый поток

RGB -> YCbCr,
дискретизация CbCr

Y, Cb, Cr RLE
Сжатие по 
Хаффману

Уменьшение кодовой избыточности

RGB -> YCbCr

YCbCr -> RGB

ДКП

Квантование

“зигзаг” сканирование 

Zero run-length encoding, RLE

(zero_num,next_value), (zero_num,next_value),…

00000004008 -> (7,4), (2,8)

Вытягивание матриц 
8x8 в вектор 64 в 

порядке значимости 
спектральных 

компонент.

Фильтрация наименее 
значимых для 

количества 
информации 
компонент.

Групповое сжатие 
нулей, которые 

образуются 
фильтрацией 

наименее значимых 
компонент

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Подходы к сжатию и восстановлению изображения
Элементы алгоритма JPEG

ДКП
в блоках 

8x8

Квантование 
в блоках 8x8

“зигзаг”
сканирование в 

блоках 8x8

RGB Сжатые данные, 
битовый поток

RGB -> YCbCr,
дискретизация CbCr

Y, Cb, Cr RLE
Сжатие по 
Хаффману

Уменьшение кодовой избыточности

RGB -> YCbCr

YCbCr -> RGB

ДКП

Квантование

“зигзаг” сканирование 

Zero run-length encoding, RLE

(zero_num,next_value), (zero_num,next_value),…

00000004008 -> (7,4), (2,8)

Энтропийное сжатие по Хаффману

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.


