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Простота хуже воровства

(Народная мудрость)

Старушка подошла к костру, на котором сгорал Ян Гус, и сунула в него 

вязанку хвороста.

- О святая простота!- воскликнул Ян Гус. Старушка была растрогана.

- Спасибо на добром слове,- сказала она и сунула в костер еще вязанку. 

Ян Гус молчал. Старушка стояла в ожидании. Потом она спросила:

- Что ж ты молчишь? Почему не скажешь: "О святая простота"?

Ян Гус поднял глаза. Перед ним стояла старушка. Простая старушка. 

Не просто простая старушка, а старушка, гордая своей простотой.

(Феликс Кривин, «Божественные истории»)



Краткое содержание
предыдущих серий



Почему опять мозаичные морфологии?

Морфологический 
анализ Пытьева

Математические 
морфологии Серра

2002-2014 (Визильтер, Желтов, Горбацевич, Сидякин, Рубис, 
Лебедев,…) Обобщенные морфологии: селективные 

морфологии, проективные морфологии, морфологический 
анализ свидетельств, критериальные морфологии, диффузные 

морфологии,  компаративные и УМ-морфологии…

Глубокие нейронные сети превосходят все методы анализа изображений 

2012-15

Реализация 
морфологических подходов 

через ГНС

Семантико-морфологический 
анализ (семантическая 

сегментация + морфология)

Проблема 
«непрозрачности» 
ГНС

Вновь 
мозаичные 
модели 
изображений!

2016-20: Грант РНФ № 16-11-00082: «Разработка методов… на основе 
морфологического анализа изображений и машинного обучения»

Визильтер Ю.В., Желтов С.Ю., 
Бусурин В.И. Современный 
морфологический анализ и его 
применение в авиационных 
системах технического зрения. –
М.: Изд-во МАИ, 2020.

Как сделать  ГНС 
«прозрачными»?

Потребность еще раз 
переосмыслить основания 

мозаичных морфологий

Попытка подвести итог 
многолетних исследований



А что, собственно, не так с нашими морфологическими инструментами?

Морфологический 
анализ

мозаичных 
изображений

Формы-разбиения                                                                                                                 Формы-отношения

Морф. операторы                                                                                                              Формы-классы 

Сравнение по форме                                                                                                           Сравнение форм

Сравнение по сходству                                                                                                        Сравнение по сложности

Проективные операторы                                                                                                        Диффузные операторы

Четкие формы                                                                                                                 Нечеткие формы

Геометрическое сравнение                                                                                                     Статистическое сравнение

Морф. корреляция форм                                                                                                        Метрики форм        

«Так ведь что угодно можно назвать морфологией…» (С) Л.М. Местецкий

Их стало 
слишком много:

Нет внутреннего 
единства…



Теория чисел                                                                                                                 Алгебра

Геометрия                                                                                                                    Тригонометрия 

Действительный анализ                                                                                                        Комплексный анализ

Логарифмы                                                                                                                    Иррациональные числа

Производные                                                                                                                  Интегралы

Функции                                                                                                                      Системы счисления

Как могло бы выглядеть подтверждение внутреннего единства?

Тождество Эйлера:

ei+1=0

«Так ведь что угодно можно назвать математикой…»

Например, так…

Хотелось бы увидеть 
«объединительную 
формулу», которая 
сводит воедино самые 
разные аспекты 
рассматриваемого 
предмета



Морфологические инструменты: Мозаичная морфология Пытьева

ɺ ʨʘʤʢʘʭ ʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡ ʤʦʨʬʦʣʦʛʠʠ ʇʳʪʴʝʚʘ [1] ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ ʪʨʘʜʠʮʠʦʥʥʦ 

ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʶʪʩʷ ʢʘʢ ʢʫʩʦʯʥʦ-ʧʦʩʪʦʷʥʥʳʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʚʠʜʘ 
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ʛʜʝ n ï ʯʠʩʣʦ ʦʙʣʘʩʪʝʡ ʨʘʟʙʠʝʥʠʷ F ʢʘʜʨʘ  ʧʣʦʱʘʜʠ S ʥʘ ʩʚʷʟʥʳʝ 

ʥʝʧʝʨʝʩʝʢʘʶʱʠʝʩʷ ʦʙʣʘʩʪʠ ʧʦʩʪʦʷʥʥʦʡ ʷʨʢʦʩʪʠ, F={F1,é,Fn}; f=(fF1,é,fFn)
T
 ï 

ʚʝʢʪʦʨ ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʷʨʢʦʩʪʠ. ʊʘʢʠʝ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ мозаичными. 

1. Пытьев Ю.П., Чуличков А.И. Методы морфологического анализа изображений. М.: Физматлит, 2010

ʌʦʨʤʘ=ʢʣʘʩʩʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʡ:

F = { f(x,y) = i=1,..,n fi Fi(x,y), fRn} .

ʇʨʦʝʢʮʠʷ ʥʘ ʬʦʨʤʫF ïʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʠʡ ʦʧʝʨʘʪʦʨ:

gF(x,y) = PF g(x,y) = i=1,..,n gFi Fi(x,y),

gFi = (Fi,g) / ||Fi ||2, i=1,…,n.

Схема морфологической нормализации фона
для выделения изменений в сцене

берет
форму от F,

а яркость от G

Линейная комбинация значений яркости
с характеристическими функциями областей
мозаичного разбиения кадра



Морфологические инструменты: Сравнение по форме, морф. корреляция

ɺ ʨʘʤʢʘʭ ʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡ ʤʦʨʬʦʣʦʛʠʠ ʇʳʪʴʝʚʘ [1] ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ ʪʨʘʜʠʮʠʦʥʥʦ 

ʨʘʩʩʤʘʪʨʠʚʘʶʪʩʷ ʢʘʢ ʢʫʩʦʯʥʦ-ʧʦʩʪʦʷʥʥʳʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʚʠʜʘ 


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=
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,                                                                                   (1) 

ʛʜʝ n ï ʯʠʩʣʦ ʦʙʣʘʩʪʝʡ ʨʘʟʙʠʝʥʠʷ F ʢʘʜʨʘ  ʧʣʦʱʘʜʠ S ʥʘ ʩʚʷʟʥʳʝ 

ʥʝʧʝʨʝʩʝʢʘʶʱʠʝʩʷ ʦʙʣʘʩʪʠ ʧʦʩʪʦʷʥʥʦʡ ʷʨʢʦʩʪʠ, F={F1,é,Fn}; f=(fF1,é,fFn)
T
 ï 

ʚʝʢʪʦʨ ʟʥʘʯʝʥʠʡ ʷʨʢʦʩʪʠ. ʊʘʢʠʝ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ мозаичными. 

ʌʦʨʤʘ=ʢʣʘʩʩʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʡ(ʛʠʧʝʨʧʣʦʩʢʦʩʪʴ):

F = { f(x,y) = i=1,..,n fi Fi(x,y), fRn} .

ʇʨʦʝʢʮʠʷ ʥʘ ʬʦʨʤʫF ïʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʠʡ ʦʧʝʨʘʪʦʨ:

gF(x,y) = PF g(x,y) = i=1,..,n gFi Fi(x,y),

gFi = (Fi,g) / ||Fi ||2, i=1,…,n.
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ʄʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʠʝ ʢʦʵʬʬʠʮʠʝʥʪʳ ʢʦʨʨʝʣʷʮʠʠʇʳʪʴʝʚʘ

Геометрическая 
иллюстрация 
схемы 
проецирования
в пространстве 
изображений 
(формы-классы = 
гиперплоскости)
и
морфологической 
корреляции

Линейная комбинация значений яркости
с характеристическими функциями областей
мозаичного разбиения кадра

1. Пытьев Ю.П., Чуличков А.И. Методы морфологического анализа изображений. М.: Физматлит, 2010



Морфологические инструменты: Сравнение форм по сложности

ʄʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʦʝ ʩʨʘʚʥʝʥʠʝ ʤʦʟʘʠʯʥʳʭ ʬʦʨʤ по сложности ʪʨʘʜʠʮʠʦʥʥʦ 

ʦʩʫʱʝʩʪʚʣʷʝʪʩʷ ʚ ʪʝʨʤʠʥʘʭ ʦʪʥʦʰʝʥʠʷ ʯʘʩʪʠʯʥʦʛʦ ʧʦʨʷʜʢʘ çʥʝ ʩʣʦʞʥʝʝ ʧʦ 

ʬʦʨʤʝè. ʄʥʦʞʝʩʪʚʦ ʤʦʟʘʠʯʥʳʭ ʬʦʨʤ ʦʙʨʘʟʫʝʪ ʧʦ ʜʘʥʥʦʤʫ ʦʪʥʦʰʝʥʠʶ 

ʘʣʛʝʙʨʘʠʯʝʩʢʫʶ ʩʪʨʫʢʪʫʨʫ ʪʠʧʘ çʨʝʰʝʪʢʘè, ʚ ʢʦʪʦʨʦʡ ʜʣʷ ʣʶʙʳʭ ʬʦʨʤ F ʠ G 

ʤʦʞʥʦ ʫʢʘʟʘʪʴ ʬʦʨʤʫ ʙʦʣʝʝ ʩʣʦʞʥʫʶ FG ʠ ʤʝʥʝʝ ʩʣʦʞʥʫʶ FG. ɹʦʣʝʝ 

ʩʣʦʞʥʳʝ ʬʦʨʤʳ ʧʦʣʫʯʘʶʪʩʷ ʠʟ ʤʝʥʝʝ ʩʣʦʞʥʳʭ ʨʘʟʙʠʝʥʠʝʤ, ʘ ʤʝʥʝʝ ʩʣʦʞʥʳʝ 

ʠʟ ʙʦʣʝʝ ʩʣʦʞʥʳʭ ï ʩʣʠʷʥʠʝʤ ʦʙʣʘʩʪʝʡ. ɺ ʪʝʨʤʠʥʘʭ ʤʥʦʞʝʩʪʚ (ʢʣʘʩʩʦʚ) 

ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʡ, F çʥʝ ʩʣʦʞʥʝʝ ʧʦ ʬʦʨʤʝè G, ʝʩʣʠ F  G. ɺ ʪʝʨʤʠʥʘʭ 

ʧʨʦʝʢʪʦʨʦʚ, F çʥʝ ʩʣʦʞʥʝʝ ʧʦ ʬʦʨʤʝè G, ʝʩʣʠ PG PF = PF. 

1. Пытьев Ю.П., Чуличков А.И. Методы морфологического анализа изображений. М.: Физматлит, 2010

Иллюстрация 
«решетки» 
мозаичных форм

Это нам
пригодится.
Сегодня 
мы говорим
о сложности
и простоте



Морфологические инструменты: Меры сложности форм

ɺ ʨʘʙʦʪʝ [2] ʙʳʣʘ ʚʚʝʜʝʥʦ ʦʙʦʙʱʝʥʥʦʝ ʦʪʥʦʰʝʥʠʝ полного порядка, 

ʦʩʥʦʚʘʥʥʦʝ ʥʘ ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʠʠ меры сложности ʬʦʨʤʳ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʨʘʚʥʘ 0 ʜʣʷ 

ʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡ ʬʦʨʤʳ O (ʦʜʥʘ ʦʙʣʘʩʪʴ ʥʘ ʚʝʩʴ ʢʘʜʨ) ʠ ʤʦʥʦʪʦʥʥʦ ʫʚʝʣʠʯʠʚʘʝʪʩʷ 

ʧʨʠ ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʳʭ ʨʘʟʙʠʝʥʠʷʭ ʦʙʣʘʩʪʝʡ. ɼʣʷ ʤʦʟʘʠʯʥʦʛʦ ʨʘʟʙʠʝʥʠʷ F ʩ 

ʧʣʦʱʘʜʷʤʠ ʦʙʣʘʩʪʝʡ SFi = S pi, i=1,..,n ʪʘʢʦʡ ʤʝʨʦʡ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʆɻʆ-ʩʣʦʞʥʦʩʪʴ 

H(F) = i=1,..,n pi (1 ï pi),                                                                                  (2) 

ʩʚʷʟʘʥʥʘʷ ʩ ʤʝʪʨʠʢʦʡ оценки геометрических отличий (ʆɻʆ) [3]: 

dН(F,G) = j=1,..,l i=1,..,n Sij dH(Fi, Gj),                                                               (3) 

ʛʜʝ dH(Fi, Gj) = SFi + SGj ï 2Sij ï ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ ʍʵʤʤʠʥʛʘ ʤʝʞʜʫ ʦʙʣʘʩʪʷʤʠ 

ʨʘʟʙʠʝʥʠʷ Fi ʠ Gj; Sij ï ʧʣʦʱʘʜʴ ʦʙʣʘʩʪʠ Fi  Gj. ʆɻʆ-ʤʝʪʨʠʢʘ ʤʦʞʝʪ 

ʠʥʪʝʨʧʨʝʪʠʨʦʚʘʪʴʩʷ ʢʘʢ ʤʝʪʨʠʢʘ ʨʝʜʘʢʪʠʨʦʚʘʥʠʷ ʤʦʟʘʠʯʥʳʭ ʬʦʨʤ. ɼʨʫʛʘ ̫ʝʝ 

ʠʥʪʝʨʧʨʝʪʘʮʠʷ ʩʷʟʘʥʘ ʩ ʨʝʣʷʮʠʦʥʥʳʤ ʦʧʠʩʘʥʠʝʤ ʤʦʟʘʠʯʥʳʭ ʬʦʨʤ [4]. 

2. Визильтер Ю. В., Рубис А. Ю. Морфологическое сравнение образов по сложности // ММРО-16, 2013 г.
3. Визильтер Ю. В., Рубис А. Ю. Метрическое пространство форм изображений // ИОИ-9, 2012 г.
4. Визильтер Ю. В., Рубис А. Ю., Горбацевич В. С. Реляционные модели формы изображений и метрики сравнения// ИОИ-9, 2012 г.

Это нам
пригодится.
Сегодня 
мы говорим
о сложности
и простоте



Морфологические инструменты: Реляционные описания форм

4. Визильтер Ю. В., Рубис А. Ю., Горбацевич В. С. Реляционные модели формы изображений и метрики сравнения// ИОИ-9, 2012 г.

ʆʧʨʝʜʝʣʠʤ ʨʝʣʷʮʠʦʥʥʫʶ ʬʦʨʤʫ ʤʦʟʘʠʯʥʦʛʦ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ ʢʘʢ предикат 

бинарного отношения çʧʠʢʩʝʣʳ ʥʝ ʧʨʠʥʘʜʣʝʞʘʪ ʦʜʥʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠè: 

F(x,y,u,v) = {0, ʝʩʣʠ i: Fi(x,y)=Fi(u,v);                                                      (4) 

                       1, ʚ ʧʨʦʪʠʚʥʦʤ ʩʣʫʯʘʝ}. 

L
1
-ʤʝʪʨʠʢʘ ʤʝʞʜʫ ʨʝʣʷʮʠʦʥʥʳʤʠ ʬʦʨʤʘʤʠ F ʠ G ʚ ʪʦʯʥʦʩʪʠ 

ʵʢʚʠʚʘʣʝʥʪʥʘ ʆɻʆ-ʤʝʪʨʠʢʝ ʤʝʞʜʫ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʤʠ ʤʦʟʘʠʯʥʳʤʠ ʬʦʨʤʘʤʠ 

F ʠ G: 

d(F,G) = || F(x,y,u,v) ï G(x,y,u,v) || = 

= i=1,..,n j=1,..,m Sij (SFi + SGj ï 2Sij) = i=1,..,n j=1,..,m Sij dH(Fi,Gj) = dН(F,G).  (5) 

ɿʥʘʯʠʪ, ʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʦʝ ʟʥʘʯʝʥʠʝ L
1
-ʥʦʨʤʳ ʨʝʣʷʮʠʦʥʥʦʡ ʬʦʨʤʳ F 

H(F) = (|| F || ï || O ||) / (|| I || ï || O ||) = d(F,O) / d(I,O) =  

= i=1,..,n SFi (1 ï SFi) / S
2 
= i=1,..,n pi (1 ï pi) = dH(F,O) / dH(I,O) = H(F),       (6) 

ʝʩʪʴ ʥʠʯʪʦ ʠʥʦʝ, ʢʘʢ ʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʘʷ ʆɻʆ-ʩʣʦʞʥʦʩʪʴ H(F) (2). 

Это нам
пригодится.
Сегодня 
мы говорим
о сложности
и простоте



Морфологические инструменты: Морфологический коэффициент корреляции форм
ʅʝʯʝʪʢʘʷ(ʜʠʬʬʫʟʥʘʷ[5]) ʤʦʟʘʠʯʥʘʷʤʦʜʝʣʴGF ʚʦʟʥʠʢʘʝʪʢʘʢпроекция

мозаичной модели на другую мозаичную модель: GF = PF G  GF = PF G.

ʆʧʨʝʜʝʣʠʤморфологический коэффициент корреляции форм(ʄʂʂʌ):

KM(G,F) = ||PF G || / ||G ||= ||GF(x,y) || / ||G(x,y) ||. (8)

ʇʦʜʩʪʘʚʠʚ(7) ʚ(8) ʧʦʣʫʯʠʤʷʚʥʦʝʚʳʨʘʞʝʥʠʝʜʣK̫M(G,F):

KM
2(G,F) = ||GF(x,y) ||2 / ||G(x,y) ||2 =

= j=1,..,m i=1,..,n Sij
2 / (S SFi) = j=1,..,m i=1,..,n pij

2 / pFi, (9)

ʛʜʝpij = Sij / S, pFi = SFi / S.

ɺʳʨʘʞʝʥʠʝ(9) ʫʞʝ ʙʳʣʦ ʨʘʥʝʝ ʧʦʣʫʯʝʥʦ ʥʘʤʠ ʠʟ ʩʪʘʪʠʩʪʠʯʝʩʢʠʭ 

ʩʦʦʙʨʘʞʝʥʠʡ [6]. ʊʦʛʜʘ ʙʳʣʦ ʧʨʝʜʣʦʞʝʥʦ ʥʘʟʳʚʘʪʴ 

среднеквадратичным эффективным коэффициентом 

морфологической корреляции(ʉʂʄʂ) ʬʦʨʤ Fʠ Gʢʦʨʝʥʴ ʠʟ 

ʦʪʥʦʰʝʥʠʷ ʩʨʝʜʥʝʛʦ ʢʚʘʜʨʘʪʘ ʥʦʨʤʳ ʧʨʦʝʢʮʠʠ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ ʠʟ Fʥʘ 

ʬʦʨʤʫ Gʢ ʩʨʝʜʥʝʤʫ ʢʚʘʜʨʘʪʫ ʥʦʨʤʳ ʧʨʦʝʮʠʨʫʝʤʦʛʦ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ. 

6. Vizilter, Y. V. and Zheltov, S. Y.: Geometrical Correlation and Matching of 2D Image Shapes, ISPRS Ann. 
Photogramm. Remote Sens. Spatial Inf. Sci., I-3, 191-196, doi:10.5194/isprsannals-I-3-191-2012, 2012.

Геометрическая 

иллюстрация 

множества 

проекций образов 

формы F на 

форму G.

Статистическая
морфологическая
корреляция
форм

5. Yu. V. Vizilter, V. S. Gorbatsevich, A. Yu. Rubis, and S. Yu. Zheltov. Shape-Based Image Matching Using Heat Kernels 
and Diffusion Maps. // Int. Arch. Photogramm. Remote Sens. Spatial Inf. Sci. – Volume XL-3, 2014, pp. 357-364.



«ФОРМУЛА ЭЙЛЕРА» ДЛЯ МОРФОЛОГИЧЕСКОГО АНАЛИЗА МОЗАИЧНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

ʉʨʘʚʥʠʚʘʷ ʧʨʠ ʧʦʤʦʱʠ KM
2
 ʬʦʨʤʫ F ʩ ʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡ ʬʦʨʤʦʡ O: 
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ʣʝʛʢʦ ʫʙʝʜʠʪʴʩʷ, ʯʪʦ: 

H(F) = i=1,..,n pFi (1 ï pFi) = i=1,..,n pFi ï i=1,..,n pFi
2
 = 1 ï KM

2
(F,O).    (11) 

ʊʘʢʠʤ ʦʙʨʘʟʦʤ, ʤʝʨʘ ʩʣʦʞʥʦʩʪʠ H(F) ʦʢʘʟʘʣʘʩʴ ʥʝʧʦʩʨʝʜʩʪʚʝʥʥʦ ʩʚʷʟʘʥʘ ʩ 

ʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʦʡ ʢʦʨʨʝʣʷʮʠʝʡ KM
2
(F,O). ɹʦʣʝʝ ʪʦʛʦ, ʪʝʧʝʨʴ ʤʦʞʥʦ ʟʘʧʠʩʘʪʴ: 

H(F) = || F – O ||L1 / || I – O ||L1 = dH(F,O) / dH(I,O) = 1 ï KM
2
(F,O).    (12) 

Формула (12) не так красива, как тождество Эйлера, 
но она действительно связывает все инструменты 

мозаичного морфологического анализа

Схематично это можно изобразить примерно так…

Все это нам
пригодится.
Сегодня 
мы говорим
о сложности
и простоте

7. Ю.В. Визильтер, О.В. Выголов, С.Ю. Желтов. «Формула Эйлера» для морфологического анализа мозаичных 
изображений // Конференция ИОИ-13, Москва, 8-11 декабря 2020.



«ФОРМУЛА ЭЙЛЕРА» ДЛЯ МОРФОЛОГИЧЕСКОГО АНАЛИЗА МОЗАИЧНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

H(F)  =

= || F – O ||L1 / || I – O ||L1 =

= dH(F,O) / dH(I,O) =

= 1 ïKM
2(F,O)

Результат-2020: Все инструменты мозаичного морфологического 
анализа оказались связаны одним тождеством

Формы-разбиения                                                                                                                 Формы-отношения

Морф. операторы                                                                                                              Формы-классы 

Сравнение по форме                                                                                                           Сравнение форм

Сравнение по сходству                                                                                                        Сравнение по сложности

Проективные операторы                                                                                                        Диффузные операторы

Четкие формы                                                                                                                 Нечеткие формы

Геометрическое сравнение                                                                                                     Статистическое сравнение

Морф. корреляция форм                                                                                                        Метрики форм        

Раз так, нельзя ли вообще все это разнообразие свести к одной базовой сущности?



Морфологическая
теория простоты



Наблюдение: квадрат МККФ формы F с простейшей формой O дополняет сложность F

ʉʨʘʚʥʠʚʘʷ ʧʨʠ ʧʦʤʦʱʠ KM
2
 ʬʦʨʤʫ F ʩ ʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡ ʬʦʨʤʦʡ O: 

 ==
==

ni Fini
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S
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2
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2

2 ),(
,                                                  (10) 

ʣʝʛʢʦ ʫʙʝʜʠʪʴʩʷ, ʯʪʦ: 

H(F) = i=1,..,n pFi (1 ï pFi) = i=1,..,n pFi ï i=1,..,n pFi
2
 = 1 ï KM

2
(F,O).    (11) 

ʊʘʢʠʤ ʦʙʨʘʟʦʤ, ʤʝʨʘ ʩʣʦʞʥʦʩʪʠ H(F) ʦʢʘʟʘʣʘʩʴ ʥʝʧʦʩʨʝʜʩʪʚʝʥʥʦ ʩʚʷʟʘʥʘ ʩ 

ʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʦʡ ʢʦʨʨʝʣʷʮʠʝʡ KM
2
(F,O). ɹʦʣʝʝ ʪʦʛʦ, ʪʝʧʝʨʴ ʤʦʞʥʦ ʟʘʧʠʩʘʪʴ: 

H(F) = || F – O ||L1 / || I – O ||L1 = dH(F,O) / dH(I,O) = 1 ï KM
2
(F,O).    (12) 

Величину, дополнительную к  
морфологической сложности, 

естественно назвать 
морфологической простотой.

Исследуем ее свойства.

Морфологическая простота:

q(F) = 1ïH(F). (13)

ʇʫʩʪʴʧʣʦʱʘʜʴʢʘʜʨʘS=1, ʪʦʛʜʘʠʟтождества сложности (12) ʤʦʞʥʦ

ʧʦʣʫʯʠʪʴʩʣʝʜʫʶʱʝʝтождество простоты:

q(F) = i=1,..,n pFi
2 = ||F ||L1 = 1 – dH(F,O) = KM

2(F,O), (14)

ʛʜʝ ʨʝʣʷʮʠʦʥʥʘʷ ʬʦʨʤʘ ʦʧʠʩʳʚʘʝʪʩʷ моделью сходстваïпредикатом 

бинарного отношенияçʧʠʢʩʝʣʳ ʧʨʠʥʘʜʣʝʞʘʪ ʦʜʥʦʡ ʦʙʣʘʩʪʠè: 

F(x,y,u,v) = i=1,..,n Fi(x,y) Fi(u,v) = { 1, ʝʩʣʠi: Fi(x,y)=Fi(u,v); (15)

0, ʚʧʨʦʪʠʚʥʦʤʩʣʫʯʘʝ}.



Свойства простоты 

ʉʚʦʡʩʪʚʦ1.ʇʨʦʩʪʦʪʘïʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʘʷʚʝʣʠʯʠʥʘq(F)[0,1].

ɼʦʢʘʟʘʪʝʣʴʩʪʚʦʩʣʝʜʫʝʪʠʟ(14)

i=1,..,n pFi = 1, pFi 0, i=1,..,n  q(F) = i=1,..,n pFi
2 [0,1].

ʉʚʦʡʩʪʚʦ2.ʇʨʦʩʪʦʪʘʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡʬʦʨʤʳOʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʘ: q(O)=1.

ʕʤʧʠʨʠʯʝʩʢʠʵʪʦʩʣʝʜʫʝʪʠʟʪʦʛʦ,ʯʪʦʜʣʧ̫ʨʦʩʪʝʡʰʝʡʬʦʨʤʳn=1,

pO1 = 1, q(F) = pO1
2 = 1.

*ʄʦʟʘʠʯʥʳʝ ʨʘʟʙʠʝʥʠʷ F ʠGʙʫʜʝʤ ʥʘʟʳʚʘʪʴ независимыми, ʝʩʣʠ ʢʘʞʜʘʷ 

ʦʙʣʘʩʪʴ ʠʭ ʩʫʧʨʝʤʫʤʘʧʦ ʩʣʦʞʥʦʩʪʠ W=FGʫʜʦʚʣʝʪʚʦʨʷʝʪ ʫʩʣʦʚʠʷʤ:

pWij / pGj = pFi, pWij / pFi = pGj, i=1,..,n, j=1,..,m.

ʉʚʦʡʩʪʚʦ3. ɼʣ н̫езависимых ʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤʧʨʦʩʪʦʪʘʠʭ

ʩʫʧʨʝʤʫʤʘʧʦʩʣʦʞʥʦʩʪʠʨʘʚʥʘʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʶʧʨʦʩʪʦʪʳʵʪʠʭʬʦʨʤ:

q(FG) = q(F) q(G).



Свойства простоты 

ʉʚʦʡʩʪʚʦ1.ʇʨʦʩʪʦʪʘïʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʘʷʚʝʣʠʯʠʥʘq(F)[0,1].

ɼʦʢʘʟʘʪʝʣʴʩʪʚʦʩʣʝʜʫʝʪʠʟ(14)

i=1,..,n pFi = 1, pFi 0, i=1,..,n  q(F) = i=1,..,n pFi
2 [0,1].

ʉʚʦʡʩʪʚʦ2.ʇʨʦʩʪʦʪʘʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡʬʦʨʤʳOʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʘ: q(O)=1.

ʕʤʧʠʨʠʯʝʩʢʠʵʪʦʩʣʝʜʫʝʪʠʟʪʦʛʦ,ʯʪʦʜʣʧ̫ʨʦʩʪʝʡʰʝʡʬʦʨʤʳn=1,

pO1 = 1, q(F) = pO1
2 = 1.

ɺʳʚʦʜ ʫʩʣʦʚʠʷ ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʦʩʪʠ ʬʦʨʤ. ʆʙʦʟʥʘʯʠʤ W=FG :

q(FG) = i=1,..,n j=1,..,m pWij
2 = q(F) q(G) = i=1,..,n pFi

2 j=1,..,m pGj
2 =

= i=1,..,n j=1,..,m pFi
2 pGj

2 = i=1,..,n j=1,..,m (pFi pGj)
2  pWij = pFi pGj, i=1,..,n, j=1,..,m.

ʉʚʦʡʩʪʚʦ3. ɼʣ ʥ̫ʝʟʘʚʠʩʠʤʳʭʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤʧʨʦʩʪʦʪʘʠʭ

ʩʫʧʨʝʤʫʤʘʧʦʩʣʦʞʥʦʩʪʠ)ʨʘʚʥʘʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʶʧʨʦʩʪʦʪʳʵʪʠʭʬʦʨʤ:

q(FG) = q(F) q(G).
Нормированная

площадь пересечения 
любых двух областей 

из F и G равна 
произведению их 

нормированных 
площадей



Свойства простоты 

ʉʚʦʡʩʪʚʦ1.ʇʨʦʩʪʦʪʘïʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʘʷʚʝʣʠʯʠʥʘq(F)[0,1].

ɼʦʢʘʟʘʪʝʣʴʩʪʚʦʩʣʝʜʫʝʪʠʟ(14)

i=1,..,n pFi = 1, pFi 0, i=1,..,n  q(F) = i=1,..,n pFi
2 [0,1].

ʉʚʦʡʩʪʚʦ2.ʇʨʦʩʪʦʪʘʧʨʦʩʪʝʡʰʝʡʬʦʨʤʳOʤʘʢʩʠʤʘʣʴʥʘ: q(O)=1.

ʕʤʧʠʨʠʯʝʩʢʠʵʪʦʩʣʝʜʫʝʪʠʟʪʦʛʦ,ʯʪʦʜʣʧ̫ʨʦʩʪʝʡʰʝʡʬʦʨʤʳn=1,

pO1 = 1, q(F) = pO1
2 = 1.

ʉʚʦʡʩʪʚʦ3. ɼʣ ʥ̫ʝʟʘʚʠʩʠʤʳʭʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤʧʨʦʩʪʦʪʘʠʭ

ʩʫʧʨʝʤʫʤʘʧʦʩʣʦʞʥʦʩʪʠ)ʨʘʚʥʘʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʶʧʨʦʩʪʦʪʳʵʪʠʭʬʦʨʤ:

q(FG) = q(F) q(G).

ʕʪʦ ʫʩʣʦʚʠʝ ʙʳʣʦ ʨʘʥʝʝ ʚʚʝʜʝʥʦ ʇʳʪʴʝʚʳʤʠʤʝʥʥʦ ʢʘʢ ʫʩʣʦʚʠʝ 

независимостиʠʣʠ ортогональностиʬʦʨʤ F ʠG. ʉʤʳʩʣ ʪʝʨʤʠʥʘ 

çʦʨʪʦʛʦʥʘʣʴʥʦʩʪʴè ʚ ʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʦʤ ʘʥʘʣʠʟʝ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʡ 

ʩʚʷʟʘʥʘ ʩ ʪʝʤ, ʯʪʦ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ fF, ʥʦʨʤʘ ʧʨʦʝʢʮʠʠ 

ʮʝʥʪʨʠʨʦʚʘʥʥʦʛʦ ʠʟʦʙʨʘʞʝʥʠʷ f* = f ïfOʥʘ Gʨʘʚʥʘ 0. 

Пример независимых форм

F G



Эти свойства напоминают свойства вероятностной меры! 

Наблюдение 1: ʇʨʦʩʪʦʪʘq(F) ʵʪʦʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʘʷʥʘ[0,1] ʬʫʥʢʮʠʷ,

ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʥʘʷʥʘʤʥʦʞʝʩʪʚʝʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤ.

Что нужно, чтобы ее можно было назвать вероятностной мерой?

ɼʣ ʚ̫ʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡʭʘʨʘʢʪʝʨʥʳмультипликативность ʥʘнезависимых

ʩʦʙʳʪʠʷʭʠаддитивностьʥʘнесовместных:

- AʠB независимыʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B), ʛʜʝAB = A и B;

- AʠB несовместныʝʩʣʠPr(A+B) = Pr(A)+Pr(B), ʛʜʝA+B = A или B.

ɼʣс̫овместныхʩʦʙʳʪʠʡïправило сложения вероятностей:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

ʄʦʞʥʦ ʣʠ ʥʘʡʪʠ ʘʥʘʣʦʛʠʯʥʳʝ ʧʦʥʷʪʠʷ ʜʣʷ ʤʦʟʘʠʯʥʳʭ ʬʦʨʤ?

Наблюдение 2: мультипликативностьʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦ ʥʘʙʣʶʜʘʝʪʩʷ!

ʇʦʵʪʦʤʫ аналогом произведения(ʣʦʛʠʯʝʩʢʦʛʦ и) ʤʦʟʘʠʯʥʳʭ ʬʦʨʤ F ʠG

ʤʦʞʥʦ ʩʯʠʪʘʪʴ ʠʭ супремум по сложности W=FG.



Эти свойства напоминают свойства вероятностной меры! 

Гипотеза:ʧʨʝʜʧʦʣʦʞʠʤ, ʯʪʦ ʘʥʘʣʦʛ ʧʨʘʚʠʣʘ 

ʩʣʦʞʝʥʠʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʠʤʝʝʪ ʚʠʜ:

q(FG) = q(F) + q(G) ïq(FG).



Эти свойства напоминают свойства вероятностной меры! 

Гипотеза:ʧʨʝʜʧʦʣʦʞʠʤ, ʯʪʦ ʘʥʘʣʦʛ ʧʨʘʚʠʣʘ 

ʩʣʦʞʝʥʠʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʠʤʝʝʪ ʚʠʜ:

q(FG) = q(F) + q(G) ïq(FG).

ʇʨʦʚʝʨʠʤ ʵʪʦ ʚʳʨʘʞʝʥʠʝ ʜʣʷ ʩʘʤʦʛʦ ʧʨʦʩʪʦʛʦ 

ʧʨʠʤʝʨʘ ʜʚʫʭ ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʳʭ ʬʦʨʤ ʠʟ ʜʚʫʭ 

ʦʙʣʘʩʪʝʡ:

q(FG) = 1; q(F) = q(G) = 0,5; q(FG) = 0,25
F G

FG

FG

слияние областей

слияние областей



Эти свойства напоминают свойства вероятностной меры! 

Гипотеза:ʧʨʝʜʧʦʣʦʞʠʤ, ʯʪʦ ʘʥʘʣʦʛ ʧʨʘʚʠʣʘ 

ʩʣʦʞʝʥʠʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʠʤʝʝʪ ʚʠʜ:

q(FG) = q(F) + q(G) ïq(FG).

ʇʨʦʚʝʨʠʤ ʵʪʦ ʚʳʨʘʞʝʥʠʝ ʜʣʷ ʩʘʤʦʛʦ ʧʨʦʩʪʦʛʦ 

ʧʨʠʤʝʨʘ ʜʚʫʭ ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʳʭ ʬʦʨʤ ʠʟ ʜʚʫʭ 

ʦʙʣʘʩʪʝʡ:

q(FG) = 1; q(F) = q(G) = 0,5; q(FG) = 0,25 

q(FG) = 1 0,75 = q(F) + q(G) ïq(FG).

Наблюдение 3: ʜʣʷ ʝʜʠʥʩʪʚʝʥʥʦʡ ʠʟʚʝʩʪʥʦʡ 

ʥʘʤ ʧʘʨʳ ʦʧʝʨʘʮʠʡ (,) ʥʘ ʤʥʦʞʝʩʪʚʝ 

ʤʦʟʘʠʯʥʳʭ ʬʦʨʤ ʛʠʧʦʪʝʟʘ ʦ ʪʦʤ, ʯʪʦ простота

ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʥʦʡ ʤʝʨʦʡ ʥʝ 

ʦʧʨʘʚʜʳʚʘʝʪʩʷ.

F G

FG

FG

слияние областей

слияние областей

Неужели аналогия простоты с 
вероятностью была всего лишь 
случайностью? Ведь нам не хватает 
одной операции и одного свойства…



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A B

пространство событий с операциями (,)

ʄʥʦʞʝʩʪʚʦT = 2B ʚʩʝʭʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚ(ʙʫʣʝʘʥ) ʥʝʢʦʪʦʨʦʛʦʤʥʦʞʝʩʪʚʘʙʘʟʦʚʳʭʵʣʝʤʝʥʪʦʚB

ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʝʪʤʥʦʞʝʩʪʚʫʦʪʦʙʨʘʞʝʥʠʡʠʟB ʚ{ 0,1} . ʀʥʳʤʠʩʣʦʚʘʤʠ,ʢʘʞʜʦʤʫʵʣʝʤʝʥʪʫtT

ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʝʪиндикаторная функция

t(bB) = { 1, ʝʩʣʠbt;

0ïʚʧʨʦʪʠʚʥʦʤʩʣʫʯʘʝ}.



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A B

ʉʦʦʪʚʝʪʩʪʚʝʥʥʦʦʩʥʦʚʥʳʝʦʧʝʨʘʮʠʠʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʷ() ʠʧʝʨʝʩʝʯʝʥʠʷ() ʜʚʫʭʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚ

t,rT ʵʢʚʠʚʘʣʝʥʪʥʳʦʧʝʨʘʮʠʷʤʚʟʷʪʠʷпоэлементного минимума и максимума индикаторных

функций: tr(b) = min(t(b), r(b)),

tr(b) = max(t(b), r(b)).

пространство событий с операциями (,)



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A B

ʇʫʩʪʴʯʠʩʣʦʙʘʟʦʚʳʭʵʣʝʤʝʥʪʦʚʚBʢʦʥʝʯʥʦʠʨʘʚʥʦn.

ɺʚʝʜʝʤʬʫʥʢʮʠʶобъемаʤʥʦʞʝʩʪʚʘtT, ʢʦʪʦʨʘʷʨʘʚʥʘʢʦʣʠʯʝʩʪʚʫʵʣʝʤʝʥʪʦʚʚt.

N(t) = ||t(b) ||1 = bB t(b),

НаибольшееʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚʦBTʙʫʜʝʪʚʢʣʶʯʘʪʴʚʩʝʙʷʚʩʝɻʣʝʤʝʥʪʳʠʟB: N(B) = n.

НаименьшееʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚʦTʥʝʙʫʜʝʪʚʢʣʶʯʘʪʴʥʠʦʜʥʦʛʦʵʣʝʤʝʥʪʘʠʟB: N() = 0.

пространство событий с операциями (,)



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A B

ʊʝʧʝʨʴʤʦʞʥʦʚʚʝʩʪʠʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʫʶʬʫʥʢʮʠʶдолиʵʣʝʤʝʥʪʦʚʠʟB,ʧʨʠʩʫʪʩʪʚʫʶʱʠʭʚtT:

p(t) = N(t) / N(B),

ʜʣʢ̫ʦʪʦʨʦʡʣʝʛʢʦʧʦʢʘʟʘʪʴ,ʯʪʦ:

p(t) [0,1]; p() = 0; p(B) = 1;

p(tr) = p(t) + p(r) ïp(tr).

пространство событий с операциями (,)



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A

B

ʅʘʟʦʚʝʤнесовместнымиʪʘʢʠʝʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚʘt,rT,ʢʦʪʦʨʳʝне пересекаются,

ʪʦʝʩʪʴtr =, ʠʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦ

p(tr) = p(t) + p(r) ïp(tr) = p(t) + p(r) ïp() = p(t) + p(r).

пространство событий с операциями (,)



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A B

ʅʘʟʦʚʝʤнезависимыми ʪʘʢʠʝʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚʘt,rT, ʜʣ ʢ̫ʦʪʦʨʳʭдоля ʵʣʝʤʝʥʪʦʚʦʜʥʦʛʦ

ʤʥʦʞʝʩʪʚʘʚʜʨʫʛʦʤ(относительная доля ʠʭʧʝʨʝʩʝʯʝʥʠʷ)ʪʘʢʘʷʞʝ,ʢʘʢʠдоля ʵʣʝʤʝʥʪʦʚʵʪʦʛʦ

ʤʥʦʞʝʩʪʚʘʚʠʩʭʦʜʥʦʤʙʘʟʦʚʦʤʤʥʦʞʝʩʪʚʝ: p(r) = N(tr) / N(t), p(t) = N(tr) / N(r).

ʆʪʩʶʜʘʩʨʘʟʫʩʣʝʜʫʝʪ,ʯʪʦʜʣʥ̫ʝʟʘʚʠʩʠʤʳʭʵʣʝʤʝʥʪʦʚN(tr) = N(t) p(r) = p(t) N(r). 

p(tr) = p(t) p(r), ʪʦʝʩʪʴдоляʧʝʨʝʩʝʯʝʥʠʷʪʘʢʠʭʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚʝʩʪʴʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʠʭдолей.

пространство событий с операциями (,)



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A B

ʅʘʟʦʚʝʤнезависимыми ʪʘʢʠʝʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚʘt,rT, ʜʣ ʢ̫ʦʪʦʨʳʭдоля ʵʣʝʤʝʥʪʦʚʦʜʥʦʛʦ

ʤʥʦʞʝʩʪʚʘʚʜʨʫʛʦʤ(относительная доля ʠʭʧʝʨʝʩʝʯʝʥʠʷ)ʪʘʢʘʷʞʝ,ʢʘʢʠдоля ʵʣʝʤʝʥʪʦʚʵʪʦʛʦ

ʤʥʦʞʝʩʪʚʘʚʠʩʭʦʜʥʦʤʙʘʟʦʚʦʤʤʥʦʞʝʩʪʚʝ: p(r) = N(tr) / N(t), p(t) = N(tr) / N(r).

ʆʪʩʶʜʘʩʨʘʟʫʩʣʝʜʫʝʪ,ʯʪʦʜʣʥ̫ʝʟʘʚʠʩʠʤʳʭʵʣʝʤʝʥʪʦʚN(tr) = N(t) p(r) = p(t) N(r). 

p(tr) = p(t) p(r), ʪʦʝʩʪʴдоляʧʝʨʝʩʝʯʝʥʠʷʪʘʢʠʭʧʦʜʤʥʦʞʝʩʪʚʝʩʪʴʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʠʭдолей.

пространство событий с операциями (,)



Откуда берутся свойства вероятностной меры? 

ɼʣʷ ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ ʥʘ ʩʦʙʳʪʠʷʭ:

- Aʠ B независимы

ʝʩʣʠPr(AB) = Pr(A) Pr(B),

ʛʜʝ AB = A и B; 

- Aʠ B несовместны

ʝʩʣʠ Pr(A+B) = Pr(A)+Pr(B),

ʛʜʝ A+B = A или B.

ɼʣʷ совместныхʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʝʡ:

Pr(A+B) = Pr(A) + Pr(B) ïPr(AB).

A B

ʇʦʩʦʚʦʢʫʧʥʦʩʪʠʩʚʦʡʩʪʚ,долевая функция (L1-норма индикаторной

функции события, деленная на норму B) p(t) ʝʩʪʴвероятностная мера

ʥʘT = 2B, ʩʦʛʣʘʩʦʚʘʥʥʘʷʩʦʪʥʦʰʝʥʠʝʤвключения: (t r)  p(t) p(r).

пространство событий с операциями (,)



Простота – это L1-норма индикаторной функции в пространстве отношений!  

ʈʘʩʩʤʦʪʨʠʤʤʥʦʞʝʩʪʚʦʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤʢʘʢʚʣʦʞʝʥʠʝʚ2, ʛʜʝ= .

ʆʧʨʝʜʝʣʠʤʦʧʝʨʘʮʠʠобъединения () ʠпересечения () ʜʚʫʭформ F,G:

FG(x,y,u,v) = min(F(x,y,u,v), G(x,y,u,v)), знакомая операция ()

FG(x,y,u,v) = max(F(x,y,u,v), G(x,y,u,v)). новая операция!

Простота q(F)[0,1] ʝʩʪʴвероятностная мераʥʘ(,,), ʧʦʩʢʦʣʴʢʫ:

q(O) = 1ʜʣп̫ростейшей формы O (O(x,y,u,v) 1);

q() = 0ʜʣс̫ложнейшей формы ((x,y,u,v) 0);

q(FG) = q(F) + q(G) ïq(FG); (правило сложения простоты)

q(FG) = q(F) + q(G) ʜʣн̫есовместныхʬʦʨʤ(FG=);

q(FG) = q(F)q(G) ʜʣн̫езависимыхʬʦʨʤ(q(FG)/q(F) = q(G)).

q(F) = || F ||L1



Вложение множества мозаичных форм в 2, где = 

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1

0

F2

1

1

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3

G

G1

G2

G3

F(x,y,u,v) =

= i=1,..,n Fi(x,y) Fi(u,v) =

= { 1, ʝʩʣʠi: Fi(x,y)=Fi(u,v);

0ïʚʧʨʦʪʠʚʥʦʤʩʣʫʯʘʝ}.
0

F G



Отношение «не сложнее по форме» как включение в 

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1

0

F2

1

1

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3

q G

G1

G2

G30

F G



более сложные формы 
получаются из менее 
сложных разбиением, а 
менее сложные из более 
сложных – слиянием 
областей.

Реляционные модели более 
сложных форм целиком 
принадлежат реляционным 
моделям менее сложных 
форм (пикселы, которые 
связаны в более сложной 
форме, связаны и в более 
простой)



Операции над формами в (пересечение)

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 
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1

F1 F2

F
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G1 G2    G3

G1       G2       G3
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G1

G2

G3

F G FG

G1       G2       G3
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G2

G3

F1 F2

F1

F2



Операции над формами в (пересечение)

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1 F2

1

1

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3
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G1
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G3

F G FG

G1       G2       G3

FG

G1

G2

G3

11      12 22     32

F1 F2

F1

F2

FG



Операции над формами в (объединение)

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1 F2

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3

G

G1

G2

G3

F G F G

G1       G2       G3

G1

G2

G3

F1 F2

F1

F2

q(FG) = q(F) + q(G) ïq(FG)

правило сложения простоты



Операции над формами в (объединение)

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1 F2

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3

G

G1

G2

G3

F G F G

G1       G2       G3

G1

G2

G3

F1 F2

F1

F2

ɻʝʦʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠʡ ʩʤʳʩʣ 

ʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʷ ʬʦʨʤ, ʚʦʦʙʱʝ 

ʛʦʚʦʨʷ, пока неясен:

ʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʝ ʬʦʨʤ 

(FG): FG(x,y,u,v) 

ʥʝʣʴʟʷ ʧʨʝʜʩʪʘʚʠʪʴ ʚ 

çʙʣʦʯʥʦ-ʜʠʘʛʦʥʘʣʴʥʦʤè 

ʚʠʜʝ.
Это не мозаичная форма!



Простейшая и сложнейшая формы в 

Форма в 

Форма в 

O I 

q(O) = 1 ʜʣʷ простейшей формы O (O(x,y,u,v) 1) q() = 0 ʜʣʷ сложнейшей формы ((x,y,u,v) 0)

Одна область:
Все пикселы 
связаны

Пиксельное разбиение:
Каждый пиксел - отдельная 
область, связан только с собой

«Пустая» форма (вакуум):
Ни одной области, пикселы не 
связаны даже сами с собой

Это не 
мозаичная 

форма!

Это 
мозаичная 

форма



Несовместные формы в 

Локализованная мозаичная форма в 

Локализованная мозаичная форма в 

F1F G3G

F G F G

G1

G2

G3

F1 F2

F1

F2

F2

q(FG) = q(F) + q(G)

ʜʣн̫есовместныхʬʦʨʤ

(FG=);



Независимые формы в 

Локализованная мозаичная форма в 

Локализованная мозаичная форма в 

F1F

G2

G1

G

F G FG

F2

12

11 21

22

FG FG

11 12      21     22 11 12      21     22 11 12      21     22

11

12

21

22

11

12

21

22

11

12

21

22

q(FG) = q(F)q(G) ʜʣʷ независимыхʬʦʨʤ,

ʪʘʢʠʭ, ʯʪʦ q(FG)/q(F) = q(G)

Доля

FG

ʚ F

ʪʘʢʘʷ ʞʝ, 

ʢʘʢ

Доля

G

ʚ



Теория простоты форм как аналог теории вероятности для событий

ʇʦʘʥʘʣʦʛʠʠʩ теорией вероятностей, ʩʚʷʟʘʥʥʦʡʩʤʥʦʞʝʩʪʚʦʤ

событий,ʦʧʝʨʘʮʠʷʤʠ(ʀ,ʀʃʀ)ʠʤʝʨʦʡçвероятность события»,

ʧʨʝʜʣʘʛʘʝʪʩʷʪʘʢʫʶʢʦʥʩʪʨʫʢʮʠʶʥʘʤʥʦʞʝʩʪʚʝреляционных форм ʩ

ʦʧʝʨʘʮʠʷʤʠ(,) ʠ ʤʝʨʦʡçпростота формы» ʥʘʟʳʚʘʪʴ

морфологической теорией простоты.

ɹʘʟʦʚʘʷʠʥʪʫʠʮʠʷ(ʧʦʯʝʤʫпростотаʵʪʦʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʴ):

Простотаʠʤʝʝʪ ʩʤʳʩʣ геометрической вероятности: ʵʪʦ 

ʚʝʨʦʷʪʥʦʩʪʴʩʣʫʯʘʡʥʦʡ ʧʘʨʳ ʪʦʯʝʢ ʧʦʧʘʩʪʴ ʚ ʦʜʥʫ ʦʙʣʘʩʪʴ ʬʦʨʤʳ.



Простота как внутренняя геометрическая вероятность

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1

0

F2

1

1

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3

G

G1

G2

G3

0

Понятие «геометрической 
вероятности» хорошо известно. 
Оно вводится обычно для 
непрерывных пространств событий, 
вложенных в Rn.
Геометрическая 
вероятность события А
определяется отношением:
p(A)=m(A)/m(G),
где m(G), m(A) – геометрические меры 
(длины, площади или объемы) всего 
пространства элементарных исходов G
и события А соответственно.
В 1D случае это длины отрезков, 
в двумерном – площади фигур, 
в трехмерном – объемы тел,
в = – 4D объемы форм.

q(F) = i=1,..,n pFi
2



Простота как внутренняя геометрическая вероятность

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1

0

F2

1

1

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3

G

G1

G2

G3

0

Простота формы – это 
геометрическая вероятность для 
случайной пары точек попасть в одну 
область данного разбиения. 
Совместная простота двух форм –
это вероятность случайной пары точек 
попасть в одну область разбиения в 
обеих формах одновременно и так 
далее. 
Важно: Простота - это 
морфологическая или внутренняя 
геометрическая вероятность, 
связанная с морфологией (внутренней 
геометрией) данной конкретной 
формы, а не со статистическим 
ансамблем форм или классом 
изображений данной формы.

q(F) = i=1,..,n pFi
2



Простота как внутренняя геометрическая вероятность

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1

0

F2

1

1

F1 F2

F

F1

F2

O

0

С внутренней статистической точки 
зрения, каждое изображение или его 
описание (форма) представляет 
собой не одно, а целую выборку 
наблюдений (относительно пар 
точек). Поэтому мы можем в теории 
простоты статистически 
анализировать отдельные 
наблюдения форм, а не их ансамбли.
Например, какова вероятность 
наблюдения простейшей формы O?
В любом внешне-статистическом 
подходе – очень маленькая, поскольку 
эта форма уникальна. Между тем, 
внутренняя геометрическая 
вероятность для случайной пары 
точек принадлежать одной области в O 
максимальна, поэтому простота 
наблюдения O равна 1. 



Теория простоты как основа морфологического анализа (известные инструменты)

ʃʝʛʢʦʧʦʢʘʟʘʪʴ,ʯʪʦʚʩʝʠʥʩʪʨʫʤʝʥʪʳʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʦʛʦʘʥʘʣʠʟʘ

ʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤʤʦʞʥʦʟʘʥʦʚʦʚʚʝʩʪʠʥʘʦʩʥʦʚʝʪʝʦʨʠʠʧʨʦʩʪʦʪʳ.

ɺʯʘʩʪʥʦʩʪʠ,морфологический коэффициент корреляции форм(ʄʂʂʌ)

ʠʤʝʝʪʚʠʜ:

KM
2(G,F) = i=1,..,n pi j=1,..,m q(Gj | Fi) = i=1,..,n j=1,..,m pij

2 / pi,

ʛʜʝq(Gj | Fi) = q(Gj Fi) / q(Fi) ïусловная простота GjʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦFi.

ʀʥʳʤʠʩʣʦʚʘʤʠ,ʢʚʘʜʨʘʪʄʂʂʌɻ ʪʦсредняя по кадру локальная условная

простота GʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦF.



Теория простоты как основа морфологического анализа (новые инструменты)

ɺʚʝʜʝʤ ʛʣʦʙʘʣʴʥʳʝ (ʧʦ ) ʘʥʘʣʦʛʠ ʄʂʂʌ – условную и 

апостериорную простотуʜʣʷ ʛʠʧʦʪʝʟʳ Fʠ ʥʘʙʣʶʜʝʥʠʷ G:

q(G | F) = q(G F) / q(F) = i=1,..,n j=1,..,m pij
2 / k=1,..,n pk

2,

q(F | G) = q(F G) / q(G) = i=1,..,n j=1,..,m pij
2 / l=1,..,m pl

2,

ʢʦʪʦʨʳʝʩʚʷʟʘʥʳформулой Байеса для простоты:

q(F | G) = q(G | F) q(F) / q(G).

Таким образом, в данной работе:
- предложена теория простоты для мозаичных форм,
- дана интерпретация МККФ как средней локальной оценки 

условной простоты,
- предложено сравнение форм на основе условных и апостериорных 

оценок простоты.



Почему простота хуже воровства? (что не так с теорией простоты)

1) ʆʧʝʨʘʮʠʷ = , ʥʦʦʧʝʨʘʮʠʷ . ɻʝʦʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠʡʩʤʳʩʣ

ʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʷʬʦʨʤ,ʚʦʦʙʱʝʛʦʚʦʨʷ,ʥʝʷʩʝʥ.

2) ʌʦʨʤʘ ʥʝ̫ ʚʣʷʝʪʩʷʨʘʟʙʠʝʥʠʝʤʢʘʜʨʘ, ʧʦʩʢʦʣʴʢʫʚ ʝʩʪʴ

несуществующие пикселы (F(x,y,x,y)=0). ɿʥʘʯʠʪ,ʨʝʰʝʪʢʘ(,,) ʩ

ʛʨʘʥʠʮʘʤʠ(O,) ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʝʪʤʥʦʞʝʩʪʚʫлокализованных форм, ʛʜʝ

ʦʧʝʨʘʮʠʷʟʘʤʢʥʫʪʘ.

3) ʆʧʝʨʘʮʠʷʥʝʟʘʤʢʥʫʪʘʥʘʤʥʦʞʝʩʪʚʝʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤ,ʜʣʢ̫ʦʪʦʨʳʭ:

F(x,y,u,v) = i=1,..,n Fi(x,y) Fi(u,v),

ʚʝʜʴʚʦʙʱʝʤʩʣʫʯʘʝʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʝʬʦʨʤFG:

FG(x,y,u,v) = max(i=1,..,n Fi(x,y) Fi(u,v), j=1,..,m Gj(x,y) Gj(u,v))

ʥʝʣʴʟʷʧʨʝʜʩʪʘʚʠʪʴʚʪʘʢʦʤçʙʣʦʯʥʦ-ʜʠʘʛʦʥʘʣʴʥʦʤèʚʠʜʝ.

ʊʘʢʠʤʦʙʨʘʟʦʤ,ʟʘʤʳʢʘʥʠʝʤʥʦʞʝʩʪʚʘ(ʣʦʢʘʣʠʟʦʚʘʥʥʳʭ)ʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤ

ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʦʧʝʨʘʮʠʡ(,) ʥʝʩʦʚʧʘʜʘʝʪʩʠʟʚʝʩʪʥʳʤʠʢʣʘʩʩʘʤʠʬʦʨʤ.



Почему простота хуже воровства? (что не так с теорией простоты)

Аналогия с пересечением и объединением событий в теории вероятностей. ʇʝʨʝʩʝʯʝʥʠʝ

ʩʦʙʳʪʠʡ(ʀ)ʦʟʥʘʯʘʝʪçʥʘʙʣʶʜʘʶʪʩʷʦʜʥʦʚʨʝʤʝʥʥʦʦʙʘʩʦʙʳʪʠʷè,ʠʪʘʢʦʝçʀ-ʩʦʩʪʘʚʥʦʝèʩʦʙʳʪʠʝ

действительно является событием, ʪʘʢʢʘʢʝʛʦʤʦʞʥʦʥʘʙʣʶʜʘʪʴ. ʆʙʲʝʜʠʥʝʥʠʝʩʦʙʳʪʠʡ(ʀʃʀ)

ʦʟʥʘʯʘʝʪçʥʘʙʣʶʜʘʝʪʩʷʭʦʪʙ̫ ʦrʜʥʦʠʟʜʚʫʭʩʦʙʳʪʠʡè,ʠʪʘʢʦʝçʀʃʀ-ʩʦʩʪʘʚʥʦʝèʩʦʙʳʪʠʝ,ʚʦʦʙʱʝ

ʛʦʚʦʨʷ,является фиктивным событием, ʪʘʢʢʘʢʝʛʦʥʝʣʴʟʷʥʝʧʦʩʨʝʜʩʪʚʝʥʥʦʥʘʙʣʶʜʘʪʴ. ʄʦʞʥʦ

ʥʘʙʣʶʜʘʪʴлибоʩʦʙʳʪʠʝA, либо B, либоʩʦʙʳʪʠʝ(ɸʀɺ).

ʇʝʨʝʩʝʯʝʥʠʝʤʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤʪʘʢʞʝʷʚʣʷʝʪʩʷʤʦʟʘʠʯʥʦʡʬʦʨʤʦʡ,ʢʦʪʦʨʫʶʤʦʞʥʦʛʨʘʬʠʯʝʩʢʠ

ʠʟʦʙʨʘʟʠʪʴʥʘʧʣʦʩʢʦʩʪʠ(ʪʦʝʩʪʴçʥʘʙʣʶʜʘʪʴèʢʘʢʩʦʙʳʪʠʝʚʤʠʨʝʬʦʨʤ). Результат объединения

форм не всегда является мозаичной формой, ʠʧʦʪʦʤʫʤʦʞʥʦʧʦʘʥʘʣʦʛʠʠʩçʀʃʀ-ʩʦʙʳʪʠʝʤè

ʠʥʪʝʨʧʨʝʪʠʨʦʚʘʪʴʝʛʦʢʘʢфиктивную форму, ʢʦʪʦʨʫʶʥʝʣʴʟʷçʥʘʙʣʶʜʘʪʴè(ʥʘʨʠʩʦʚʘʪʴ).

Такая «фиктивная» интерпретация оставляет слишком много вопросов в теории

простоты без ответов. ɺʦʟʤʦʞʥʦʣʠʧʦʩʪʨʦʠʪʴʜʣʷɻʪʠʭçʬʠʢʪʠʚʥʳʭʬʦʨʤèʩʪʦʣʴʞʝ

ʧʦʣʥʫʶʠʭʦʨʦʰʦʛʝʦʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠʠʥʪʝʨʧʨʝʪʠʨʫʝʤʫʶʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʫʶʩʠʩʪʝʤʫʩʦʚʩʝʤʠ

ʧʝʨʝʯʠʩʣʝʥʥʳʤʠʨʘʟʥʦʦʙʨʘʟʥʳʤʠʘʪʨʠʙʫʪʘʤʠ,ʢʘʢʠʜʣʤ̫ʦʟʘʠʯʥʳʭʬʦʨʤ?ɺʦʟʤʦʞʥʦ!

Содержательная геометрическая интерпретация дана в следующей работе.



Теория простоты
и мозаичные покрытия



Операции над формами в (объединение)

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1 F2

F1 F2

F

F1

F2

G1 G2    G3

G1       G2       G3

G

G1

G2

G3

F G F G

G1       G2       G3

G1

G2

G3

F1 F2

ɻʝʦʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠʡ ʩʤʳʩʣ 

ʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʷ ʬʦʨʤ, ʚʦʦʙʱʝ 

ʛʦʚʦʨʷ, пока неясен:

ʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʝ ʬʦʨʤ 

(FG): FG(x,y,u,v) 

ʥʝʣʴʟʷ ʧʨʝʜʩʪʘʚʠʪʴ ʚ 

çʙʣʦʯʥʦ-ʜʠʘʛʦʥʘʣʴʥʦʤè 

ʚʠʜʝ.
Это не мозаичная форма!

Такую 
форму 
нельзя 
разбить 
на 
квадраты



Меняем интерпретацию: не отношение сходства, а отношение покрытия

Обобщенная форма в 

Обобщенная форма в 

F G

FG 11      12 22     32 FGF1 F2F G1 G2    G3G

11     12   22     32

11

12

22

3211      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32

11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32
Такую 
форму 
нельзя 
разбить 
на 
квадраты
Но можно 
на прямо-
угольники

Это не 
области,
а пары 
областей:

Носитель

Покрытие

База топологии FG



Меняем интерпретацию: не отношение сходства, а отношение покрытия

Обобщенная форма в 

Обобщенная форма в 

F G

FG 11      12 22     32 FGF1 F2F G1 G2    G3G

11     12   22     32

11

12

22

3211      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32

11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32
Такую 
форму 
нельзя 
разбить 
на 
квадраты
Но можно 
на прямо-
угольники

Это не 
области,
а пары 
областей:

Носитель

Покрытие

Разбиение-носитель



Меняем интерпретацию: не отношение сходства, а отношение покрытия

Обобщенная форма в 

Обобщенная форма в 

F G

FG 11      12 22     32 FGF1 F2F G1 G2    G3G

11     12   22     32

11

12

22

32

Такую 
форму 
нельзя 
разбить 
на 
квадраты
Но можно 
на прямо-
угольники

Это не 
области,
а пары 
областей:

Разбиение-носитель

11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32 11      12 22     32

Поскольку носитель области всегда принадлежит покрытию, можно 
рисовать экономнее, обозначая носитель как затемненную часть покрытия

Мозаичным покрытиемʌʢʘʜʨʘ ʥʘʟʦʚʝʤ ʧʘʨʫ разбиение-

покрытие, ʠʣʠ (ʵʢʚʠʚʘʣʝʥʪʥʦ) ʤʥʦʞʝʩʪʚʦ ʧʘʨ ʦʙʣʘʩʪʝʡ ʢʘʜʨʘ 

ʚʠʜʘ: ʌ= F,Ф= {F1,Ф1,é,Fn,Фn}

, , ,



Мозаичные покрытия (определения)

Мозаичным покрытиемʌʢʘʜʨʘ ʧʣʦʱʘʜʠ Sʥʘʟʦʚʝʤ ʧʘʨʫ 

разбиение-покрытие, ʠʣʠ (ʵʢʚʠʚʘʣʝʥʪʥʦ) ʤʥʦʞʝʩʪʚʦ ʧʘʨ ʦʙʣʘʩʪʝʡ ʢʘʜʨʘ 

ʚʠʜʘ:

ʌ= F,Ф= {F1,Ф1,é,Fn,Фn}, (1)

ʪʘʢʠʭ,ʯʪʦ:

F1 éFn = ; Fi Fk = ; Fïʧʦʣʥʦʝʨʘʟʙʠʝʥʠʝʢʘʜʨʘ

(Фi = ) или (Фi Fi); (Fi Фk)  (Fi Фk = ); FïʙʘʟʘʪʦʧʦʣʦʛʠʠʜʣФ̫

(Fi Фk)  (Fk Фi), i=1,..,n; k=1,..,n; ФïʩʠʤʤʝʪʨʠʯʥʦʝʧʦʢʨʳʪʠʝF

ʛʜʝ nïʯʠʩʣʦ ʧʘʨ носитель, покрытие;

F={F1,é,Fn} ïʥʘʙʦʨ носителей,ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʱʠʭ базовое разбиение ; 

Ф={Ф1,é,Фn} ïʥʘʙʦʨ покрытий,ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʱʠʭ покрытие .

*ɺʯʘʩʪʥʦʤʩʣʫʯʘʝʧʨʠF = Ф, ʌïʧʦʣʥʦʝʤʦʟʘʠʯʥʦʝʨʘʟʙʠʝʥʠʝʢʘʜʨʘ

(ʢʣʘʩʩʠʯʝʩʢʘʷʧʳʪʴʝʚʩʢʘʷʬʦʨʤʘ).



ɼʣʧ̫ʘʨʧrʦʢʨʳʪʠʡʌ= F,Фʠɻ= G,Г= {G1,Г1,é,Gl,Гl}

ʚʚʝʜʝʤʩʣʝʜʫʶʱʠʝʦʙʦʟʥʘʯʝʥʠʷ:

Fi(x,y) ïʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʝʩʢʘʷʬʫʥʢʮʠʷFi;

Фi(x,y) ïʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʯʝʩʢʘʷʬʫʥʢʮʠʷФi;

pi = SFi / Sïʜʦʣʧ̫ʣʦʱʘʜʠFi;

zi = SФi / S ïʜʦʣʧ̫ʣʦʱʘʜʠФi;

pj = SGj / S ïʜʦʣʧ̫ʣʦʱʘʜʠGj;

zj = SГj / S ïʜʦʣʧ̫ʣʦʱʘʜʠГj;

pijïʜʦʣʧ̫ʣʦʱʘʜʠFi Gj;

zijïʜʦʣʧ̫ʣʦʱʘʜʠФi Гj.

Мозаичные покрытия (обозначения)

Обобщенная форма в 

Ф

p1    z1

, , ,

ʌ= p2  z2 p3    z3 z4     p4

p1

z1

p2
z2

p3 z3

p4

z4

q(Ф) = || Ф ||L1

q(Ф) = i=1,..,n q(Фi)

q(Ф) = i=1,..,n pi zi

Простота формы – сумма 
простоты ее областей



Мозаичные покрытия (отношение покрытия, каноническая форма, операции)

Реляционная формаʌʦʧʠʩʳʚʘʝʪʩʷотношением покрытия:

Ф(x,y,u,v) = { 1, ʝʩʣʠi: ((x,y)Fi;) ʠ((u,v)Фi);

0, ʚʧʨʦʪʠʚʥʦʤʩʣʫʯʘʝ}.

ʄʦʟʘʠʯʥʳʝʧʦʢʨʳʪʠʷ,ʠʤʝʶʱʠʝʨʘʟʣʠʯʥʳʝʙʘʟʦʚʳʝʨʘʟʙʠʝʥʠʷ,ʥʦ

ʦʜʠʥʘʢʦʚʳʝʨʝʣʷʮʠʦʥʥʳʝʬʦʨʤʳ,ʩʯʠʪʘʶʪʩʷʵʢʚʠʚʘʣʝʥʪʥʳʤʠ.

Канонической формойʧʦʢʨʳʪʠʷʌʩʯʠʪʘʝʪʩʷʪʘʢʘʷ,ʚʢʦʪʦʨʦʡʥʝʪʧʫʩʪʳʭ

ʥʦʩʠʪʝʣʝʡ() ʠʧʘʨʥʦʩʠʪʝʣʴ-ʧʦʢʨʳʪʠʝʩʩʦʚʧʘʜʘʶʱʠʤʠʧʦʢʨʳʪʠʷʤʠ.

ʆʧʝʨʘʮʠʶприведения базового разбиения к каноническому виду ʙʫʜʝʤ

ʦʙʦʟʥʘʯʘʪʴ(ʌ)* .

ʆʧʝʨʘʮʠʷпересеченияʌʠɻʠʤʝʝʪʚʠʜ:

ʌɻ=ʋ= W,У= ({Wij = Fi Gj, Уij = Фi Гj } j=1,..,l; i=1,..,n)* .

ʆʧʝʨʘʮʠʷобъединенияʌʠɻʠʤʝʝʪʚʠʜ:

ʌɻ=ɺ= V,В= ({Vij = Fi Gj, Вij = Фi Гj } j=1,..,l; i=1,..,n)* .

Попарное пересечение
носителей и покрытий

Попарное пересечение
носителей и попарное 
объединение покрытий



Мозаичные покрытия (замыкание множества мозаичных форм)

ʄʦʞʥʦʜʦʢʘʟʘʪʴʩʣʝʜʫʶʱʠʝутверждения:

•ʄʥʦʞʝʩʪʚʦ(ʢʣʘʩʩ)ʧʦʣʥʳʭʤʦʟʘʠʯʥʳʭʧʦʢʨʳʪʠʡ(Фi  , i=1,..,n)

ʷʚʣʷʝʪʩʷ(,)-ʟʘʤʳʢʘʥʠʝʤʤʥʦʞʝʩʪʚʘʧʦʣʥʳʭʤʦʟʘʠʯʥʳʭʨʘʟʙʠʝʥʠʡ;

•ʄʥʦʞʝʩʪʚʦ(ʢʣʘʩʩ)ʤʦʟʘʠʯʥʳʭʧʦʢʨʳʪʠʡʷʚʣʷʝʪʩʷ(,)-ʟʘʤʳʢʘʥʠʝʤ

ʤʥʦʞʝʩʪʚʘʣʦʢʘʣʠʟʦʚʘʥʥʳʭʤʦʟʘʠʯʥʳʭʨʘʟʙʠʝʥʠʡ.

Доказательство ʦʩʥʦʚʘʥʦʥʘʪʦʤ,ʯʪʦɻ ʪʦʧʦʜʢʣʘʩʩʤʦʜʝʣʝʡʩ

ʩʠʤʤʝʪʨʠʯʥʳʤʦʪʥʦʰʝʥʠʝʤʧʦʢʨʳʪʠʷ,ʛʜʝʬʦʨʤʘʦʙʣʘʩʪʝʡʧʦʢʨʳʪʠʷ

ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʘʙʘʟʦʡʪʦʧʦʣʦʛʠʠʤʥʦʞʝʩʪʚʘʠʭʥʦʩʠʪʝʣʝʡ,ʯʪʦʚʳʪʝʢʘʝʪʠʟʠʭ

ʧʨʦʠʩʭʦʞʜʝʥʠʷʢʘʢ(,)-ʟʘʤʳʢʘʥʠʷʤʦʟʘʠʯʥʳʭʨʘʟʙʠʝʥʠʡ.

ʊʝʧʝʨʤɹʦʞʥʦʦʧʠʩʘʪʴкомпаративную морфологию мозаичных

покрытий, ʚʚʦʜʚ̫ʩʝʪʝʞʝʠʥʩʪʨʫʤʝʥʪʳʠ ʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʠ,ʢʘʢʠʝ

ʚʚʦʜʠʣʠʩʴʜʣʤ̫ʦʨʦʬʣʦʛʠʠʧʳʪʴʝʚʩʢʠʭʬʦʨʤ,ʧʨʦʩʣʝʞʠʚʘʷʧʨʠɻʪʦʤʩʚʷʟʴ

ʩʥʠʤʠ,ʘʪʘʢʞʝʚʳʨʘʞʝʥʠʝʠʥʩʪʨʫʤʝʥʪʦʚʠʭʘʨʘʢʪʝʨʠʩʪʠʢʯʝʨʝʟпростоту.



Морфология мозаичных покрытий

Реляционная модель формы.

Ф(x,y,u,v) = i=1,..,n Fi(x,y) Фi(u,v). (2)

Отношение частичного порядка «не сложнее по форме».

ʌɻ Ф(x,y,u,v) Г(x,y,u,v) ʌi,ɻj: FiGj Гj Фi. (3)

Полный порядок по простоте (сложности). Простота и сложность.

Ф Г  Ф q Г  q(Ф) q(Г),

q(Ф) = ||Ф ||L1 = i=1,..,n q(Фi) = i=1,..,n pi zi. (4)

H(Ф) = 1ïq(Ф) = i=1,..,n pi (1ïzi). (5)

Метрическое пространство форм (пространство Хэмминга).

dН(Ф,Г) = ||Ф(x,y,u,v) ïГ(x,y,u,v) ||L1 =

= j=1,..,l i=1,..,n pij dH(Фi, Гj) = j=1,..,l i=1,..,n pij (zi + zjï2zij), (6)

ʀʥʳʤʠ ʩʣʦʚʘʤʠ, ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦ ʧʦʢʨʳʪʠʡ ʩ ʆɻʆ-ʤʝʪʨʠʢʦʡ dНʵʪʦ

{ 0,1} -пространство Хэмминга.

dH(A,B) = p(A) + p(B) ï2 p(AB)

ïʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ ʍʵʤʤʠʥʛʘ ʜʣʷ A,B.



Морфология мозаичных покрытий

Метрика редактирования и метрика по простоте.

ʆɻʆ-ʤʝʪʨʠʢʘʤʦʞʝʪʪʘʢʞʝʠʥʪʝʨʧʨʝʪʠʨʦʚʘʪʴʩʷʢʘʢметрика

редактирования мозаичных форм.

ɼʣʤ̫ʦʟʘʠʯʥʳʭʧʦʢʨʳʪʠʡ(ʦʙʦʙʱʝʥʥʦʝʦʧʨʝʜʝʣʝʥʠʝ)ʵʪʦʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ

ʨʝʜʘʢʪʠʨʦʚʘʥʠʷʩ4 ʦʧʝʨʘʮʠʷʤʠïслияние, разбиение, добавление ʠ

удаление ʦʙʣʘʩʪʝʡ. ʉʣʠʷʥʠʝʠʜʦʙʘʚʣʝʥʠʝʦʙʣʘʩʪʝʡупрощают ʬʦʨʤʫ,ʘ

ʨʘʟʙʠʝʥʠʝʠʫʜʘʣʝʥʠʝïусложняют.

ʃʝʛʢʦʫʚʠʜʝʪʴ,ʯʪʦdНʧʨʷʤʦʩʚʷʟʘʥʘʩпростотой:

q(Ф) = ||Ф ||L1 = dН(Ф,O), (7)

H(Ф) = 1ïq(Ф) = 1ïdН(Ф,O) = dН(Ф,). (8)

dН(Ф,Г) = dН(Ф,ФГ) +dН(ФГ,Г) = 

= q(Ф) + q(Г) ï2 q(ФГ) = q(ФГ) ïq(ФГ).  (9)

ʕʪʦʧʦʟʚʦʣʷʝʪʥʘʟʳʚʘʪʴdНʪʘʢʞʝметрикой по простоте.

ɼʣʷ ʧʳʪʴʝʚʩʢʠʭ

ʬʦʨʤ ʵʪʦ 

ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ 

ʨʝʜʘʢʪʠʨʦʚʘʥʠʷ 

ʚʢʣʶʯʘʝʪ ʪʦʣʴʢʦ 

2 ʦʧʝʨʘʮʠʠ ï

слияниеʠ 

разбиение

ʦʙʣʘʩʪʝʡ. 



Морфология мозаичных покрытий
Морфологическая корреляция форм.

Морфологический коэффициент корреляции форм(ʄʂʂʌ)ʜʣʧ̫ʦʢʨʳʪʠʡ:

KM
2(Г,Ф) = i=1,..,n pi j=1,..,m q(Гj | Фi) = i=1,..,n j=1,..,m pij zij / zi, (10)

ʛʜʝq(Гj Фi) ïсовместная простота ɻj ʠʌi; q(Гj | Фi) = q(Гj Фi) / q(Фi) ïусловная

простота ɻj ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʌi. ʀʥʳʤʠʩʣʦʚʘʤʠ,ʄʂʂʌ(4.11) ʵʪʦсредняя по площади

разбиения условная простота ʦʙʣʘʩʪʝʡʧʦʢʨʳʪʠʷГ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʦʙʣʘʩʪʝʡʧʦʢʨʳʪʠʷФ.

ʃʝʛʢʦʫʙʝʜʠʪʴʩʷ,ʯʪʦ

KM
2(Ф,O) = i=1,..,n pi zi = q(Ф). (11)

Совместная, условная и апостериорная простота форм.

ʀʩʭʦʜʷʠʟʪʝʦʨʠʠʧʨʦʩʪʦʪʳ,ʚʚʝʜʝʤʬʫʥʢʮʠʦʥʘʣʴʥʳʝʘʥʘʣʦʛʠʄʂʂʌ:

- условная простотаʥʘʙʣʶʜʝʥʠʷГʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʬʦʨʤʳ-ʛʠʧʦʪʝʟʳФ:

q(Г | Ф) = q(Г Ф) / q(Ф) = i=1,..,n j=1,..,m pij zij / k=1,..,n pk zk, (12)

- апостериорная простотаʛʠʧʦʪʝʟʳФʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦʥʘʙʣʶʜʝʥʠʷГ:

q(Ф | Г) = q(Ф Г) / q(Г) = i=1,..,n j=1,..,m pij zij / l=1,..,m pl zl. (13)

ɻʠʧʦʪʝʟʘʠʥʘʙʣʶʜʝʥʠʝʩʚʷʟʘʥʳформулой Байеса для простоты:

q(Ф | Г) = q(Г | Ф) q(Ф) / q(Г). (14)

В частном случае Ф=F

выражение для ММКФ 
соответствует 
выражению для МККФ 
пытьевских форм. 

KM
2(G,F) = i=1,..,n pi j=1,..,m q(Gj | Fi) = i=1,..,n j=1,..,m pij

2 / pi,



Морфология мозаичных покрытий

Связь всех элементов морфологии и теории простоты.

Обобщенное тождество простоты ʜʣʤ̫ʦʟʘʠʯʥʳʭʧʦʢʨʳʪʠʡʩʚʷʟʳʚʘʝʪ

ʚʩʝʠʥʩʪʨʫʤʝʥʪʳʤʦʨʬʦʣʦʛʠʯʝʩʢʦʛʦʘʥʘʣʠʟʘʩпростотой:

q(Ф) = ||Ф(x,y,u,v) ||L1 = i=1,..,n pi zi = dH(Ф,) =

= 1 – dH(Ф,O) = KM
2(Ф,O) = q(Ф|O). (15)

Связь решетки покрытий и решетки разбиений.

ʇʫʩʪʴ[Ф] - ʦʧʝʨʘʮʠʷзамыкания по связности: ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʥʘʭʦʜʠʪ

ʚʌʧʘʨʦrʙʣʘʩʪʝʡʩʧʝʨʝʩʝʢʘʶʱʠʤʠʩʷʧʦʢʨʳʪʠʷʤʠʠʟʘʤʝʥʷʝʪʧʦʢʨʳʪʠʷʚ

ʵʪʠʭʧʘʨʘʭʥʘʠʭʦʙʲʝʜʠʥʝʥʠʝʜʦʪʝʭʧʦʨ,ʧʦʢʘʥʝʦʩʪʘʝʪʩʷʧʘʨʦʙʣʘʩʪʝʡʩ

ʧʝʨʝʩʝʢʘʶʱʠʤʠʩʷʧʦʢʨʳʪʠʷʤʠ.ʃʝʛʢʦʫʙʝʜʠʪʴʩʷ,ʯʪʦ

FG = ([FG])*, (16)

ʪʦʝʩʪʴ,FG есть результат замыкания по связности FG.



Замыкание по связности объединения мозаичных форм

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 
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Такую 
форму 
нельзя 
разбить
на 
квадраты
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мозаичная 
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Объединение



Замыкание по связности объединения мозаичных форм

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1

F3

F

G1 

G

F G

Такую 
форму 
нельзя 

разбить
на 

квадраты
Это не 

мозаичная 
форма
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Однако легко найти ближайшую более простую 
диагонально-квадратичную форму, включающую данную

Это и будет замыкание по связности!

FG FG

11      21 33     34

12      22 43     44

База топологии F G



Замыкание по связности объединения мозаичных форм

Мозаичная форма в 

Мозаичная форма в 

F1

F3

F

G1 

G

F G ([F G])*

Такую 
форму 
нельзя 

разбить
на 

квадраты
Это не 

мозаичная 
форма

F2 G3 G4

F4 G2 
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Однако легко найти ближайшую более простую 
диагонально-квадратичную форму, включающую данную

Это и будет замыкание по связности!

FG ([FG])*

FG есть результат замыкания по связности FG

Это 
ясная связь 
между двумя 
типами 
известных 
решеток 
(частичных
порядков) 
форм по 
сложности 
(простоте).

Точнее, это 
один тип 
решетки по 
простоте:
с условием 
мозаично-
сти формы
и без него. 

F1F2 = 
= G1G2

F3F4 = 
= G3G4

Слияние областей



ЗАКЛЮЧЕНИЕ (ЧТО СДЕЛАНО)

1. В данной работе предложены:

•теория простоты для мозаичных форм, представляющая собой полный

аналог теории вероятности для событий;

•морфология обобщенных мозаичных форм (мозаичных покрытий),

согласованная с простотой как вероятностной мерой и включающая в

качестве подкласса пытьевскую морфологию мозаичных разбиений.

2. Все ранее известные инструменты морфологического анализа форм

последовательно определены заново в терминах простоты.

3. Дана интерпретация морфологической корреляции форм как средней

(по площади кадра) условной простоты областей разбиения.

4. Предложено сравнение форм на основе условных и апостериорных

оценок простоты.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ (ПЕРСПЕКТИВЫ)
В дальнейшем (в будущих публикациях) предполагается:
• Ввести морфологии изображений (диффузную и проективную) на основе мозаичных
покрытий со всеми ранее известными инструментами сравнения форм и по форме.
• Ввести формализм точечных покрытий, который позволяет распространить теорию
простоты и инструменты морфологического анализа на широкий класс морфологий, в том
числе непрерывных и нечетких: морфологии Серра, структурные модели с
направленными отношениями, тензорные модели отношений, нечеткие формы,
смешанные мозаично-фигурные модели и т.д.
• Ввести нечеткие модели сходства и классы форм для описания несегментированных
данных (изображений), позволяющие непосредственно оценивать их собственную
простоту и совместную простоту с формами, за счет чего морфологическая корреляция
изображений и форм может быть определена и вычислена без обращения к понятиям
«оператора» и «проекции», исключительно инструментами теории простоты.
• Развить на основе теории простоты как аналога теории вероятности соответствующие
инструменты анализа сегментированных и несегментированных данных –
морфологическую статистику (теорию оценивания гипотез и параметров по простоте) и
теорию структурной информативности (аналог теории информации).
• Расширить область практических приложений теории простоты, рассмотрев, помимо
сегментации изображений, другие примеры работы с разбиениями: сегментацию
сигналов, текста, данных других модальностей; разбиение пространства признаков
классификаторами; структурный анализ на графах и т.д.

L2 → L1



Теория простоты
и мозаичные покрытия

Спасибо за внимание!

Ю.В. Визильтер, ФГУП «ГосНИИАС», 
viz@gosniias.ru

Москва, ММРО-2021, 7-10.12.2021

Визильтер Ю.В., Желтов С.Ю., Бусурин В.И. Современный морфологический 
анализ и его применение в авиационных системах технического зрения. – М.: 
Изд-во МАИ, 2020. Это свод наших результатов примерно до 2018 г. Если 
кому вдруг интересно, здесь есть несколько экземпляров, могу подарить!


