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Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè � îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿ

Äàíî: ïðîñòàÿ (i.i.d.) âûáîðêà X ℓ = {x1, . . . , xℓ} ∼ p(x)

Íàéòè ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

p(x) = ϕ(x ;w),

ãäå w � âåêòîð ïàðàìåòðîâ, ϕ � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ

Êðèòåðèé � ìàêñèìóì (ëîãàðè�ìà) ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè,

MLE-îöåíèâàíèå ïàðàìåòðà w (Maximum Likelihood Estimate):

L(w ;X ℓ) = ln

ℓ∏

i=1

ϕ(xi ;w) =

ℓ∑

i=1

lnϕ(xi ;w) → max
w

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå: íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

∂

∂w
L(w ;X ℓ) =

ℓ∑

i=1

∂

∂w
lnϕ(xi ;w) = 0,

ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè �óíêöèè ϕ(x ;w) ïî w
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×àñòíûé ñëó÷àé: ìíîãîìåðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïëîòíîñòü

Ïóñòü îáúåêòû x îïèñûâàþòñÿ n ïðèçíàêàìè fj(x) ∈ R

è âûáîðêà ïîðîæäåíà n-ìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòüþ:

xi ∼ p(x) = N (x ;µ,Σ) =
exp

(
−1

2(x − µ)TΣ−1(x − µ)
)

√

(2π)n det Σ
, x ∈ R

n

µ ∈ R
n
� âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, µ = Ex

Σ ∈ R
n×n

� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, Σ = E(x − µ)(x − µ)T

(ñèììåòðè÷íàÿ, íåâûðîæäåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ)

Âûáîðî÷íûå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

∂

∂µ
ln L(µ,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ µ̂ =

1

ℓ

ℓ∑

i=1

xi

∂

∂Σ
ln L(µ,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ Σ̂ =

1

ℓ

ℓ∑

i=1

(xi − µ̂)(xi − µ̂)T
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Îöåíêà äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Äàíî: âûáîðêà xi ∈ X , |X | < ∞, ïîðîæäàåìàÿ i.i.d.

äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (px : x ∈ X ),
∑

x px = 1, px > 0

Íàéòè: ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ (px : x ∈ X )

Êðèòåðèé: ìàêñèìóì (ëîãàðè�ìà) ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè

ln
ℓ∏

i=1

pxi =
∑

x∈X

∑ℓ
i=1[xi = x ]

︸ ︷︷ ︸

ℓx

ln px =
∑

x∈X

ℓx ln px → max
(px )

Âûáîðî÷íàÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

p̂x = ℓx
ℓ � ÷àñòîòíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé px = P(xi =x),

îöåíêà ìèíèìóìà êðîññ-ýíòðîïèè, ýìïèðè÷åñêàÿ ãèñòîãðàììà

Äîêàçàòåëüñòâî èç óñëîâèé ÊÊÒ:

∂

∂px

(

∑

x∈X

ℓx ln px + µ
(

1−
∑

x∈X

px

))

= 0
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Äàíî: âûáîðêà {x1, . . . , xℓ}, ïîðîæäàåìàÿ i.i.d. èç p(x)

Íàéòè: ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîé ñìåñè k ðàñïðåäåëåíèé:

p(x) =

k∑

j=1

wjϕ(x , θj ),

k∑

j=1

wj = 1, wj > 0,

îïèñûâàþùóþ äâóõóðîâíåâûé ïðîöåññ ïîðîæäåíèÿ äàííûõ:

1 j ∼ P( j) ≡ wj � äèñêðåòíîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

2 x ∼ p(x | j) ≡ ϕ(x , θj ) � ïëîòíîñòü j-é êîìïîíåíòû

Êðèòåðèé ìàêñèìóìà log-ïðàâäîïîäîáèÿ:







ln
ℓ∏

i=1

p(xi ) =
ℓ∑

i=1

ln
k∑

j=1

wjϕ(xi , θj ) → max
w ,θ

∑k
j=1 wj = 1, wj > 0
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EM-àëãîðèòì äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Òåîðåìà (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà)

Òî÷êà (wj , θj)
k
j=1 ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà L(w , θ)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè wj , θj è âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ gij :

Å-øàã: gij =
wjϕ(xi , θj)

∑k
s=1 wsϕ(xi , θs)

, i = 1, . . . , ℓ, j = 1, . . . , k ;

M-øàã: θj = argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ), j = 1, . . . , k ;

wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij , j = 1, . . . , k .

EM-àëãîðèòì � ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
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Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ øàãîâ ÅÌ-àëãîðèòìà

Å-øàã � ýòî �îðìóëà Áàéåñà:

gij = P( j |xi ) =
P( j)p(xi | j)

p(xi)
=

wjϕ(xi , θj)

p(xi )
=

wjϕ(xi , θj)
∑k

s=1 wsϕ(xi , θs)

Íîðìèðîâêà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé:

k∑

j=1
gij = 1

M-øàã � ýòî ìàêñèìèçàöèÿ âçâåøåííîãî log-ïðàâäîïîäîáèÿ,

ñ âåñàìè îáúåêòîâ gij äëÿ j-é êîìïîíåíòû ñìåñè:

θj = argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ),

âåñ êîìïîíåíòû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíèé âåñ å¼ îáúåêòîâ:

wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij
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Ïðèìåð: ðàçäåëåíèå ãàóññîâñêîé ñìåñè

Äâå ãàóññîâñêèå êîìïîíåíòû k = 2 â ïðîñòðàíñòâå X = R
2
.

�àñïîëîæåíèå êîìïîíåíò â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè L:
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Âåðîÿòíîñòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðåãðåññèè

Äàíî: âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ R

n
, yi ∈ R

Íàéòè: ïàðàìåòð w ìîäåëè ðåãðåññèè ñ ãàóññîâñêèì øóìîì:

yi = a(xi ,w) + εi , εi ∼ N (0, σ2
i ), i = 1, . . . , ℓ.

Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü: yi ∼ N (µi , σ
2
i ), µi = Eyi = a(xi ,w).

Êðèòåðèé ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ ýêâèâàëåíòåí ÌÍÊ:

p(ε1, . . . , εℓ|w) =

ℓ∏

i=1

1

σi
√
2π

exp

(

− 1

2σ2
i

ε2i

)

→ max
w

− ln p(ε1, . . . , εℓ|w) = const +
1

2

ℓ∑

i=1

1

σ2
i

(
a(xi ,w)− yi

)2 → min
w

×òî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, åñëè

yi íå ãàóññîâñêèå, â ÷àñòíîñòè, åñëè yi äèñêðåòíîçíà÷íûå?
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Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü (Generalized Linear Model, GLM)

Íîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

yi ∼ N (µi , σ
2
i ), µi = 〈xi ,w〉 = Eyi

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

yi ∼ Exp(θi , ϕi ), θi = 〈xi ,w〉 = g(Eyi )

Exp � ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé

ñ ïàðàìåòðàìè θi , ϕi è ïàðàìåòðàìè-�óíêöèÿìè c(θ), h(y , ϕ):

p(yi |θi , ϕi ) = exp

(
yiθi − c(θi )

ϕi

+ h(yi , ϕi )

)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñ.â. yi ∼ Exp(θi , ϕi ):

µi = Eyi = c ′(θi ) ⇒ θi = [c ′]−1(µi ) = g(Eyi )

Dyi = ϕic
′′(θi)

g(µ) = [c ′]−1(µ) � ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ ñâÿçè (link fun
tion)
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Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà

Íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå) ðàñïðåäåëåíèå, yi ∈ R:

p(yi |µi , σ
2
i ) =

1√
2πσi

exp
(
− 1

2σ2
i

(yi − µi)
2
)
=

= exp

(
yiµi − 1

2µ
2
i

σ2
i

− y2i
2σ2

i

− 1

2
ln(2πσ2

i )

)

;

θi = g(µi ) = µi , c(θi ) =
1
2µ

2
i =

1
2θ

2
i , ϕi = σ2

i .

�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè, yi ∈ {0, 1}:

p(yi |µi) = µ
yi
i (1− µi)

1−yi = exp
(

yi ln
µi

1−µi
+ ln(1− µi )

)

;

θi = g(µi ) = ln µi

1−µi
, c(θi) = − ln(1− µi ) = ln(1 + eθi ).
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Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, yi ∈ {0, 1, . . . , ni}:

p(yi |µi , ni ) = C yi
ni

(µi

ni

)yi
(
1− µi

ni

)ni−yi =

= exp
(

yi ln
µi

ni−µi
+ ni ln(ni − µi ) + lnC yi

ni
− ni ln ni

)

;

θi = g(µi ) = ln µi

ni−µi
, c(θi) = −ni ln(ni − µi) = ni ln

1+eθi
ni

.

Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, yi ∈ {0, 1, 2, . . . }:

p(yi |µi) =
e−µiµ

yi
i

yi !
= exp

(
yi ln(µi )− µi

1
− ln yi !

)

;

θi = g(µi ) = ln(µi ), c(θi ) = µi = eθi , ϕi = 1.
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà

íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå)

ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

áèíîìèàëüíîå è ìóëüòèíîìèàëüíîå

ãåîìåòðè÷åñêîå

χ2
-ðàñïðåäåëåíèå

áåòà-ðàñïðåäåëåíèå

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå

ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå

ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ñ �èêñèðîâàííûì ìàòîæèäàíèåì

Êîíòð-ïðèìåðû íå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, Êîøè, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Äâóõêëàññîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè, yi ∈ {0, 1}: p(yi |µi ) = µ
yi
i (1− µi )

1−yi

θi = g(µi ) = ln µi

1−µi
Eyi = µi = g−1(θi) =

1
1+exp(−θi )

≡ σ(θi )

Äàíî: âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ R

n
, yi ∈ {0, 1} ∼ p(yi |µi)

Íàéòè: ëèíåéíóþ ìîäåëü g(Eyi ) = 〈xi ,w〉
Êðèòåðèé: ìàêñèìóì log-ïðàâäîïîäîáèÿ (log-loss)

ℓ∑

i=1

ln p(yi |µi , xi ) =

ℓ∑

i=1

yi lnµi + (1− yi) ln(1− µi ) → max
w

Óäîáíàÿ ïåðåêîäèðîâêà: yi ∈ {0, 1} → ỹi = 2yi−1 ∈ {−1, 1}
ℓ∑

i=1

ln
(
1 + exp(−〈w , xi 〉ỹi)

)
→ min

w
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé GLM

Âñåãî ëèøü èç äâóõ ïðåäïîëîæåíèé:

yi � áåðíóëëèåâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eyi = µi

µi ñâÿçàíî ñ ëèíåéíîé ìîäåëüþ g(µi ) = 〈xi ,w〉

ñëåäóþò âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

ïîòåðü ln
(
1 + exp(−〈xi ,w〉ỹi )

)
;

ñèãìîèäíàÿ �óíêöèÿ ñâÿçè

P(yi |xi ) = σ(〈xi ,w〉ỹi );
ñâÿçü ëèíåéíîé ìîäåëè ñ

îòíîøåíèåì øàíñîâ (odds ratio):

〈xi ,w〉 = ln
µi

1−µi
= ln

P(yi =1|xi )
P(yi =0|xi )

-3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

0

0,5

1,0

1,5
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2,5

3,0

3,5

M

L(M)

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

0
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M
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ìíîãîêëàññîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Ëèíåéíûé êëàññè�èêàòîð ïðè ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå êëàññîâ |Y |:
a(x) = argmax

y∈Y
〈wy , x〉, x ,wy ∈ R

n

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáúåêò x îòíîñèòñÿ ê êëàññó y :

P(y |x ,w) =
exp〈wy , x〉

∑

z∈Y

exp〈wz , x〉
= SoftMax

y∈Y
〈wy , x〉,

�óíêöèÿ SoftMax: RY → R
Y
ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

â íîðìèðîâàííûé âåêòîð äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (log-loss):

Q(w) = −
ℓ∑

i=1

logP(yi |xi ,w) → min
w

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè 17 / 36



Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Êàëèáðîâêà Ïëàòòà (
lassi�er with probabilisti
 output)

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû êëàññîâ äâà, Y = {−1,+1}.
Çàäà÷à. Äëÿ êëàññè�èêàòîðà âèäà a(x) = signg(x ,w)
ïîñòðîèòü �óíêöèþ îöåíêè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P(y |x).

Ìîäåëü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

π(x ; a, b) = P(y=1|x) = σ
(
ag(x ,w) + b

)

ãäå σ(z) = 1
1+e−z � ñèãìîèäíàÿ �óíêöèÿ

-6 -4 -2 0 2 4 6

0

0.5

1.0

z

σ(z)

Êàëèáðîâêà êîý��èöèåíòîâ a, b ïî êîíòðîëüíîé âûáîðêå

ìåòîäîì ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ (ñíîâà log-loss):

∑

yi=−1

log
(
1− π(xi ; a, b)

)
+

∑

yi=+1

log π(xi ; a, b) → max
a,b

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè 18 / 36



Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Âåðîÿòíîñòíûå äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Äàíî: ïðîñòàÿ (i.i.d.) âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1 ∼ p(x , y),

ïîðîæäàåìàÿ â.ï. X × Y ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ p(x , y)

Íàéòè: ìîäåëü ïëîòíîñòè p(x , y ;w) = P(y |x ,w)p(x), ãäå
P(y |x ,w) � ìîäåëü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè êëàññà ñ ïàðàìåòðîì w

p(x) � íåèçâåñòíîå è íåïàðàìåòðèçóåìîå ðàñïðåäåëåíèå íà X

Êðèòåðèé: ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å. max ïëîòíîñòè

ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñåé âûáîðêè äàííûõ:

ℓ∏

i=1

p(xi , yi ;w) =

ℓ∏

i=1

P(yi |xi ,w)❍❍❍
p(xi ) → max

w

Ëîãàðè�ì ïðàâäîïîäîáèÿ (log-likelihood, log-loss):

ℓ∑

i=1

lnP(yi |xi ,w) → max
w
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ñâÿçü ïðàâäîïîäîáèÿ è àïïðîêñèìàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ìàêñèìèçàöèÿ ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ,

P(y |x ,w) � ìîäåëü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè êëàññà:

−
ℓ∑

i=1

lnP(yi |xi ,w) → min
w

Ìèíèìèçàöèÿ àïïðîêñèìèðîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà,

g(x ,w) � ìîäåëü ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, Y = {±1}:
ℓ∑

i=1

L
(
yig(xi ,w)

)
→ min

w
;

Ýòè äâà ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïîëîæèòü

− lnP(yi |xi ,w) = L
(
yig(xi ,w)

)
.

ìîäåëü P(y |x ,w) ⇄ ìîäåëü g(x ,w) è L (M) .
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ðåãóëÿðèçàöèè

P(y |x ,w) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äàííûõ;

p(w ; γ) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè;

γ � âåêòîð ãèïåðïàðàìåòðîâ;

Òåïåðü íå òîëüêî ïîÿâëåíèå âûáîðêè X ℓ
,

íî è ïîÿâëåíèå ìîäåëè w òàêæå ïîëàãàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì.

Ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äàííûõ è ìîäåëè:

p(X ℓ,w) = p(X ℓ|w) p(w ; γ).

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè

(Maximum a Posteriori Probability, MAP):

QMAP(w) = ln p(X ℓ,w) =

ℓ∑

i=1

lnP(yi |xi ,w)

︸ ︷︷ ︸

QMLE(w)

+ ln p(w ; γ)
︸ ︷︷ ︸

ðåãóëÿðèçàòîð

→ max
w
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Îáîáù¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ïðèìåðû: àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ �àóññà è Ëàïëàñà

Ïóñòü âåñà wj íåçàâèñèìû, Ewj = 0, Dwj = C .

�àñïðåäåëåíèå �àóññà è êâàäðàòè÷íûé (L2) ðåãóëÿðèçàòîð:

p(w ;C ) =
1

(2πC )n/2
exp

(

−‖w‖2
2C

)

, ‖w‖2 =
n∑

j=1
w2
j ,

− ln p(w ;C ) = 1
2C ‖w‖2 +✘✘✘const

�àñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà è àáñîëþòíûé (L1) ðåãóëÿðèçàòîð:

p(w ;C ) =
1

(2C )n
exp

(

−‖w‖
C

)

, ‖w‖ =
n∑

j=1
|wj |,

− ln p(w ;C ) = 1
C
‖w‖+✘✘✘const

C � ãèïåðïàðàìåòð, τ= 1
C
� êîý��èöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè 22 / 36



Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

Âåðîÿòíîñòíûå ãåíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

X � îáúåêòû, Y � êëàññû, X × Y � â.ï. ñ ïëîòíîñòüþ p(x , y)

Äàíî: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ∼ p(x , y) � ïðîñòàÿ âûáîðêà (i.i.d.)

Íàéòè: a : X → Y ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè

Ïóñòü èçâåñòíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

p(x , y) = p(x) P(y |x) = P(y)p(x |y)
P(y) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà y

p(x |y) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññà y

P(y |x) � àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà y

Ïî �îðìóëå Áàéåñà: P(y |x) = P(y)p(x |y)
p(x)

Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

P(y |x) = argmax
y∈Y

P(y)p(x |y)
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

Êëàññè�èêàöèÿ ïî ìàêñèìóìó �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

×àñòíûé ñëó÷àé: a(x) = argmax
y∈Y

p(x |y) ïðè ðàâíûõ P(y)
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Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

Äâà ïîäõîäà ê îáó÷åíèþ êëàññè�èêàöèè

1

Äèñêðèìèíàòèâíûé (dis
riminative):

x � íåñëó÷àéíûå âåêòîðû

P(y |x ,w) � ìîäåëü êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåðû: LR, GLM, SVM, RBF

2

�åíåðàòèâíûé (generative):

x ∼ p(x |y) � ñëó÷àéíûå âåêòîðû

p(x |y , θ) � ìîäåëü ãåíåðàöèè äàííûõ

Ïðèìåðû: NB, PW, FLD, RBF

Áàéåñîâñêèå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè � ãåíåðàòèâíûå:

ìîäåëèðóþò �îðìó êëàññîâ íå òîëüêî âäîëü ãðàíèöû, íî

è íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî èçáûòî÷íî äëÿ êëàññè�èêàöèè

òðåáóþò áîëüøå äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ

áîëåå óñòîé÷èâû ê øóìîâûì âûáðîñàì
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�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

Îïòèìàëüíîñòü áàéåñîâñêîãî êëàññè�èêàòîðà

Òåîðåìà

Ïóñòü P(y) è p(x |y) èçâåñòíû, λy > 0 � ïîòåðÿ îò îøèáêè

íà îáúåêòå êëàññà y ∈ Y . Òîãäà ìèíèìóì ñðåäíåãî ðèñêà

R(a) =
∑

y∈Y

λy

∫

[a(x) 6= y ] p(x , y)dx

äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíûì áàéåñîâñêèì êëàññè�èêàòîðîì

a(x) = argmax
y∈Y

λyP(y)p(x |y)

Çàìå÷àíèå 1: ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýìïèðè÷åñêèõ îöåíîê

P̂(y) è p̂(x |y) áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð óæå íå îïòèìàëåí

Çàìå÷àíèå 2: çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �

áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì çàäà÷à êëàññè�èêàöèè
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð (Na��ve Bayes)

Íàèâíîå ïðåäïîëîæåíèå:

ïðèçíàêè fj : X → Dj � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, pj(ξ|y), y ∈ Y , j = 1, . . . , n

Òîãäà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ ïðåäñòàâèìû â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé ïî ïðèçíàêàì, x j ≡ fj(x):

p(x |y) = p1(x
1|y) · · · pn(xn|y), x = (x1, . . . , xn), y ∈ Y

Ïðîëîãàðè�ìèðîâàâ ïîä argmax, ïîëó÷èì êëàññè�èêàòîð

a(x) = argmax
y∈Y

(

lnλy P̂(y) +
n∑

j=1

ln p̂j(x
j |y)

)

Âîññòàíîâëåíèå n îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

� íàìíîãî áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à, ÷åì îäíîé n-ìåðíîé
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Êâàäðàòè÷íûé äèñêðèìèíàíò (Quadrati
 Dis
riminant Analysis)

�èïîòåçà: êàæäûé êëàññ y ∈ Y èìååò n-ìåðíóþ ãàóññîâñêóþ

ïëîòíîñòü ñ öåíòðîì µy è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σy :

p(x |y) = N (x ;µy ,Σy ) =
exp

(
−1

2(x − µy)
TΣ−1

y (x − µy)
)

√

(2π)n det Σy

Òåîðåìà

1. �àçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

λyP(y)p(x |y) = λsP(s)p(x |s), êâàäðàòè÷íà äëÿ âñåõ y , s ∈ Y .

2. Åñëè Σy = Σs , òî ïîâåðõíîñòü âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíóþ.

Êâàäðàòè÷íûé äèñêðèìèíàíò � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

(

lnλyP(y)− 1
2(x− µ̂y)

TΣ̂−1
y (x− µ̂y)− 1

2 ln det Σ̂y

)
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êâàäðàòè÷íîãî äèñêðèìèíàíòà

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè 29 / 36



Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè
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Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà (Fisher Linear Dis
riminant)

Ïðîáëåìà: äëÿ ìàëî÷èñëåííûõ êëàññîâ âîçìîæíî det Σ̂y = 0.

Ïóñòü êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû êëàññîâ ðàâíû: Σy = Σ, y ∈ Y .

Îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ Σ:

Σ̂ =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

(xi − µ̂yi )(xi − µ̂yi )
T

Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

λy P̂(y)p̂(x |y) =

= argmax
y∈Y

(
ln(λy P̂(y))− 1

2 µ̂
T
y Σ̂

−1µ̂y
︸ ︷︷ ︸

βy

+xT Σ̂−1µ̂y
︸ ︷︷ ︸

wy

)
;

a(x) = argmax
y∈Y

(
xTwy + βy

)
.

Â ñëó÷àå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè � îáðàùàòü ìàòðèöó Σ̂ + τ In.
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Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòà

Â îäíîìåðíîé ïðîåêöèè íà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ðàçäåëÿþùåé

ãèïåðïëîñêîñòè êëàññû ðàçäåëÿþòñÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì,

òî åñòü ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè:

Îñü ïðîåêöèè ïåðïåíäèêóëÿðíà îáùåé êàñàòåëüíîé ýëëèïñîèäîâ ðàññåÿíèÿ

Fisher R.A. The use of multiple measurements in taxonomi
 problems. 1936.
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�àóññîâñêàÿ ñìåñü 
 äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè êîâàðèàöèè

�àóññîâñêàÿ ñìåñü GMM � Gaussian Mixture Model

Äîïóùåíèÿ:

1

Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ p(x |y) ïðåäñòàâèìû
â âèäå ñìåñåé ky êîìïîíåíò, äëÿ êàæäîãî êëàññà y ∈ Y

2

Êîìïîíåíòû j = 1, . . . , ky èìåþò n-ìåðíûå ãàóññîâñêèå

ïëîòíîñòè ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè:

µyj = (µyj1, . . . , µyjn), Σyj = diag(σ2
yj1, . . . , σ

2
yjn):

p(x |y) =
ky∑

j=1

wyjpyj(x), pyj(x) = N (x ;µyj ,Σyj)

ky∑

j=1

wyj = 1, wyj > 0
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

EM-àëãîðèòì. Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

×èñëîâûå ïðèçíàêè: fd : X → R, d = 1, . . . , n.

E-øàã: äëÿ âñåõ y ∈ Y , j = 1, . . . , ky , d = 1, . . . , n:

gy ij =
wyjN (xi ;µyj ,Σyj)

p(xi |y)
≡ P( j |xi , yi = y)

M-øàã: äëÿ âñåõ y ∈ Y , j = 1, . . . , ky , d = 1, . . . , n

wyj =
1

ℓy

∑

i : yi=y

gy ij

µ̂yjd =
1

ℓywyj

∑

i : yi=y

gy ij fd(xi )

σ̂2
yjd =

1

ℓywyj

∑

i : yi=y

gy ij
(
fd (xi )− µ̂yjd

)2

Çàìå÷àíèå: êîìïîíåíòû ¾íàèâíû¿, íî ñìåñü íå ¾íàèâíà¿

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÂâÌÎ: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè 33 / 36



Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Äèñêðèìèíàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

�åíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè
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Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Ïîäñòàâèì ãàóññîâñêóþ ñìåñü â áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

λyPy

ky∑

j=1

wyj Nyj exp
(
−1

2ρ
2
yj(x , µyj )

)

︸ ︷︷ ︸

pyj (x)
︸ ︷︷ ︸

Γy (x)

Nyj = (2π)−
n
2 (σyj1 · · · σyjn)−1

� íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè;

ρyj(x , µyj) � âçâåøåííàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà â X = R
n
:

ρ2yj(x , µyj) =
n∑

d=1

1

σ2
yjd

(
fd (x)− µyjd

)2
.

Èíòåðïðåòàöèÿ: ýòî ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð, â êîòîðîì

pyj(x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê j-é êîìïîíåíòå êëàññà y ;

Γy (x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê êëàññó y .
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Ñåòü ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé (RBF)

Òð¼õñëîéíàÿ ñåòü RBF (Radial Basis Fun
tions):

a(x) = argmax
y∈Y

λyPy

ky∑

j=1

wyjpyj(x)

?>=<89:;x · · ·

p11(x)

· · ·
p1k1(x)

pM1(x)

· · ·
pMkM (x)

∑

· · ·

∑

arg
max a(x)

55

22

,,

))

w11
❨❨❨❨

,,❨❨❨❨

w1k1❣❣❣❣

33❣❣❣

wM1
❲❲❲❲

++❲❲
❲

wMkM❡❡❡

22❡❡❡

λ1P1

❏❏
❏

$$❏
❏

λMPMttt

::tt

//
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Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

�åçþìå â êîíöå ëåêöèè

Îáó÷åíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïîðîæäàþùèõ (ãåíåðàòèâíûõ)

ìîäåëåé � ìåòîäîì ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

� âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè ïî äàííûì (áåç ó÷èòåëÿ)

� îáó÷åíèå ðåãðåññèè (ñ ó÷èòåëåì)

� îáó÷åíèå êëàññè�èêàöèè (ñ ó÷èòåëåì)

Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ðåãóëÿðèçàöèè � àïðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ � ìåòîä êëàññè�èêàöèè,

îöåíèâàþùèé óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ P(y |x)
Äâà ïîäõîäà ê îáó÷åíèþ êëàññè�èêàöèè:

� äèñêðèìèíàòèâíûé: ìîäåëü âåðîÿòíîñòè êëàññîâ P(y |x ,w)
� ãåíåðàòèâíûé: ìîäåëü ïëîòíîñòè êëàññîâ p(x |y ,w)

Áàéåñîâñêèå ìåòîäû êëàññè�èêàöèè � ãåíåðàòèâíûå,

îñíîâàíû íà îöåíèâàíèè ïëîòíîñòåé êëàññîâ
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