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Напомним определение сопряженной функции. Для произвольной функции f : Dom f ⊆
Rn → R ее сопряженной (по Фенхелю) называется функция f∗ : Dom f∗ ⊆ Rn → R, опреде-
ленная по правилу

f∗(s) = sup
x∈Dom f

{s>x− f(x)}.

По определению областью определения функции f∗ является множество Dom f∗ = {s ∈ Rn :
supx∈Dom f{s>x− f(x)} < +∞}.

1 Для каждой из следующих функций найти ее сопряженную:

(a) (Модуль в степени) f(x) = 1
p |x|

p, x ∈ R, где p ∈ (1,∞) (Подсказка: Запишите ответ
через сопряженный параметр q, задаваемый равенством 1/p+ 1/q = 1.)

(b) (Отрицательная энтропия) f(x) = x lnx+ (1− x) ln(1− x), x ∈ (0, 1).

(c) (Постоянная функция) f(x) = c, x ∈ Rn, где c ∈ R.
(d) (Линейная функция) f(x) = a>x+ β, x ∈ Rn, где a ∈ Rn, β ∈ R, a 6= 0.

(e) (Квадрат нормы) f(x) = 1
2‖x‖

2, x ∈ Rn, где ‖·‖ — произвольная норма на Rn. (Подсказ-
ка: Используйте двойственную норму.)

2 Докажите следующие свойства сопряженной функции:

(a) (Сепарабельность) Пусть fi : Dom fi ⊆ R→ R. Рассмотрим функцию

f(x) =

n∑
i=1

fi(xi),

определенную на множестве Dom f = Dom f1 × · · · ×Dom fn ⊆ Rn. Тогда

f∗(s) =

n∑
i=1

fi∗(si).

Областью определения f∗ является Dom f∗ = Dom f1∗ × · · · ×Dom fn∗.

(b) (Масштабирование) Пусть f : Dom f ⊆ Rn → R, α ∈ (0,+∞), β ∈ R. Рассмотрим
функцию

φ(x) = αf(x) + β,

определенную на множестве Domφ = Dom f . Тогда

φ∗(s) = αf∗((1/α)s)− β.

Областью определения φ∗ является Domφ∗ = αDom f∗.

(c) (Замена переменной) Пусть f : Dom f ⊆ Rn → R, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn Рассмотрим
функцию

φ(x) = f(Ax+ b)
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определенную на множестве Domφ = {x ∈ Rn : Ax + b ∈ Dom f}. Если матрица A
является невырожденной, то

φ∗(s) = f∗(A
−>s)− s>A−1b.

Областью определения φ∗ является Domφ∗ = {s ∈ Rn : A−>s ∈ Dom f∗}.

3 Рассмотрим задачу минимизации эмпирического риска

(P ) min
w∈Rd

{
1

n

n∑
i=1

fi(a
>
i w) + τR(w)

}
,

где ai ∈ Rd, fi : R→ R, R : Rd → R, τ > 0. На семинаре мы получили общий результат о том,
что двойственной задачей к (P ) является

(D) max
µ∈Rn

{
− 1

n

n∑
i=1

fi∗(µi)− τR∗
(
− 1

τn
Aµ

)}
,

где A = [a1, . . . , an] ∈ Rd×n — матрица со столбцами ai, а fi∗ и R∗ — соответствующие
сопряженные функции для fi и R.

Используя этот результат, выпишите двойственную задачу для задачи бинарной логистиче-
ской регрессии с L2-регуляризатором:

fi(zi) = ln(1 + exp(−bizi)), R(w) =
1

2
‖w‖22,

где bi ∈ {−1, 1}.
(Указание: Воспользуйтесь полученным на семинаре выражением f∗(s) = s ln s+(1−s) ln(1−
s) для сопряженной функции для f(x) = ln(1 + ex) и результатом о замене переменной.)

4 Для каждого из следующих множеств Q ⊆ Rn найти евклидову проекцию заданной точки
v ∈ Rn на множество Q (т. е. найти argminx∈Q‖x− v‖22):

(a) (Короб) Q = {x ∈ Rn : xi ∈ [li, ri], i = 1, . . . , n}, где −∞ ≤ li ≤ ri ≤ +∞. (Замечание:
Допускается, что li = −∞ и/или ri = +∞, т. е. короб может быть неограниченным
вдоль некоторых направлений.)

(b) (Единичный L2-шар) Q = B2(0, 1) = {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1}.
(c) (Афинное многообразие) Q = {x ∈ Rn : Ax = b}, где A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, Rank(A) = m.

(d) (Полупространство) Q = {x ∈ Rn : a>x ≤ β}, где a ∈ Rn, β ∈ R, a 6= 0.

Воспользуйтесь полученными выше результатами и выпишите ответ для следующих случаев:

• (Неотрицательный ортант) Q = Rn+ = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, . . . , n}.
• (Единичный L∞-шар) Q = B∞(0, 1) = {x ∈ Rn : ‖x‖∞ ≤ 1}.
• (Гиперплоскость) Q = {x ∈ Rn : a>x = β}, где a ∈ Rn, β ∈ R, a 6= 0.
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