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Геометрические преобразования

1. Компенсация искажений оптической системы объектива камеры.

2. Выравнивание геометрии эластичного объекта на изображении.

3. Сравнение объектов, геометрически искаженных преобразованием, в том 

числе проективным (перспектива).

4. Моделирование изменения формы объекта при движении или изменении 

ракурса.

5. Объединения кадров, снятых с разного ракурса, для построения панорамы 

(image stitching)

6. Масштабирование изображения, сверхразрешение.

Задачи

Искажения оптической системы 

https://github.com/sajmaru/Image-Stitching-OpenCV

Выравнивание

Масштабирование

Панорама
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Геометрические преобразования

1. Пространственное преобразование координат точек
2. Интерполяция значений яркости точек в преобразованных координатах

Линейные преобразования координат Кусочно-билинейные отображения

𝑥′

𝑦′
=

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑥
𝑦
1

𝑥1
′

𝑥2
′

𝑥3
′

𝑥4
′

=

𝑥1 𝑦1 𝑥1𝑦1
𝑥2 𝑦2 𝑥2𝑦2

1
1

𝑥3 𝑦3 𝑥3𝑦3
𝑥4 𝑦4 𝑥4𝑦4

1
1

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎0

𝑦1
′

𝑦2
′

𝑦3
′

𝑦4
′

=

𝑥1 𝑦1 𝑥1𝑦1
𝑥2 𝑦2 𝑥2𝑦2

1
1

𝑥3 𝑦3 𝑥3𝑦3
𝑥4 𝑦4 𝑥4𝑦4

1
1

𝑏1
𝑏2
𝑏3
𝑏0

𝑥′ = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑥𝑦
𝑦′ = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑏3𝑥𝑦

Однородные координаты

Уравнения относительно 8 параметров:
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Геометрические преобразования

Полиномиальное преобразование пространственных координат второго порядка

𝑥′ = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑥
2 + 𝑎4𝑥𝑦 + 𝑎5𝑦

2

𝑦′ = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑏3𝑥
2 + 𝑏4𝑥𝑦 + 𝑏5𝑦

2

𝐀 =

1 𝑥1 𝑦1
1 𝑥2 𝑦2
⋯
1

⋯
𝑥𝑀

⋯
𝑦𝑀

𝑥1
2 𝑥1𝑦1 𝑦1

2

𝑥2
2 𝑥2𝑦2 𝑦2

2

⋯
𝑥𝑀
2

⋯
𝑥𝑀𝑦𝑀

⋯
𝑦𝑀
2

𝒂 = 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎5
𝐓

𝐲′ = 𝑦1
′ , 𝑦2

′ , … , 𝑦𝑀
′ 𝐓

𝐱′ = 𝑥1
′ , 𝑥2

′ , … , 𝑥𝑀
′ 𝐓

𝐛 = 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏5
𝐓

𝜀 = 𝐱′ − 𝐀𝐚 𝐓 𝐱′ − 𝐀𝐚 + 𝐲′ − 𝐀𝐛 𝐓 𝐲′ − 𝐀𝐛 → min
𝐚,𝐛

𝒂 = 𝐀+𝐱′

b= 𝐀+𝒚′

𝐀+ = 𝐀𝐓𝐀
−𝟏
𝐀𝐓

⇒ ⇒ 𝑥, 𝑦 ⟶ 𝑥′, 𝑦′
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Геометрические преобразования

Интерполяция по 
ближайшему соседу

Интерполяция значений яркости точек 

Пусть 𝐓: 𝑥′, 𝑦′ ⟶ 𝑥, 𝑦
source destination

𝐓−1: 𝑥, 𝑦 ⟶ 𝑥′, 𝑦′

destination source
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 ,x y 

00g

11g
01g

10g

 0 0,x y 

 0 1,x y 

 1 0,x y 

 1 1,x y 

Геометрические преобразования

Билинейная интерполяция 

Интерполяция по 
ближайшему соседу

Интерполяция значений яркости точек 

Пусть 𝐓: 𝑥′, 𝑦′ ⟶ 𝑥, 𝑦
source destination

Пусть: 𝑥0
′ ≤ 𝑥′ ≤ 𝑥0

′ + 1 = 𝑥1
′

ሚ𝑓0 𝑥, 𝑦 = 𝑦1
′ − 𝑦′ g00 + 𝑦′ −𝑦0

′ g01
ሚ𝑓1 𝑥, 𝑦 = 𝑦1

′ − 𝑦′ g10 + 𝑦′ −𝑦0
′ g11

𝑦0
′ ≤ 𝑦′ ≤ 𝑦0

′ + 1 = 𝑦1
′

g 𝑥0
′ , 𝑦0

′ = g00

g 𝑥1
′ , 𝑦0

′ = g10

g 𝑥0
′ , 𝑦1

′ = g01

g 𝑥1
′ , 𝑦1

′ = g11

ሚ𝑓0 𝑥, 𝑦

ሚ𝑓1 𝑥, 𝑦
ሚ𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥1

′ − 𝑥′ ሚ𝑓0 + 𝑥′ −𝑥0
′ ሚ𝑓1

ሚ𝑓 𝑥, 𝑦

ሚ𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥1
′ − 𝑥′ 𝑦1

′ − 𝑦′ g00 + 𝑥1
′ − 𝑥′ 𝑦′ −𝑦0

′ g01 +

+ 𝑥′ −𝑥0
′ 𝑦1

′ − 𝑦′ g10+ 𝑥′ −𝑥0
′ 𝑦′ −𝑦0

′ g11

ሚ𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑎𝑥′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑥′𝑦′ + 𝑑

𝑦1
′ − 𝑦′ + 𝑦′ −𝑦0

′ = 1
𝑥1
′ − 𝑥′ + 𝑥′ −𝑥0

′ = 1

𝐓−1: 𝑥, 𝑦 ⟶ 𝑥′, 𝑦′

destination source
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Геометрические преобразования
Интерполяция значений яркости точек 

1D

2D
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Геометрические преобразования
Ядерная интерполяция. Ядро Котельникова.

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 , 𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Интерполяционный ряд Котельникова:

 

  

 

  

sinsin
( , ) ( , )

y yx x

н x y

m n x x y y

y nx m
f x y f m n

x m y n



 

           
     



,  ,x y

xгр yгр

 

 
   

y

x
xгр

yгр

( )
( , ) ( , ) x yj x j y

н x y нF f x y e dxdy
 

 
 

 

 

  

 

 

 
 

sin 2sin 24 2 2
( , ) ,  ,  

2 2

yx

x y

x y x xгр yгрy

y Tx T
R x y T T

T T x T y T

  

  
  

Точная интерполяция между дискретными отсчетами (𝑚𝛥𝑥 , 𝑛𝛥𝑦) при:

Идеальное интерполирующее ядро (нормированное):

2

1

1 2 1 2
ˆ( , ) ( , )F R   

𝑹 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒄(𝒙)
)𝑓н(𝑥

(𝛥𝑥 , 𝛥𝑦) – шаг между дискретными отсчетами функции ൯𝑓(𝑚𝛥𝑥 , 𝑛𝛥𝑦

xx

𝑅𝑚(𝑥) = sinc 𝑥 − 𝑚 , m ∈ ℤ -
ортогональная система функций в 
ℒ2 ℛ

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром: xm

yn

x

y

)𝑓(𝑥, 𝑦

Спектр дискретного
изображения

Спектр непрерывного
изображения
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Геометрические преобразования

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 , 𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Ядро Котельникова

xx

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром:

xm

yn

x

)𝑓(𝑥, 𝑦

 

 

sin1
( )

x T
R x

T x T






Ядро Ланцоша (венг. Lánczos Kornél)

 

 

 

 

sin sin
( ) ,  ,  a

x x a
L x a x a

x x a

 

 
   

( , ) ( ) ( )a a aL x y L x L y( , ) ( ) ( )R x y R x R y

0 - иначе

- оконная функция Ланцоша

 

 

sin
( ) ,  ,  w

x a
L x a x a

x a




   

0 - иначе

Ядерная интерполяция. Ядро Ланцоша.

Оконная функция Ланцоша
при значении параметра a = 1, 2, 3.

Ядро Ланцоша для a = 2

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Геометрические преобразования

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 , 𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Ядро Котельникова

xx

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром:

xm

yn

x

)𝑓(𝑥, 𝑦

Интерполяция по 
ближайшему соседу (7x)

Билинейная 
интерполяция (7x)

Интерполяция 
Ланцоша (7x)

Исходное 
изображение

 

 

sin1
( )

x T
R x

T x T






Ядро Ланцоша (венг. Lánczos Kornél)

 

 

 

 

sin sin
( ) ,  ,  a

x x a
L x a x a

x x a

 

 
   

( , ) ( ) ( )a a aL x y L x L y( , ) ( ) ( )R x y R x R y

0 - иначе

- оконная функция Ланцоша

 

 

sin
( ) ,  ,  w

x a
L x a x a

x a




   

0 - иначе

Ядерная интерполяция. Ядро Ланцоша.

Оконная функция Ланцоша
при значении параметра a = 1, 2, 3.

Ядро Ланцоша для a = 2
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Геометрические преобразования
Ядерная интерполяция. Прямоугольное ядро.

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 , 𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром:

xm

yn

x

y

)𝑓(𝑥, 𝑦

Интерполяция с прямоугольным ядром:

 
0

2 2,
1 ,

( , ) 2 2,
0,

в противном случае

x x

x y

y y

T x T
T T

R x y T y T

   


   



Интерполяция с прямоугольным ядром эквивалентна интерполяции по ближайшему соседу (интерполяция нулевого порядка)

0 ( , )R x y

𝒇 𝒎∆𝒙 𝑇𝑥 = ∆𝒙

𝑓0

𝑓1
𝑇𝑥 = 1: 𝑥1

′ = 𝑥0
′ + 1

𝑥0
′ 𝑥1

′

𝑥′

𝑓 𝑥0
′ = f0,

𝑓 𝑥1
′ = f1

𝑓 𝑥′ = ෍

𝑚=𝑥′− Τ1 2

𝑚=𝑥′+ Τ1 2

𝑓 𝑚 𝑅0 𝑥′ −𝑚 = ෍

𝑚=𝑥′− Τ1 2

𝑚=𝑥′+ Τ1 2

𝑓 𝑚 = ቊ
𝑓 𝑥0

′ , 𝑥′ − Τ1 2 < 𝑥0
′ ≤ 𝑥′ + Τ1 2

𝑓 𝑥1
′ , 𝑥′ − Τ1 2 < 𝑥1

′ ≤ 𝑥′ + Τ1 2

𝑇𝑥

𝑅0 𝑥′ −𝑚

0
ˆ ( )R 

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Геометрические преобразования
Ядерная интерполяция. Треугольное ядро.

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 , 𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром:

xm

yn

x

y

)𝑓(𝑥, 𝑦

 
0

2 2,
1 ,

( , ) 2 2,
0,

в противном случае

x x

x y

y y

T x T
T T

R x y T y T

   


   



Прямоугольное ядро:

Треугольное ядро: 1 0 0( , ) ( , ) ( , )R x y R x y R x y 

𝑅0 𝑥 − 𝑚

𝑅0 𝑥

𝑥

𝑥

𝑥

)𝑅1(𝑥, 𝑦

2𝑇𝑥

𝒇 𝒎∆𝒙 𝑇𝑥 = ∆𝒙2𝑇𝑥

൯෠𝑅1(𝜔

Гнеушев А.Н. Обработка изображений в системах искусственного интеллекта. МФТИ, ИС. 2025.
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Геометрические преобразования
Ядерная интерполяция. Треугольное ядро.

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 , 𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром:

xm

yn

x

y

)𝑓(𝑥, 𝑦

Интерполяция с треугольным ядром эквивалентна билинейной интерполяции (интерполяция 
первого порядка):

 
0

2 2,
1 ,

( , ) 2 2,
0,

в противном случае

x x

x y

y y

T x T
T T

R x y T y T

   


   



Прямоугольное ядро:

Треугольное ядро: 1 0 0( , ) ( , ) ( , )R x y R x y R x y 

𝑅0 𝑥 − 𝑚

𝑅0 𝑥

𝑥

𝑥

𝑥

)𝑅1(𝑥, 𝑦

2𝑇𝑥

𝒇 𝒎∆𝒙 𝑇𝑥 = ∆𝒙

𝑥′

𝑇𝑥 = 1: 𝑥1
′ = 𝑥0

′ + 1,

𝑥0
′ 𝑥1

′

𝑓 𝑥0
′ = 𝑓0, 𝑓 𝑥1

′ = 𝑓1
𝑓0

𝑓1
𝑅1 𝑥1

′
𝑅1 𝑥0

′

)𝑅1(𝑥
′ =1

𝑡 = 𝑥′ − 𝑥0
′

1 − 𝑡

𝑅1 𝑥0
′

𝑅1 𝑥′
=
1 − 𝑡

1
⇒ 𝑅1 𝑥0

′ = 1 − 𝑡,

𝑡

1

𝑅1 𝑥1
′

𝑅1 𝑥′
=
𝑡

1
⇒ 𝑅1 𝑥1

′ = 𝑡

2𝑇𝑥
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Геометрические преобразования
Ядерная интерполяция. Треугольное ядро.

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 , 𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром:

xm

yn

x

y

)𝑓(𝑥, 𝑦

Интерполяция с треугольным ядром эквивалентна билинейной интерполяции (интерполяция 
первого порядка):

 
0

2 2,
1 ,

( , ) 2 2,
0,

в противном случае

x x

x y

y y

T x T
T T

R x y T y T

   


   



Прямоугольное ядро:

Треугольное ядро: 1 0 0( , ) ( , ) ( , )R x y R x y R x y 

𝑅0 𝑥 − 𝑚

𝑅0 𝑥

𝑥

𝑥

𝑥

)𝑅1(𝑥, 𝑦

2𝑇𝑥

𝒇 𝒎∆𝒙 𝑇𝑥 = ∆𝒙

𝑥′

𝑇𝑥 = 1: 𝑥1
′ = 𝑥0

′ + 1,

𝑥0
′ 𝑥1

′

𝑓 𝑥0
′ = 𝑓0, 𝑓 𝑥1

′ = 𝑓1
𝑓0

𝑓1
𝑅1 𝑥1

′
𝑅1 𝑥0

′

)𝑅1(𝑥
′ =1

𝑡 = 𝑥′ − 𝑥0
′

1 − 𝑡

𝑅1 𝑥0
′

𝑅1 𝑥′
=
1 − 𝑡

1
⇒ 𝑅1 𝑥0

′ = 1 − 𝑡,

𝑡

1

𝑅1 𝑥1
′

𝑅1 𝑥′
=
𝑡

1
⇒ 𝑅1 𝑥1

′ = 𝑡

𝑓 𝑥′ = ෍

𝑚=𝑥′−1

𝑚=𝑥′+1

𝑓 𝑚 𝑅1 𝑥′ −𝑚 = 𝑅1 𝑥0
′ 𝑓0 + 𝑅1 𝑥1

′ 𝑓1 =

= 1 − 𝑡 𝑓0 + 𝑡𝑓1 = 1 − 𝑥′ + 𝑥0
′ 𝑓0 + 𝑥′ − 𝑥0

′ 𝑓1 =

= 𝑥1
′ − 𝑥′ 𝑓0 + 𝑥′ − 𝑥0

′ 𝑓1

2𝑇𝑥
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Геометрические преобразования
Ядерная интерполяция

𝒇 𝒙, 𝒚 =෍

𝒎

෍

𝒏

𝒇 𝒎∆𝒙, 𝒏∆𝒚 𝑹 𝒙 −𝒎∆𝒙, 𝒚 − 𝒏∆𝒚 ,

𝑹 𝒙, 𝒚 - интерполирующее ядро

Интерполяция на основе свертки с интерполирующим ядром:

xm

yn

x

y

)𝑓(𝑥, 𝑦

Семейства B-сплайнов

൯෠𝑅1(𝜔0
ˆ ( )R  ൯෠𝑅3(𝜔

1

2
൯መ𝑓 (𝜔
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