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� 2 �Ñîäåðæàíèå1 Ââåäåíèå 42 Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ äëÿ ðàçðåæåííûõ ðàñïðåäåëåíèé 92.1 Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 Òåñò íà îñíîâå ñýìïëèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.3 �åãðåññèîííûé òåñò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè, îñíîâàííàÿ íà ñòàòè-ñòèêå õè-êâàäðàò 163.1 Âåðîÿòíîñòíûå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163.2 Ñýìïëèðîâàíèå áåç âîçâðàùåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173.3 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 Êðèòåðèè ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 204.1 Òî÷íûé òåñò Ôèøåðà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204.2 Ìíîæåñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå òî÷íîãî òåñòà Ôèøåðà . . . . . . . . . . 225 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî òå-ñòà Ôèøåðà 235.1 Ïðèìåíåíèå òî÷íîãî òåñòà Ôèøåðà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû óñëîâíîéíåçàâèñèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235.2 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246 Âûâîäû 24



� 3 �Àííîòàöèÿ�àáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êðèòåðèÿ, ïðîâåðÿþùåãî îäíî èç îñíîâíûõïðåäïîëîæåíèé òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ � ãèïîòåçó óñëîâíîé íåçàâèñè-ìîñòè ñëîâ â òåìå îò äîêóìåíòà. Ïðåäëàãàþòñÿ äâà ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòà: îäèíîñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò ïó-ò¼ì ñýìïëèðîâàíèÿ, à âòîðîé � íà ìíîæåñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè òî÷íîãî òå-ñòà Ôèøåðà. �àññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííûõ òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêèàäåêâàòíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.



� 4 �1 ÂâåäåíèåÒåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå (topi
 modeling) � îäíî èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿïðèëîæåíèé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ê àíàëèçó òåêñòîâ [9℄. Òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîë-ëåêöèè òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ îïðåäåëÿåò, ê êàêèì òåìàì îòíîñèòñÿ êàæäûé äîêó-ìåíò, è êàêèå òåðìèíû îáðàçóþò êàæäóþ òåìó. Âåðîÿòíîñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìî-äåëü îïèñûâàåò êàæäóþ òåìó äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå òåðìèíîâ,êàæäûé äîêóìåíò � äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå òåì. Ýòî ïîçâîëÿ-åò ðåøàòü çàäà÷è êëàññè�èêàöèè, êëàñòåðèçàöèè è êàòåãîðèçàöèè òåêñòîâ, à òàêæåñîçäàâàòü òåìàòè÷åñêèå ïîèñêîâûå ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèå ïî òåêñòó ïðîèçâîëüíîéäëèíû íàõîäèòü äîêóìåíòû ñõîæåé òåìàòèêè. Êðîìå òîãî, òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè øè-ðîêî èñïîëüçóþòñÿ â îáëàñòè êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ: äëÿ êëàññè�èêàöèè èçîáðàæå-íèé [1℄, îïðåäåëåíèÿ ïîäïèñåé ê íèì [2℄ è ïîñòðîåíèÿ èåðàðõèé [3, 4℄.Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (êîëëåêöèÿ)òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ D è ìíîæåñòâî (ñëîâàðü) òåðìèíîâ W. Êàæäûé äîêóìåíò
d ∈ D ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òåðìèíîâ (w1, . . . , wnd

) èç W , ãäå nd �äëèíà äîêóìåíòà. ×åðåç ndw îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî âõîæäåíèé òåðìèíà w â äîêóìåíò d.Ëàòåíòíî-ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç [5℄ (ëàòåíòíî-ñåìàíòè÷åñêîå èíäåêñèðîâàíèåâ èí�îðìàöèîííîì ïîèñêå)�ìåòîä îáðàáîòêè èí�îðìàöèè, àíàëèçèðóþùèé âçàèìî-ñâÿçü ìåæäó äîêóìåíòàìè è âñòðå÷àþùèìèñÿ â íèõ òåðìèíàìè ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿäîêóìåíòîâ è òåðìèíîâ â ïðîñòðàíñòâå òàê íàçûâàåìûõ �òåì�. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóò-ñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû ñëîâ-íà-äîêóìåíòû A, îáû÷íî ñîäåðæàùåé âêà÷åñòâå ýëåìåíòîâ âåñà, ó÷èòûâàþùèå ÷àñòîòû èñïîëüçîâàíèÿ êàæäîãî òåðìèíà âêàæäîì äîêóìåíòå è ó÷àñòèå òåðìèíà âî âñåõ äîêóìåíòàõ (tf-idf). Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàò-ðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ìàòðèö:
A = UΛV T ,ãäå U è V�îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, à Λ�äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëèêîòîðîé�ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ AAT , íàçûâàåìûå ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè ìàò-ðèöû A. Îñòàâëÿÿ k íàèáîëüøèõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Λ è âçÿâ ñîîò-âåòñòâóþùèå èì ñòîëáöû ìàòðèö U è V , ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà
Ak = UkΛkV

T
kðàíãà k, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé àïïðîêñèìàöèåé èñõîäíîé ìàòðèöû A ñðåäè ìàò-ðèö çàäàííîãî ðàíãà k (ìèíèìèçèðóåò íîðìó Ôðîáåíèóñà ðàçíîñòè ìàòðèö [16℄). Òà-



� 5 �êèì îáðàçîì, êàæäûé òåðìèí è äîêóìåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáùåì ïðîñòðàíñòâå ðàç-ìåðíîñòè k, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü áëèçîñòü ìåæäó äîêóìåíòàìè, òåðìèíàìè èëèäîêóìåíòàìè è òåðìèíàìè êàê êîñèíóñ óãëà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè.Ëàòåíòíî-ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êëàññè�èêàöèè äîêóìåíòîâ, êëà-ñòåðèçàöèè, ïîèñêà èí�îðìàöèè, ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèíîíè-ìèåé òåðìèíîâ [6℄.Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíî-ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç, ïîÿâèâøèéñÿ â 1999 ãî-äó [10℄, ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ëàòåíòíî-ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà, â îò-ëè÷èå îò êîòîðîãî èìååò ñòðîãîå ñòàòèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå è îïðåäåëÿåò ìîäåëüïîðîæäåíèÿ êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ. Êðîìå òîãî, äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàçäåëÿòüðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñëîâ, òåì ñàìûì ðåøàÿ ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ïîëèñèìèåé (ìíî-ãîçíà÷íîñòüþ). Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç îñíîâûâàåòñÿ íàïðåäñòàâëåíèè âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ïàðû �äîêóìåíò-òåðìèí� ñëåäóþùèì îáðàçîì:
p(d, w) =

∑

t∈T

p(t)p(w|t)p(d|t) =
∑

t∈T

p(d)p(w|t)p(t|d) =
∑

t∈T

p(w)p(t|w)p(d|t),ãäå t � ñêðûòàÿ ïåðåìåííàÿ(òåìà). Íåèçâåñòíûå âåðîÿòíîñòè p(w|t) è p(t|d) äëÿ âñåõ
w ∈ W, t ∈ T, d ∈ D îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ëîãàðè�ìàïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè:

∑

d∈D

∑

w∈W

ndw log
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t∈T

p(w|t)p(t|d) −→ max
{p(w|t)},{p(t|d)}ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
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p(w|t) > 0 ∀w ∈ W, t ∈ T

p(t|d) > 0 ∀t ∈ T, d ∈ D
∑

w∈W

p(w|t) = 1 ∀t ∈ T

∑

t∈T

p(t|d) = 1 ∀d ∈ DÄëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êàæäàÿ èòå-ðàöèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ (EM-àëãîðèòì [11℄).Âåðîÿòíîñòíàÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ àïðèîðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè Äèðèõëåáûëà ïðåäëîæåíà Äýâèäîì Áëýåì è äð. â [12℄ è íàçâàíà ëàòåíòíûì ðàçìåùåíèåìÄèðèõëå (Latent Diri
hlet Allo
ation, LDA). Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïðåäïîëîæåíèé ìî-äåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ òåì â äîêóìåíòàõ ïîä÷èíÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèþÄèðèõëå. Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü ïîðîæäåíèÿ êàæäîãî äîêóìåí-òà êîëëåêöèè d ∈ D, îïèñàííàÿ â Àëãîðèòìå 1.1. Êàæäàÿ òåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé



� 6 �Àëãîðèòì 1.1. Ïîðîæäåíèå äîêóìåíòà d â êîëëåêöèè.Âõîä: p(w | t) äëÿ âñåõ w ∈ W, t ∈ T , α�ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå;Âûõîä: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ äîêóìåíòà d;1: âûáðàòü äëèíó äîêóìåíòà nd;2: âûáðàòü ðàñïðåäåëåíèå òåì â äîêóìåíòå p(t | d) ∼ Dir(α);3: äëÿ âñåõ i = 1 . . . nd4: âûáðàòü òåìó t ∼ p(t|d);5: âûáðàòü ñëîâî w ∼ p(w|t);ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàä ñëîâàìè p(w|t), à êàæäûé äîêóìåíò�ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòåé íàä òåìàìè p(t|d).Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ LDA ÿâëÿåòñÿñýìïëèðîâàíèå �èááñà, ïðåäëîæåííîå â [13℄(Gibbs Sampling, GS). Â [14℄ îïèñàí îáçîðè àíàëèç îñíîâíûõ ìîäåëåé îáó÷åíèÿ LDA, à â [15℄� ñòðîãèé âûâîä �îðìóë LDA-GS.Âñå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè îñíîâàíû íà ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ [10, 12℄.Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âûÿâëåíèÿ òåìàòèêè äîñòàòî÷íî çíàòü, êà-êèå òåðìèíû âñòðå÷àþòñÿ â êàêèõ äîêóìåíòàõ, íî íå âàæåí íè ïîðÿäîê òåðìèíîââ äîêóìåíòàõ (ãèïîòåçà ¾ìåøêà ñëîâ¿), íè ïîðÿäîê äîêóìåíòîâ â êîëëåêöèè (ãèïî-òåçà ¾ìåøêà äîêóìåíòîâ¿). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåìàòèêó äîêó-ìåíòà ìîæíî óçíàòü äàæå ïîñëå ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè òåðìèíîâ, õîòÿ äëÿ ÷åëî-âåêà òàêîé òåêñò òåðÿåò ñìûñë.Âî-âòîðûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåì T è äèñ-êðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå p(d, w, t) íà D × W × T , ïîðîæäàþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüíåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé � òðîåê (di, wi, ti), i = 1, . . . , n. Ïåðåìåííàÿ t ÿâëÿåòñÿëàòåíòíîé (ñêðûòîé), è íàáëþäàåìàÿ êîëëåêöèÿ äîêóìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (di, wi), i = 1, . . . , n, îñòàâøèõñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ âñåõ òåì.Â-òðåòüèõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé òåðìèíîâ
p(w | d, t) â ëþáîì äîêóìåíòå d çàâèñèò òîëüêî îò òåìû t, íî íå îò ñàìîãî äîêóìåíòà.Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè:

p(w | d, t) = p(w | t). (1.1)



� 7 �Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òðåõ ýêâèâàëåíòíûõ âàðèàíòàõ:
p(w | d, t) = p(w | t),

p(d |w, t) = p(d | t),

p(w | t)p(d | t) = p(w, d | t).

(1.2)Ñîãëàñíî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ãèïîòåçå óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè:
p(w | d) =

∑

t∈T

p(w | t)p(t | d). (1.3)Ïîñòðîèòü òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü êîëëåêöèè � îçíà÷àåò ïî èçâåñòíîé ëåâîé ÷à-ñòè p(w | d) = ndw/nd íàéòè íåèçâåñòíûå óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè:
p(w | t) äëÿ êàæäîé òåìû t ∈ T è p(t | d) äëÿ êàæäîãî äîêóìåíòà d ∈ D, à òàêæå îïðå-äåëèòü îïòèìàëüíîå ÷èñëî òåì |T |.Áîëüøèíñòâî òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [10, 12, 13, 14℄ îöåíèâàþò âåðîÿòíîñòè òåì
p(t | d, w) äëÿ êàæäîãî ñëîâà w â êàæäîì äîêóìåíòå d. Çíàÿ ýòè âåðîÿòíîñòè, âîç-ìîæíî îöåíèòü ÷èñëî òðîåê:

ndwt = ndwp(t | d, w) � â êîòîðûõ òåðìèí w äîêóìåíòà d ñâÿçàí ñ òåìîé t,
ndt =

∑

w∈W

ndwt � â êîòîðûõ òåðìèí äîêóìåíòà d ñâÿçàí ñ òåìîé t,
nwt =

∑

d∈D

ndwt � â êîòîðûõ òåðìèí w ñâÿçàí ñ òåìîé t,
nt =

∑

d∈D

∑

w∈W

ndwt � ñâÿçàííûõ ñ òåìîé t,è çàòåì ïî íèì íàéòè ÷àñòîòíûå îöåíêè èñêîìûõ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé:
p̂(t | d) =

ndt

nd

, p̂(w | t) =
nwt

nt

, p̂(w | d, t) =
ndwt

ndt

,

p̂(d |w, t) =
ndwt

nwt

, p̂(d | t) =
ndt

nt

. (1.4)Âûïîëíåíèå ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè (1.2) ÿâëÿåòñÿ âàæíûì òðåáîâà-íèåì ê âåðîÿòíîñòíîé òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â [17℄ ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé, îöåíèâà-þùèé ñòåïåíü íåñîîòâåòñòâèÿ òåìû t ãèïîòåçå óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè. Îí îñíîâàííà äèâåðãåíöèè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà è ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â EM-àëãîðèòìå:KLt = KL(p̂(d, w | t)‖p̂(d | t)p̂(w | t)) =
∑

d,w

ndwt

nt

ln
ndwtnt

ndtnwt

(1.5)Èäåÿ ñîñòîèò â ãåíåðàöèè íåñêîëüêèõ ìîäåëüíûõ êîëëåêöèé (íàïðèìåð, 20), äëÿ êî-òîðûõ ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, è âû÷èñëåíèè çíà÷å-íèé KLi
t (i = 1, 2 . . . 20) ïî �îðìóëå (1.5) äëÿ êàæäîé èç íèõ. Ñòåïåíü íåñîîòâåòñòâèÿ



� 8 �òåìû t ãèïîòåçå óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ KLt èñðåäíåãî çíà÷åíèÿ KLi
t ïî ìîäåëüíûì êîëëåêöèÿì.Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìî-ñòè (1.2) â òðåõ âàðèàíòàõ: äëÿ çàäàííîé ïàðû ñëîâî�òåìà (w, t), ïàðû äîêóìåíò�òåìà

(d, t) è äëÿ çàäàííîé òåìû t. Êàæäûé èç ýòèõ âàðèàíòîâ èìååò áîëüøóþ îáëàñòü ïðè-ìåíåíèÿ â ïîñòðîåíèè è îöåíèâàíèè âåðîÿòíîñòíûõ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðîâåðêàãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ êàæäîé òåìû t äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòüòåìû, òðåáóþùèå ðàçáèåíèÿ íà ïîäòåìû; äëÿ êàæäîé ïàðû ñëîâî�òåìà (w, t) ïîç-âîëÿåò íàéòè ñëîâà, íåîäíîðîäíûå â äàííîé òåìå; äëÿ êàæäîé ïàðû äîêóìåíò�òåìà
(d, t)�äîêóìåíòû, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Ñ ïîìîùüþ äàí-íûõ êðèòåðèåâ ïðè ïîñòðîåíèè òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü íà÷àëü-íûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ íîâûõ òåì è ðåøèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëàòåì.Ïåðâûé ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå ïîäõîä ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçà-âèñèìîñòè äëÿ ïàðû (d, t) çàêëþ÷àåòñÿ â âûÿñíåíèè, ÿâëÿåòñÿ ëè p̂(w | d, t) � ðàñ-ïðåäåëåíèå ñëîâ â äîêóìåíòå, îòíîñÿùèõñÿ ê òåìå, ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåìâûáîðêè, ïîðîæäåííîé èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñëîâ â òåìå p̂(w | t) (îáà ðàñïðåäåëåíèÿîöåíèâàþòñÿ ñîãëàñíî (1.4) â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè). Ïðîâåð-êà ãèïîòåçû äëÿ ïàðû (w, t) ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (îòëè÷èÿ òîëüêî âñðàâíèâàåìûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ: p̂(d | t) è p̂(d |w, t)).Êðèòåðèé õè-êâàäðàò Ïèðñîíà � îäèí èç ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ, ïðèìåíÿåìûéäëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.Îí èìååò ñâîè ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè è, â ÷àñòíîñòè, ïëîõî ïîäõîäèò äëÿ ðàçðåæåí-íûõ ðàñïðåäåëåíèé [8, 7℄, êîãäà ÷èñëî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íàáëþäàåìîé ïåðåìåí-íîé çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ÷èñëî íàáëþäåíèé, ëèáî êîãäà ìíîãèå çíà÷åíèÿ èìåþòêðàéíå íèçêèå, õîòÿ è íåíóëåâûå, âåðîÿòíîñòè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè-ñòèêè õè-êâàäðàò óæå íå îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé àñèìïòîòèêîé, è ìîæåò çàâèñåòüîò äëèíû âûáîðêè è âèäà òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.�àçðåæåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ïðèêëàäíûõ çà-äà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà òåêñòîâ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ý��åêòèâíûé ñïîñîáîöåíèâàíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è êâàíòèëåé ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò, îñíîâàííûéíà ñýìïëèðîâàíèè Ìîíòå-Êàðëî.�àññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí ïîäõîä ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìî-ñòè, êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿ íà ïðîâåðêå îòñóòñòâèÿ ñâÿçåé ìåæäó êàæäûì ñëîâîì



� 9 �è äîêóìåíòîì â òåìå ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî òåñòà Ôèøåðà. �ëàâíûì ïðåèìóùåñòâîìïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì òåñòîì ÿâëÿåòñÿ åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü:ïðîâåðêà ãèïîòåçû ñ ïîìîùüþ òåñòà Ôèøåðà òðåáóåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè,÷åì ïðîâåðêà, îñíîâàííàÿ íà ñòàòèñòèêå õè-êâàäðàò.2 Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ äëÿ ðàçðåæåííûõ ðàñïðåäå-ëåíèé2.1 Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàòÏóñòü èìååòñÿ âûáîðêà n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé {x1, . . . , xn} ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ω. Å¼ ýìïèðè÷åñêîå ðàñ-ïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê äîëÿ íàáëþäåíèé xi, ðàâíûõ x:
p̂(x) =

1

n

n
∑

i=1

[xi = x], x ∈ Ω.Êðèòåðèé õè-êâàäðàò ïðîâåðÿåò ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååòçàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå p(x), x ∈ Ω. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà õè-êâàäðàò:
X2 = n

∑

x∈Ω

(p̂(x)− p(x))2

p(x)
. (2.1)�àñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè X2 ñòðåìèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ õè-êâàäðàò ñ k =

|Ω| − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: X2 ∼ χ2(k). Íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíåçíà÷èìîñòè α, åñëè çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè ïðåâûøàåò (1 − α)-êâàíòèëü ýòîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ: X2 > χ2
1−α(k).Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòèêà õè-êâàäðàò ïðèìåíèìà, åñëè îáú¼ì âûáîðêè n > 50è îæèäàåìîå ÷èñëî íàáëþäåíèé np(x) > 5 äëÿ êàæäîãî x ∈ Ω. Â ñëó÷àÿõ ðàçðåæåí-íûõ ðàñïðåäåëåíèé p(x), êîãäà âåðîÿòíîñòè p(x) ìàëû äëÿ ìíîãèõ x ∈ Ω èëè êîãäà

|Ω| ≫ n, âòîðîå óñëîâèå ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ äàæå íà î÷åíü áîëüøèõ âûáîðêàõ [8℄.Ñòàíäàðòíàÿ ðåêîìåíäàöèÿ � îáúåäèíÿòü çíà÷åíèÿ x ∈ Ω â ãðóïïû � äëÿ ñèëüíîðàçðåæåííûõ ðàñïðåäåëåíèé îêàçûâàåòñÿ íåïðèåìëåìîé, òàê êàê ðåçóëüòàò ñóùå-ñòâåííî çàâèñèò îò ñïîñîáà ãðóïïèðîâàíèÿ, êîòîðûé âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî.Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå, íàçûâàåìîå çàêîíîìÖèï�à:
p(x) = Ax−s, x ∈ Ω = {1, . . . , v}, (2.2)
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�èñ. 1: Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè X2 ïðè s = 1, v = 50, 500, 1000, 5000, n = 100,N = 1000è ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2(v − 1).ãäå A =
(
∑v

x=1 x
−s
)

−1 � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, s� ïàðàìåòð. Ýòîò çàêîí íåïëî-õî îïèñûâàåò ÷àñòîòû ñëîâ â òåêñòàõ íà åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ, åñëè çà x ïðèíèìàòüíîìåðà ñëîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî óáûâàíèþ ÷àñòîòû. Ïàðàìåòð s çàâèñèò îò ÿçûêàè îò êîðïóñà òåêñòîâ, ïî êîòîðîìó äåëàåòñÿ îöåíêà, íî â áîëüøèíñòâå ýêñïåðèìåíòîâçíà÷åíèå s áëèçêî ê 1 è íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.9 äî 1.2 [19, 20℄.×åì áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s è ðàçìåð ñëîâàðÿ v, òåì áîëåå ðàçðåæåíî ðàñ-ïðåäåëåíèå p(x). Ïðîâîäèòñÿ ïðîñòîé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. �àññìàòðèâàþò-ñÿ òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s = 1 è ðàçìåðà ñëîâàðÿ v ∈ {50, 500, 1000, 5000}.�åíåðèðóåòñÿ N = 1000 âûáîðîê (èñêóññòâåííûõ òåêñòîâ) äëèíû n = 100 èç ðàñïðå-äåëåíèÿ (2.2), è äëÿ êàæäîé âûáîðêè âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè X2.Íà ðèñ. 1 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ýìïèðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè-êè X2, ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè � ðàñïðåäåëåíèÿ χ2(v − 1). ×åì áîëüøå ðàçìåð ñëî-âàðÿ, òåì ñèëüíåå ðàçðåæåíî ðàñïðåäåëåíèå p(x), è òåì ñèëüíåå îòëè÷àþòñÿ (1− α)-êâàíòèëè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé (ïðè òèïè÷íîì çíà÷åíèè α = 0.05).Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â ïðàê-òè÷åñêèõ çàäà÷àõ àíàëèçà òåêñòîâ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííûé



� 11 �òåêñò p̂(x) ñëó÷àéíîé âûáîðêîé èç êîðïóñà òåêñòîâ p(x).2.2 Òåñò íà îñíîâå ñýìïëèðîâàíèÿÄëÿ ðàçðåæåííûõ ðàñïðåäåëåíèé p(x) ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ χ2(k) ñòàòèñòèêè X2 èñïîëüçîâàòü ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.Ïîñòðîåíèå òåñòà. �åíåðèðóåòñÿ N íåçàâèñèìûõ âûáîðîê îáú¼ìà n èç çàäàí-íîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(x). Äëÿ êàæäîé âûáîðêè âû÷èñëÿåòñÿ ýìïèðè÷å-ñêîå ðàñïðåäåëåíèå p̂j(x), j = 1, . . . , N è çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè X2
j ïî �îðìóëå (2.1).Ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì X2

1 , . . . , X
2
N ñòðîèòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëå-íèÿ ñòàòèñòèêè

F̂n(X
2) =

1

N

N
∑

j=1

[

X2
j < X2

]è âû÷èñëÿåòñÿ å¼ (1−α)-êâàíòèëü F̂n,1−α. ×èñëîN ðåêîìåíäóåòñÿ áðàòü íå ìåíåå 1000,åñëè íåîáõîäèìî îöåíèâàòü âñþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî åñëè îöåíèâàåòñÿòîëüêî îäíà êâàíòèëü, N ìîæíî áðàòü ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ [7℄.Ïðèìåíåíèå òåñòà. Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà îáú¼ìà n, ïî êîòîðîé ïîñòðîåíî ýì-ïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå p̂(x) è âû÷èñëåíî çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè X2 ñîãëàñíî (2.1).Åñëè X2 > F̂n,1−α, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äàííàÿ âûáîðêà ïîðîæäåíà ðàñ-ïðåäåëåíèåì p(x), îòêëîíÿåòñÿ.�åêóððåíòíîå ïîñòðîåíèå òåñòà. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, â ñëó÷àå ðàç-ðåæåííûõ ðàñïðåäåëåíèé çíà÷åíèå êâàíòèëè F̂n,1−α ìîæåò çàâèñåòü îò îáú¼ìà âû-áîðêè n. Ñòðîèòü òåñò çàíîâî äëÿ êàæäîé âûáîðêè äîâîëüíî íàêëàäíî. Ïîýòîìóïðåäëàãàåòñÿ ðåêóððåíòíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè p(x)âû÷èñëèòü êâàíòèëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n îäèí ðàç, è çàòåì áûñòðî îñóùåñòâëÿòüïðîâåðêó íóëåâîé ãèïîòåçû äëÿ âûáîðîê ðàçëè÷íîãî îáú¼ìà n.Â ðåêóððåíòíîì ìåòîäå N âûáîðîê {xj1, . . . , xjn} íàðàùèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî,ãäå j = 1, . . . , N � íîìåð âûáîðêè, n = 1, . . . , nmax � îáú¼ì âûáîðêè. Äëÿ êàæäî-ãî j ñòðîèòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ãèñòîãðàììà Hj(x) = np̂j(x). Ïðè äîáàâëåíèè êàæäîãîíîâîãî íàáëþäåíèÿ ξ = xj,n+1, ñýìïëèðîâàííîãî èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x), îáíîâëÿ-åòñÿ ãèñòîãðàììà è ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè X2
j,n+1 ïî çíà÷åíèþ X2

j,n.Ñýìïëèðîâàííûå âûáîðêè íå ñîõðàíÿþòñÿ. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòì �îðìèðóåòäâóìåðíûé ìàññèâ çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè X2
j,n è îäíîìåðíûé ìàññèâ ýìïèðè÷åñêèõ ãè-ñòîãðàìì Hj(x). Â ñëó÷àå |Ω| ≫ nmax äëÿ õðàíåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ãèñòîãðàìì ëó÷øå



� 12 �Àëãîðèòì 2.1. Ïîñòðîåíèå òåñòà ïóò¼ì ðåêóððåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñòàòè-ñòèêè X2 ïî N îäíîâðåìåííî ðàñòóùèì âûáîðêàì îáú¼ìà n.Âõîä: p(x), N , nmax, α;Âûõîä: F̂n,1−α äëÿ âñåõ n = 1, . . . , nmax;1: äëÿ âñåõ j := 1, . . . , N2: ñýìïëèðîâàòü ïåðâûé ýëåìåíò j-é âûáîðêè ξ ∼ p(x);3: èíèöèàëèçèðîâàòü ýìïèðè÷åñêóþ ãèñòîãðàììó äëÿ j-é âûáîðêè:
Hj(x) := [x = ξ] äëÿ âñåõ x ∈ Ω;4: èíèöèàëèçèðîâàòü çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè X2 äëÿ j-é âûáîðêè:
X2

j1 := 1/p(ξ)− 1;5: äëÿ âñåõ n := 1, . . . , nmax − 16: äëÿ âñåõ j := 1, . . . , N7: ñýìïëèðîâàòü (n+ 1)-é ýëåìåíò j-é âûáîðêè ξ ∼ p(x);8: îáíîâèòü ýìïèðè÷åñêóþ ãèñòîãðàììó äëÿ j-é âûáîðêè:
Hj(ξ) := Hj(ξ) + 1;9: îáíîâèòü çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè X2 äëÿ j-é âûáîðêè:
X2

j,n+1 :=
nX2

j,n + 1

n + 1
+

2Hj(ξ)− 1

(n+ 1)p(ξ)
− 2;10: äëÿ âñåõ n := 1, . . . , nmax11: óïîðÿäî÷èòü X2

1,n, . . . , X
2
N,n ïî âîçðàñòàíèþ;12: F̂n,1−α := X2

N(1−α),n;èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ � ðàçðåæåííûå âåêòîðû, íå âûäåëÿþ-ùèå ïàìÿòü ïîä íóëåâûå çíà÷åíèÿ Hj(x). Â òàêîì ñëó÷àå ðàñõîä ïàìÿòè äëÿ äàííîãîàëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(nmaxN); âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü O(nmaxN logN). Äåòàëèðåàëèçàöèè ïîêàçàíû â Àëãîðèòìå 2.1.2.3 �åãðåññèîííûé òåñò�àññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è: ïðîâåðÿåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçàî òîì, ÷òî âûáîðêà ñ ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì p̂(x) ïîðîæäåíà ðàñïðåäåëåíè-åì Öèï�à (2.2) ñ ïàðàìåòðîì s. �àñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè X2 ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþñýìïëèðîâàíèÿ è èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü êâàíòèëÿ F̂n,1−α îò ïàðàìåòðîâ n, s è v.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü 0.95-êâàíòèëÿ îò îáú¼ìà âûáîðêè n è å¼ èíòåðïî-ëÿöèÿ �óíêöèåé F̃1−α(n) = A+Bn−1+Cn−2+Dn−3+En−4 ñ ïàðàìåòðàìè A,B,C,D,E.
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�èñ. 2: Çàâèñèìîñòü 0.95-êâàíòèëÿ X2 îòîáú¼ìà âûáîðêè n ïðè s = 1, v = 500, N =

1000 è åå èíòåðïîëÿöèÿ.
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�èñ. 3: Çàâèñèìîñòü 0.95-êâàíòèëÿ X2 îò ïà-ðàìåòðà s ïðè n = 100, v = 500, N = 1000è åå èíòåðïîëÿöèÿ.
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 ýêñïåðèìåíòèíòåðïîëÿöèÿ
�èñ. 5: Çàâèñèìîñòü 0.95-êâàíòèëåé, àïïðîê-ñèìèðîâàííûõ ìîäåëüþ F̃ 4

1−α
, îò èõ ýìïèðè-÷åñêèõ çíà÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ s, n, v.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü 0.95-êâàíòèëÿ îò ïîêàçàòåëÿ s â çàêîíå Öèï�àè å¼ èíòåðïîëÿöèÿ �óíêöèåé F̃1−α(s) = F +GHs ñ ïàðàìåòðàìè F , G, H .Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòè 0.95-êâàíòèëÿ îò ïàðàìåòðà v = |Ω| è å¼ ëèíåé-íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ F̃1−α(v) = I + Jv ñ ïàðàìåòðàìè I, J .Ïîñòðîåíèå ðåãðåññèîííîãî òåñòà. ×òîáû íàéòè îáùèé âèä çàâèñèìîñòè

F̃1−α(s, v, n), ïðèìåíÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêèé ïîäõîä. Ôîðìèðóåòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîð-êà èç 1000 òðîåê (s, v, n), ðàâíîìåðíî âûáðàííûõ èç ïàðàëëåëåïèïåäà s ∈ [0.9, 1.1],
v ∈ [500, 1500], n ∈ [50, 150]. Äëÿ êàæäîé òðîéêè âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå F̂n,0.95.Äëÿ ïîèñêà íåëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ñèì-âîëüíîé ðåãðåññèè MVR-
omposer [23, 24℄. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî àëãîðèòìà â òîì,÷òî îí àâòîìàòè÷åñêè ïîäáèðàåò �îðìóëó ðåãðåññèè ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ñóïåð-ïîçèöèé çàäàííîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå



� 14 �MVR-
omposer íàõîäèò ñëåäóþùóþ ìîäåëü ðåãðåññèè:
F̃ 1
1−α(s, v, n) = (A+Bn−1 + Cn−2 +Dn−3 + En−4)(F +GHs)(I + Jv)è îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ 10 ïàðàìåòðîâ A,B,C,D,E, F,G,H, I, J . �àñ-ñìàòðèâàþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ ýòîé ìîäåëè:

F̃ 2
1−α(s, v, n) = A(1 +Bn−1 + Cn−2 +Dn−3 + En−4)(1 +GHs)(1 + Jv);

F̃ 3
1−α(s, v, n) = A(1 +Bn−c)(1 +GHs)(1 + Jv);

F̃ 4
1−α(s, v, n) = Av(1 +Bn−c)(1 +GHs);

F̃ 5
1−α(s, v, n) = Av(1 +GHs);

F̃ 6
1−α(s, v, n) = Av(1 +Bn−c).Ïàðàìåòðû ýòèõ ìîäåëåé íàñòðàèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè nlin�t ïðîãðàììûMatlab. Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 1, êðîìå ïà-ðàìåòðà A, êîòîðûé èíèöèàëèçèðóåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì F̂n,1−α/v ïî âñåé âûáîðêå.Ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè (CKO) íà îáó÷àþùåéè êîíòðîëüíîé âûáîðêàõ èç 1000 ñëó÷àéíûõ òðîåê (s, v, n) êàæäàÿ:ìîäåëü F̃ 1

1−α F̃ 2
1−α F̃ 3

1−α F̃ 4
1−α F̃ 5

1−α F̃ 6
1−α÷èñëî ïàðàìåòðîâ 10 8 6 5 3 3ÑÊÎ (îáó÷åíèå) 16.3 16.8 16.8 16.7 52.2 43.7ÑÊÎ (êîíòðîëü) 15.8 16.1 16.0 16.0 50.9 43.8Ñðàâíåíèå ÑÊÎ íà îáó÷àþùåé è êîíòðîëüíîé âûáîðêàõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïå-ðåîáó÷åíèÿ íåò íè â îäíîé èç ìîäåëåé. Ìîäåëü F̃ 4

1−α ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîéïî òî÷íîñòè è ÷èñëó ïàðàìåòðîâ. Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ìîäåëè ïðèâîäèò ê ðåçêîìóóâåëè÷åíèþ ÑÊÎ. Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ íå¼: A = 0.913, B = 3.98,
c = 0.636, G = 0.00458, H = 36.8.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ãðà�èê çàâèñèìîñòè 0.95-êâàíòèëåé, àïïðîêñèìèðîâàííûõ ìî-äåëüþ F̃ 4

0.95, îò èõ ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ s, n, v. Ñïëîøíîé ëèíèåéèçîáðàæåíà ¾èäåàëüíàÿ¿ ïðÿìàÿ F̃ = F̂ .Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò, êâàíòèëü ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè X2 ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îáú¼ìà âûáîðêè n è îò âèäà ðàñ-ïðåäåëåíèÿ p(x), â ÷àñòíîñòè, îò ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè s â çàêîíå Öèï�à, îòâå÷àþùåãîçà ðàçðåæåííîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîåííàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü äîâîëüíî òî÷íî



� 15 �îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü 0.95-êâàíòèëè îò ïàðàìåòðîâ s, n, v. Ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíîïîñòðîèòü îäèí ðàç âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñòðîèòü òåñò äëÿ êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(x).Ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå p(x) îïèñûâàåòñÿ çàêîíîìÖèï�à è íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñóæàåò îáëàñòü ïðè-ìåíèìîñòè ðåãðåññèîííîãî òåñòà.Àíàëèç êà÷åñòâà ðåãðåññèîííîãî òåñòà. Â ýêñïåðèìåíòå îöåíèâàþòñÿ âåðî-ÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ïðåäëîæåííîãî ðåãðåññèîííîãî òåñòà.Îøèáêîé ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ îòêëîíåíèå íóëåâîé ãèïîòåçû ïðè óñëî-âèè å¼ èñòèííîñòè. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ðàâíà óðîâíþ çíà÷èìî-ñòè α = 0.05. Äëÿ ýêñïåðèìåíòà ãåíåðèðóåòñÿ êîíòðîëüíàÿ âûáîðêà èç 500 ðàçëè÷-íûõ òðîåê (s, v, n), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ íà ïàðàëëåëåïèïåäå s ∈ [0.9, 1.1],
v ∈ [500, 1500], n ∈ [50, 150]. Äëÿ êàæäîé òðîéêè ãåíåðèðóåòñÿ 1000 âûáîðîê îáú¼-ìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ Öèï�à p(x) ñ ïàðàìåòðàìè v è s è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèåñòàòèñòèêè X2. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà îöåíèâàåòñÿ êàê äîëÿ âûáîðîê,äëÿ êîòîðûõ íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòêëîíÿåòñÿ: X2 > F̃ 4

0.95(s, v, n). Îöåíêà âåðîÿòíîñòèîøèáêè ïåðâîãî ðîäà ñîñòàâëÿåò 0.0496± 0.0141 ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.95.Îøèáêîé âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ïðèíÿòèå ãèïîòåçû H0 : p(x) ïðè óñëîâèè èñ-òèííîñòè åå àëüòåðíàòèâû H1 : p
′(x). Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ñóùåñòâåííîçàâèñèò îò àëüòåðíàòèâû � ÷åì áîëåå ïîõîæè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) è p′(x), òåì áîëü-øå âåðîÿòíîñòü îøèáêè. Èññëåäóåòñÿ ñïîñîáíîñòü òåñòà ðàçëè÷àòü ðàñïðåäåëåíèÿ,îòëè÷àþùèåñÿ íà íåáîëüøîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ x èç Ω. Èç ìíîæåñòâà Ω = {1, . . . , v}âûäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ íàèáîëüøèìè âåðîÿòíîñòÿìè: Ω0 = {x : p(x) >

µp(1)} ïðè çàäàííîì µ ∈ (0, 1). �àñïðåäåëåíèå p′(x) ñòðîèòñÿ èç p(x) ñëåäóþùèìîáðàçîì: âûáèðàþòñÿ K ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω0 è èõ âå-ðîÿòíîñòè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ñ âåðîÿòíîñòÿìè K ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâìíîæåñòâà Ω\Ω0.Èç ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p′(x) ãåíåðèðóþòñÿ âûáîðêè, äëÿ êàæäîé ñòðî-èòñÿ ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå p̂(x) è âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà X2. Åñëè X2 6

F̃ 4
0.95(s, v, n), òî äëÿ äàííîé âûáîðêè ãèïîòåçà H0 îøèáî÷íî ïðèíèìàåòñÿ. Äîëÿ âû-áîðîê, ïðè êîòîðûõ ýòî ïðîèñõîäèò, ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãîðîäà.Äëÿ êàæäîãî K ãåíåðèðóåòñÿ 200 ðàçëè÷íûõ òðîåê (s, v, n) èç ðàâíîìåðíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ íà ïàðàëëåëåïèïåäå s ∈ [0.9, 1.1], v ∈ [500, 1500], n ∈ [50, 150] è âû÷èñ-ëÿåòñÿ 200 îöåíîê âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà. Íà ðèñ. 6 è ðèñ. 7 ïîêàçàíû çà-



� 16 �

0 20 40 60 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

 

 

90%

80%

70%
M

�èñ. 6: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îøèáêèâòîðîãî ðîäà îò K ïðè µ = 0.01. 0 5 10 15 20 25
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�èñ. 7: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îøèáêèâòîðîãî ðîäà îò K ïðè µ = 0.05.âèñèìîñòè ìåäèàíû M è äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö 90%, 80%, 70% âåðîÿòíîñòè îøèáêèâòîðîãî ðîäà îò ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê K ïðè µ = 0.01 è µ = 0.05. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ Kðàñïðåäåëåíèÿ p(x) è p′(x) âñå ñèëüíåå îòëè÷àþòñÿ, è âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãîðîäà óìåíüøàåòñÿ. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ µ ðàçëè÷èÿ ñòàíîâÿòñÿ ìåíåå êîíòðàñòíûìè,è âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà óáûâàåò ìåäëåííåå. Ïðè µ = 0.01 îíà ñòàíîâèòñÿìåíüøå 0.1 ïðè K = 20, ïðè µ = 0.05 îíà äîñòèãàåò ýòîãî çíà÷åíèÿ ïðè K = 5.Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàçëè÷íûå òåêñòû, îòëè÷àþùè-åñÿ ëèøü 5 âûñîêî÷àñòîòíûìè òåðìèíàìè, â ñðåäíåì äîâîëüíî íàä¼æíî ðàçëè÷àþòñÿïî èõ ñëó÷àéíûì �ðàãìåíòàì.3 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè, îñ-íîâàííàÿ íà ñòàòèñòèêå õè-êâàäðàò3.1 Âåðîÿòíîñòíûå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè×òîáû îöåíèòü êà÷åñòâî òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿ-åòñÿ ëè ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè (1.2) � âàæíåéøåå áàçîâîå ïðåäïîëîæåíèåìîäåëè (1.3) � äëÿ êàæäîé ïàðû äîêóìåíò�òåìà (d, t) (ïðîâåðêà ãèïîòåçû äëÿ ïàðñëîâî�òåìà (w, t) âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îòëè÷èÿ òîëüêî â îáîçíà÷åíè-ÿõ). Òåìà t îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì p̂(w | t). Âûáîðêà ñëîâ äîêóìåíòà d, îòíî-ñÿùèõñÿ ê òåìå t, ñîãëàñíî ìîäåëè, îáðàçóåò ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå p̂(w | d, t).Îáà ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíèâàþòñÿ ñîãëàñíî (1.4) â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ òåìàòè÷åñêîéìîäåëè. ×òîáû ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè äàííàÿ âûáîðêà ìîãëà áûòü ïîëó÷åíà èçðàñïðåäåëåíèÿ p̂(w | t), èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé ñîãëàñèÿ, îñíîâàííûì íà ñòàòèñòèêå



� 17 �õè-êâàäðàò (2.1):
X2

dt = ndt

∑

w : nwt>0

(

p̂(w | d, t)− p̂(w | t)
)

2

p̂(w | t)
. (3.1)×èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ â òåìå ìîæåò áûòü íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ñëîâ â äî-êóìåíòå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè è ê íèì íåïðèìå-íèì àñèìïòîòè÷åñêèé êðèòåðèé õè-êâàäðàò. Ïîýòîìó ñòàòèñòè÷åñêèå òåñòû ñòðîÿòñÿìåòîäîì ñýìïëèðîâàíèÿ, äëÿ êàæäîé òåìû t ∈ T îòäåëüíî.Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ êîðïóñîâ òåêñòîâ íà åñòåñòâåí-íûõ ÿçûêàõ çàêîí Öèï�à èëè áîëåå ñëîæíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå çàêîíû (íàïðèìåðÖèï�à�Ìàíäåëüáðîòà) âûïîëíÿþòñÿ ñ íåïëîõîé òî÷íîñòüþ [19, 20℄. Äëÿ óñêîðåíèÿïðîâåðêè ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ïðåäëàãàåòñÿ äâóõýòàïíûé òåñò. Ñíà÷àëàïðîâåðÿåòñÿ ñîãëàñèå êàæäîé òåìû t ñ âûáðàííûì ïàðàìåòðè÷åñêèì çàêîíîì. Åñëèñîãëàñèå åñòü, òî ñòðîèòñÿ îäèí ðåãðåññèîííûé òåñò äëÿ âñåõ òàêèõ òåì. Äëÿ êàæäîéèç îñòàëüíûõ òåì ñòðîèòñÿ îòäåëüíûé òåñò íà îñíîâå ñýìïëèðîâàíèÿ.3.2 Ñýìïëèðîâàíèå áåç âîçâðàùåíèéÏðîâåðêè ñîãëàñèÿ äîêóìåíòíûõ ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé p̂(w | d, t), d ∈ Dñ ðàñïðåäåëåíèåì p̂(w | t), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó èìå-åòñÿ òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùèå ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ äðóã ñ äðóãîì:

p̂(w | t) =
∑

d∈D

p̂(w | d, t)p̂(d | t). (3.2)Äîêóìåíòû ÿâëÿþòñÿ âûáîðêàìè áåç âîçâðàùåíèé èç ðàñïðåäåëåíèÿ p̂(w | t), òî-ãäà êàê îáû÷íî êðèòåðèè ñîãëàñèÿ ïðåäïîëàãàþò âûáîðêó ñ âîçâðàùåíèÿìè. Íàëè-÷èå äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ (3.2) ìîæåò è íå âëèÿòü íà ðåçóëüòàòû òåñòîâ èëèâëèÿòü íåñóùåñòâåííî, îñîáåííî íà êîëëåêöèÿõ áîëüøîãî ðàçìåðà. Îäíàêî ýòî ëèøüïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü. Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ áîëåå òî÷íûéòåñò íà îñíîâå ñýìïëèðîâàíèÿ áåç âîçâðàùåíèé, ó÷èòûâàþùèé, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ñëîâ, îáðàçóþùèõ òåìó t, ðàçðåçàåòñÿ íà äîêóìåíòû â ïðîïîðöèÿõ p̂(d | t).Ïîñòðîåíèå òåñòà ñýìïëèðîâàíèåì áåç âîçâðàùåíèé. �àññìàòðèâàåòñÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìèíîâ äëèíû nt, îáðàçóþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå p̂(w | t). �åíåðèðó-åòñÿ N ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàæäàÿ èç ïîëó÷åííûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Wj , j = 1, . . . , N äåëèòñÿ íà ¾äîêóìåíòû¿ � ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòè òåðìèíîâ Wjd äëèíû ndt êàæäàÿ, d ∈ D. Ïî êàæäîìó ¾äîêóìåíòó¿ Wjd ñòðî-èòñÿ ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå p̂j(w | d, t) è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè õè-
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p̂(w | t1)àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ t1
p̂(w | t2)àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ t2�èñ. 8: Àïïðîêñèìàöèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñëîâ çàêîíîì Öèï�à (äëÿ äâóõ òåì, â ëîãà-ðè�ìè÷åñêèõ îñÿõ).êâàäðàò X2

jd. Äëÿ êàæäîãî d ∈ D ïî ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè X2
1d, . . . , X

2
Ndñòðîèòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂d(X

2) è âû÷èñëÿåòñÿ å¼ (1 − α)-êâàíòèëü F̂d,1−α. ×èñëî N ðåêîìåíäóåòñÿ áðàòü íå ìåíåå 1000 ïðè òèïè÷íîì çíà÷å-íèè α = 0.05.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â òåñòå áåç âîçâðàùåíèé êâàíòèëü ñòðîèòñÿ äëÿ êàæäî-ãî äîêóìåíòà d, òîãäà êàê òåñò ñ âîçâðàùåíèÿìè ñòðîèòñÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿäëèíû äîêóìåíòà n. Ïîñòðîåíèå òåñòà áåç âîçâðàùåíèé áîëåå ðåñóðñî¼ìêî è òðåáóåò
O(ntN logN) îïåðàöèé âìåñòî O(nmaxN logN), ãäå nmax = max

d∈D
ntd.Ïðèìåíåíèå òåñòà ñýìïëèðîâàíèåì áåç âîçâðàùåíèé. Ïðîâåðêà ãèïîòåçûóñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ ïàðû äîêóìåíò�òåìà (d, t) çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèèñòàòèñòèêè X2

dt ïî �îðìóëå (3.1) è ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà X2
dt > F̂d,1−α. Åñëè îíîâûïîëíåíî, òî ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè îòâåðãàåòñÿ äëÿ äàííîé ïàðû (d, t).3.3 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòûÝêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà êîëëåêöèè èç |D| = 2000 àâòîðå�åðàòîâ äèñ-ñåðòàöèé íà ðóññêîì ÿçûêå. Ìîùíîñòü ñëîâàðÿ ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêèäàííûõ (ëåììàòèçàöèè è óäàëåíèÿ ñòîï-ñëîâ) ñîñòàâëÿåò |W | = 20211 ñëîâ, äëèíàäîêóìåíòîâ îò 1000 äî 4000 ñëîâ. Ñòðîèëèñü äâå òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè � PLSA [10℄è LDA-GS [12, 13℄ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â [22℄. ×èñëî òåì |T | = 100.Âûïîëíÿåòñÿ ëè çàêîí Öèï�à äëÿ òåì? Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû ãðà�èêè ýìïè-ðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé è çàêîíà Öèï�à äëÿ äâóõ èç 100 òåì t1 è t2 â ìîäåëè LDA,â ëîãàðè�ìè÷åñêèõ îñÿõ. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòêëàäûâàåòñÿ ëîãàðè�ì íîìåðà



� 19 �ñëîâà, ñëîâà óïîðÿäî÷åíû ïî ÷àñòîòå. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàåòñÿ ëîãàðè�ìâåðîÿòíîñòè ñëîâà. Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà çàêîíà Öèï�à: s = 1.04 äëÿ t1,
s = 1.28 äëÿ t2. Õîòÿ ¾íà ãëàç¿ ñîîòâåòñòâèå íåïëîõîå, îñîáåííî äëÿ t1, íóëåâàÿ ãèïî-òåçà îòêëîíÿåòñÿ äëÿ îáîèõ òåì. Áîëåå òîãî, áîëüøèíñòâî òåì ñîãëàñóþòñÿ ñ çàêîíîìÖèï�à ëèøü ïðè êðàéíå íèçêèõ óðîâíÿõ çíà÷èìîñòè, ìåíüøèõ 0.05. Ýòî îáúÿñíÿåò-ñÿ òåì, ÷òî ïðè âûáîðêàõ äëèíû nt ïîðÿäêà 103�105 êðèòåðèè ñîãëàñèÿ ÷óâñòâèòåëü-íû äàæå ê íåçíà÷èòåëüíûì ðàçëè÷èÿì ðàñïðåäåëåíèé, è îäíîãî ïàðàìåòðà â çàêîíåÖèï�à íå äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.Ñðàâíåíèå òåñòîâ áåç âîçâðàùåíèé è ñ âîçâðàùåíèÿìè.Äëÿ ìîäåëè PLSA ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà òåìà èç |Dt| = 1992 äîêóìåíòîâ ñóì-ìàðíîé äëèíû nt = 87026 ñëîâ. Â òåñòàõ áåç âîçâðàùåíèé è ñ âîçâðàùåíèÿìè íóëåâàÿãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ äëÿ 1674 è 1688 äîêóìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî. �åøåíèÿ îòëè÷à-þòñÿ íà 22 äîêóìåíòàõ èç 1992. Îáà òåñòà äàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò:ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè îòêëîíÿåòñÿ äëÿ 15% äîêóìåíòîâ.Äëÿ ìîäåëè LDA-GS ðàññìàòðèâàåòñÿ òåìà èç |Dt| = 1114 äîêóìåíòîâ ñóììàð-íîé äëèíû nt = 63805 ñëîâ. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ äëÿ 1032 è 1035 äîêó-ìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî. �åøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íà 7 äîêóìåíòàõ èç 1114. Îáà òåñòàñíîâà äàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò: íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòêëîíÿåòñÿ äëÿ 7%äîêóìåíòîâ.Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû òåñòîâ áåç âîçâðàùåíèé è ñ âîçâðàùåíèÿìè ïî÷òèîäèíàêîâû, îäíàêî òåñò ñ âîçâðàùåíèÿìè ìåíåå ðåñóðñî¼ìêèé.Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ÷èñëà òåì. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ÷èñëàòåì â êîëëåêöèè � îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé òåñòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûóñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè. Äëÿ ìîäåëüíîé êîëëåêöèè ñ ÷èñëîì äîêóìåíòîâ D = 500äëèí nd = 120, ìîùíîñòüþ ñëîâàðÿ |W | = 200, ïàðàìåòðàìè ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõ-ëå α0 = β0 = 0.1 è ÷èñëîì òåì T0 = 10 ïðîâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòû. Äëÿêàæäîãî ÷èñëà òåì T = 2, 3 . . . 30 ñòðîèòñÿ òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü LDA è âûïîëíÿåò-ñÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ êàæäîé ïàðû (w, t) ñ ïîìîùüþêðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå õè-êâàäðàò. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé äîëè ñëîâ, íåïðîøåäøèõ ãèïîòåçó íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.05, îò çàäàâàåìîãî ÷èñëà òåì èçîáðàæå-íà íà ðèñ. 9. Âèäíî, ÷òî ïðè ÷èñëå òåì, ðàâíîì èëè áîëüøåì îïòèìàëüíîãî T = 10,ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè íå îòâåðãàåòñÿ.Ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãîíà ñòàòèñòèêå õè-êâàäðàò, ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ðåñóðñîåìêîé, ò. ê. òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ



� 20 �

5 10 15 20 25 30

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

�èñ. 9: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé äîëè ñëîâ, íå ïðîøåäøèõ ãèïîòåçó, îò ÷èñëà òåì.ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè ïóòåì ìíîãî÷èñëåííûõ ñýìïëè-ðîâàíèé. Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé, áîëåå ý��åêòèâíûé ïîäõîä ê ïðîâåðêå äàííîéãèïîòåçû.4 Êðèòåðèè ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõâåëè÷èí4.1 Òî÷íûé òåñò Ôèøåðà.Òî÷íûé òåñò Ôèøåðà [18℄ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè îòñóòñòâèÿ âçàèìîñâÿçèìåæäó äâóìÿ ïåðåìåííûìè â òàáëèöå ñîïðÿæåííîñòè ðàçìåðíîñòè 2 × 2. Ïðè ýòîìóðîâåíü çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïðè èçâåñòíûõ ñóììàõ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì.Ïóñòü X è Y � äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâ
ΩX = {x1, x2} è ΩY = {y1, y2} ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íåçà-âèñèìîñòè X è Y ïî âûáîðêå äëèíû n, ñîñòîÿùåé èç ïàð (Xi, Yi), i = 1, 2 . . . n. Äëÿýòîãî ñîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà ñîïðÿæåííîñòè FXY = (a, b, c, d):

y1 y2
∑

x1 a b a + b

x2 c d c+ d
∑

a + c b+ d a+ b+ c+ d = n×èñëî íàáëþäåíèé âèäà (x1, y1) îáîçíà÷àåòñÿ a, âèäà (x1, y2)� b, (x2, y1) è (x2, y2)�
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c è d ñîîòâåòñòâåííî. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äàííóþ òàáëèöó ñîïðÿæåííîñòè ïðèóñëîâèè èñòèííîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû çàäàåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíè-åì:

P (FXY ) =
Ca

a+bC
c
c+d

Ca+c
n

=
(a+ b)! (c+ d)! (a+ c)! (b+ d)!

a! b! c! d!n!
, (4.1)ãäå Ck

n�áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò, (a+b) è (c+d) � ìàðãèíàëüíûå ñóììû ïî ñòðî-êàì òàáëèöû, (a+ c) è (b+d) � ïî ñòîëáöàì. Óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ äâóñòîðîííåãîâàðèàíòà òåñòà Ôèøåðà:Pvalue = ∑

GXY :P (GXY )6P (FXY )

P (GXY ),ãäå GXY � âñåâîçìîæíûå òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè ñ òîé æå ñóììîé ýëåìåíòîâ âêàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå, ÷òî è â òàáëèöå FXY . Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûïðîòèâ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû î òîì, ÷òî íàáëþäåíèå x1 ÷àùå âñòðå÷àåòñÿâ ñîâîêóïíîñòè ñ íàáëþäåíèåì y1, ÷åì ñ y2, óðîâåíü çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî�îðìóëå: Pvalue = ∑

GXY

P (GXY ), (4.2)ãäå GXY = (a′, b′, c′, d′) � òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè ñ òåìè æå ìàðãèíàëüíûìè ñóì-ìàìè, ÷òî è FXY , íî îáëàäàþùèå íå ìåíüøèìè ýëåìåíòàìè ïåðâîé ñòðîêè ïåðâîãîñòîëáöà, ÷åì FXY :






























a′ > a

a′ + b′ = a + b

c′ + d′ = c+ d

a′ + c′ = a + c

(4.3)
Óñëîâèå b′ + d′ = b + d ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ. Â ñëó÷àå áîëüøèõ âûáîðîê èñïîëü-çóåòñÿ òåñò õè-êâàäðàò, íî îí íåïðèìåíèì, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ çíà÷å-íèé â ëþáîé èç ÿ÷ååê òàáëèöû ñ çàäàííûìè ãðàíèöàìè íèæå 5 [21℄. Äåëî â òîì,÷òî ïðèáëèæåíèå âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïûòóåìîé ñòàòèñòè÷åñêîé âåëè÷è-íû ðàñïðåäåëåíèåì õè-êâàäðàò îêàçûâàåòñÿ íåàäåêâàòíûì ïðè íåñáàëàíñèðîâàííîìðàñïðåäåëåíèè äàííûõ ñðåäè ÿ÷ååê òàáëèöû, à òàêæå ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ âûáîðêè.Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåòñÿ òî÷íûé òåñò Ôèøåðà, êîòîðûé íå çàâèñèò îò îñîáåí-íîñòåé âûáîðêè.



� 22 �4.2 Ìíîæåñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå òî÷íîãî òåñòà ÔèøåðàÂ áîëåå îáùåì ñëó÷àå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿèç êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ëþáûõ ðàçìåðîâ ΩX = {x1, x2 . . . xkX} è ΩY = {y1, y2 . . . ykY }.Òåñò Ôèøåðà ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ àíàëèçà òàáëèö ñîïðÿæåííîñòè ðàçìåðà
kX × kY [25℄, íî îí ñòàíîâèòñÿ òðóäíîâû÷èñëèìûì ïðè kX ≫ 1, kY ≫ 1, ò. ê. òðå-áóåò ïåðåáîðà âñåâîçìîæíûõ òàáëèö ñ �èêñèðîâàííûìè ìàðãèíàëüíûìè ñóììàìè.Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè âñåõ äîêóìåíòîâ îò âñåõ ñëîâ â òåìå ëèíåé-íûå ðàçìåðû òàêèõ òàáëèö äîñòèãàþò íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ òûñÿ÷, ïîýòîìó äàííûéïîäõîä îêàçûâàåòñÿ íåïðèåìëåìûì.Â ðàáîòå äëÿ êàæäîé ïàðû (i, j), ãäå i = 1, 2 . . . kX , j = 1, 2 . . . kY ñîñòàâëÿåòñÿòàáëèöà ñîïðÿæåííîñòè FXiYj

:
yj ΩY \yj

∑

xi aij bij aij + bij

ΩX\xi cij dij cij + dij
∑

aij + cij bij + dij aij + bij + cij + dij = nÄàëåå âû÷èñëÿþòñÿ óðîâíè çíà÷èìîñòåé PvalueXiYj
∀(i, j) : i = 1, 2 . . . kX , j =

1, 2 . . . kY ïî �îðìóëå (4.2) (ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ àëüòåðíàòèâà). Ïðèóñëîâèè èñòèííîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëåííûõ óðîâíåé çíà÷èìî-ñòè {PvalueXiYj
} äîëæíî áûòü áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó è ñ âåðîÿòíîñòüþ α (òèïè÷íîåçíà÷åíèå α = 0.05) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ PvalueXiYj

< α. Ïóñòü PvalueXiYj
< α äëÿ

kα
XY èç kXY ïàð (i, j). Ñ ïîìîùüþ áèíîìèàëüíîãî òåñòà ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì,÷òî PvalueXiYj

< α ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé α, ïðîòèâ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû îòîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü áîëüøå α. Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:
PvalueXY =

kXY
∑

i=kα
XY

C i
kXY

αi (1− α)kXY −i. (4.4)
Ïðè PvalueXY < α ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè X è Y îòâåðãàåòñÿ.



� 23 �Àëãîðèòì 5.1. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ òåìû tÂõîä: t, nt, α, ndwt, ndt, nwt ∀d ∈ D,w ∈ W ;Âûõîä: îòâåðãíóòü èëè íåò ãèïîòåçó íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α;1: äëÿ âñåõ äîêóìåíòîâ d ∈ D2: äëÿ âñåõ ñëîâ w ∈ W3: åñëè ndt > 0 è nwt > 0 òî4: ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü d è w â òåìå t:ñîñòàâèòü òàáëèöó ñîïðÿæåííîñòè:
w W\w

d ndwt ndt − ndwt

D\d nwt − ndwt nt − ndt − nwt + ndwt5: ïðîâåñòè òî÷íûé òåñò Ôèøåðà è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè:Pvaluedwt6: ïðîâåñòè áèíîìèàëüíûé òåñò:âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè Pt7: åñëè Pt < α òî8: ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè îòâåðãàåòñÿ9: èíà÷å10: äàííûå ãèïîòåçå íå ïðîòèâîðå÷àò5 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ñïîìîùüþ òî÷íîãî òåñòà Ôèøåðà5.1 Ïðèìåíåíèå òî÷íîãî òåñòà Ôèøåðà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòå-çû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòèÏðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ òåìû t. Äëÿ òîãî, ÷òî-áû îïðåäåëèòü, îïèñûâàåò ëè òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàííóþ òåìó t, òðåáóåòñÿ ïðî-âåðèòü ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè äîêóìåíòîâ è ñëîâ â òåìå, ò. å. äâóõ ñëó÷àé-íûå âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâ Dt = {d ∈ D : ndt > 0} è
Wt = {w ∈ W : nwt > 0} ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, îïè-ñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ãäå X�äîêóìåíò, Y�ñëîâî â òåìå t (àëãîðèòì 5.1).Ïðîâåðêà ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ ïàð (w, t) è (d, t) . Ïðî-âåðêó ãèïîòåçû óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè äëÿ ïàðû ñëîâî�òåìà (äîêóìåíò�òåìà) ïðåä-
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�èñ. 10: Çàâèñèìîñòü ÷èñëà òåì, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ, îò çàäàâàåìîãî ÷èñëà òåìïðè îïòèìàëüíîì ÷èñëå òåì T = 10 (ñëåâà) è T = 20 (ñïðàâà).ëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì: ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâ: {w,W\w} è {d ∈ D : ndt > 0} (äëÿ ïàðûäîêóìåíò�òåìà {d,D\d} è {w ∈ W : nwt > 0}) è ïðîâåðÿåòñÿ èõ íåçàâèñèìîñòü ïîàëãîðèòìó, îñíîâàííîìó íà ìíîæåñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè òî÷íîãî òåñòà Ôèøåðà.5.2 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû�àññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëüíûå êîëëåêöèè: â ïåðâîé êîëëåêöèè ÷èñëî äîêóìåí-òîâ D = 500, ìîùíîñòü ñëîâàðÿ |W | = 200, äëèíà äîêóìåíòîâ nd = 120, êîëè÷åñòâîòåì T0 = 10, ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå α0 = β0 = 0.1; âî âòîðîé êîë-ëåêöèè � D = 900, |W | = 300, nd = 120, T0 = 10, α0 = β0 = 0.1. Äëÿêàæäîé êîëëåêöèè ñòðîÿòñÿ òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè LDA ñ ÷èñëîì òåì T = 2, 3 . . . 15è T = 2, 3 . . . 24 ñîîòâåòñòâåííî, è äëÿ êàæäîé òåìû âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçûóñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè. Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ÷èñëà òåì, äëÿ êîòîðûõãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè íå îòâåðãàåòñÿ T+, îò çàäàâàåìîãî ÷èñëà òåì Täëÿ äâóõ êîëëåêöèé. Ïðè ÷èñëå òåì, áîëüøåì ëèáî ðàâíîãî îïòèìàëüíîãî, ãèïîòåçàóñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè ïðèíèìàåòñÿ äëÿ âñåõ òåì.6 ÂûâîäûÏðåäëîæåíû êðèòåðèè ñîãëàñèÿ íà îñíîâå ñýìïëèðîâàíèÿ äëÿ ðàçðåæåííûõ äèñ-êðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, âûõîäÿùèõ çà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêèõ àñèìï-



� 25 �òîòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Ïðåäëîæåí ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òåñòà íà îñ-íîâå ñýìïëèðîâàíèÿ. Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîâåðÿåòñÿ ñîãëàñèå ýì-ïèðè÷åñêèõ äàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Öèï�à, ïîñòðîåí ðåãðåññèîííûé òåñò, ïîäî-áðàíà ìîäåëü ðåãðåññèè è ïðîâåä¼í àíàëèç îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Òàêæåïðåäëîæåí òåñò äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îñíîâå ìíî-æåñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ òåñòà Ôèøåðà äëÿ òàáëèö ñîïðÿæåííîñòè 2×2. �àññìîò-ðåíî ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííûõ òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè âåðîÿòíîñòíûõòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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