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Àííîòàöèÿ Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ âàðèàíòà áûñòðîãî
ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, àäàïòèâíîãî ïî êîíñòàíòå ñèëüíîé âûïóêëîñòè.
Ïðèìåíÿþòñÿ ïîëó÷åííûå â [1] ìåòîä OGM-G è ñâÿçàííûå ñ íèì îöåí-
êè äëÿ íîðìû ãðàäèåíòà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ àäàïòèâíîñòè ïî êîíñòàíòå
ñèëüíîé âûïóêëîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííûé â [2] ñïîñîá, ñâÿçàí-
íûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì äåëåíèåì ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû
ïîïîëàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãðàäèåíòíûå ìåòîäû,
ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ îïòèìèçàöèÿ, ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü, àäàïòèâíîñòü, êîí-
ñòðóêöèÿ ðåñòàðòîâ.

1 Ââåäåíèå

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôóíêöèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè èìåþò ìíîãîîá-
ðàçíûå ïðèëîæåíèÿ, íàïðèìåð, â ìàøèííîì îáó÷åíèè è óïðàâëåíèè. Ìå-
òîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëüçóþòñÿ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ, ïîòîìó ÷òî
èõ ðåàëèçàöèÿ òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, åå ãðàäè-
åíòà è ïðîñòåéøèõ âåêòîðíûõ îïåðàöèé.

Îäíàêî ýòè ìåòîäû òðåáóþò âûïîëíåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèé
äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Â ñòàòüå [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä
OGM-G ïîâûøåííîé ýôôåêòèâíîñòè. Íî ó ýòîãî ìåòîäà, êàê è â öåëîì ó
áûñòðûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ, åñòü ñóùåñòâåííàÿ ïðîáëåìà: òðåáóåòñÿ
çàðàíåå, äî íà÷àëà âû÷èñëåíèé, îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Â ïîñîáèè [2] ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá îöåíêè êîëè÷åñòâà òðåáóåìûõ èòå-
ðàöèé, íî îí òðåáóåò çíàíèÿ ïàðàìåòðà ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ. Òàêæå
òàì óêàçàíà èäåÿ ýôôåêòèâíîãî äëÿ ïðèìåíåíèÿ áûñòðîãî ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà îöåíèâàíèÿ äàííîãî ïàðàìåòðà. Ðåàëèçàöèè äàííîé èäåè è ïî-
ñâÿùåíà ýòà ðàáîòà.
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2 Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè:

min
x∈Rd

f(x). (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå

x∗ = arg min
x∈Rd

f(x) (2)

ñóùåñòâóåò, à ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé L > 0:

||∇f(x)−∇f(y)|| ≤ L||x− y|| ∀x, y ∈ Rd. (3)

Òàêæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ñ íåèç-
âåñòíîé íàì êîíñòàíòîé µ > 0:

µ

2
||x− x∗||2 ≤ f(x)− f(x∗) ≤ 1

2µ
||∇f(x)||2. (4)

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì
îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé âûïóêëîñòè.

3 Íåîáõîäèìûå îöåíêè

Ïî òåîðåìå 2 èç [1], ïðè ïðèìåíåíèè OGM-G

||∇f(xN)||2 ≤ 4L(f(x0)− f(x∗))
N2

. (5)

Îòòóäà æå,

f(xN)− f(x∗) ≤ L||x0 − x∗||2

N2
. (6)

Èç (4) è (5):

||∇f(xN)||2 ≤ 4L

N2

1

2µ
||∇f(x0)||2, (7)

èëè

||∇f(xN)|| ≤

√
2L

µN2
||∇f(x0)||. (8)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíèòü N = 2
√
2L
µ
èòåðàöèé, òî íîðìà ãðà-

äèåíòà f(x) óìåíüøèòñÿ õîòÿ áû âäâîå.
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4 Àäàïòèâíîñòü ïî êîíñòàíòå ñèëüíîé âûïóê-

ëîñòè

Èòàê, â ñëó÷àå èçâåñòíîé êîíñòàíòû ñèëüíîé âûïóêëîñòè ïîëó÷åíà
îöåíêà ÷èñëà èòåðàöèé, ãàðàíòèðóþùåãî óìåíüøåíèå âäâîå íîðìû ãðà-
äèåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà íå ïðåäñòàâëÿåò
çàòðóäíåíèé.

Îäíàêî ïðåäïîëîæåíèå îá èçâåñòíîñòè êîíñòàíòû µ ïðàêòè÷åñêè íè-
êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ â ðåàëüíîñòè. Îöåíèòü å¼, íå çàòðàòèâ íà ýòî áîëü-
øå âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ÷åì íà ñàìó çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó Þ. Å. Íåñòåðîâûì ïðåäëîæåí ñïîñîá
àäàïòèâíîãî ïî µ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà, îñíîâàííûé íà ðåñòàðòàõ ìå-
òîäà OGM-G.

Èíèöèàëèçèðóåì µ ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì, íàïðè-
ìåð µ0 = 1. Íà êàæäîì øàãå (k � íîìåð øàãà):

1 µk := 2µk−1;

2 Âûïîëíÿåì OGM-G ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì � ðåçóëüòàòîì ïðîøëîãî

øàãà è N = 2
√

2L
µ
èòåðàöèÿìè;

3 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ||∇f(xN)|| ≤ 1
2
||∇f(x0)||, òî ïåðåõîäèì ê ñëå-

äóþùåìó øàãó;

4 Èíà÷å µk :=
µk
2
è âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 2.

Â ðåçóëüòàòå î÷åðåäíîå óìåíüøåíèå âäâîå íîðìû ãðàäèåíòà áóäåò âû-
ïîëíåíî çà

2

√
2
L

µinitk

+2

√
2

L

µinitk /2
+. . .+2

√
2

L

µinitk /2m
=

√
8
L

µk

m∑
i=0

1√
2i

.
4√
2− 1

√
L

µk

èòåðàöèé ìåòîäà OGM-G, ãäåm � êîëè÷åñòâî ïîâòîðåíèé öèêëà íà øàãå
k, à èíäåêñ init óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â ôîðìóëå èñïîëüçóåòñÿ íå êîíå÷íîå
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, à òî, êîòîðûì îíà áûëà èíèöèàëèçèðîâàíà.

Îöåíèì ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Åñëè êðèòåðèé îñòàíîâà âû-

ãëÿäèò êàê ||∇f(x)|| ≤ ε, òî òðåáóåòñÿ âûïîëíèòüK = log2
||∇f(x0)||

ε
øàãîâ.

Êàæäûé øàã ñîäåðæèò O
(√

L
µ

)
èòåðàöèé, ïîýòîìó àëãîðèòì çàâåðøèò
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ðàáîòó, âûïîëíèâ O
(√

L
µ
log2

||∇f(x0)||
ε

)
èòåðàöèé � òî åñòü, âû÷èñëåíèé

f(x) è ∇f(x).

5 Ðåçóëüòàòû

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè áûñòðîãî ãðàäè-
åíòíîãî ìåòîäà è àäàïòèâíûé ïî êîíñòàíòå ñèëüíîé âûïóêëîñòè. Ïîëó÷å-
íà îöåíêà êîëè÷åñòâà îáðàùåíèé ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè è åå ãðàäèåíòà
ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà.
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