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Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì. Ìàòðèöà îøèáîê.

XL = f x1; : : : ; xLg � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ;
A = f a1; : : : ; aD g � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ;

I (a; x) = [ àëãîðèòì a îøèáàåòñÿ íà îáúåêòå x];

L� D-ìàòðèöà îøèáîê ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñòîëáöàìè:
a1 a2 a3 a4 a5 a6 � � � aD

x1 1 1 0 0 0 1 � � � 1 X � íàáëþäàåìàÿ
: : : 0 0 0 0 1 1 � � � 1 (îáó÷àþùàÿ) âûáîðêà
x` 0 0 1 0 0 0 � � � 0 äëèíû `

x` +1 0 0 0 1 1 1 � � � 0 �X � ñêðûòàÿ
: : : 0 0 0 1 0 0 � � � 1 (êîíòðîëüíàÿ) âûáîðêà
xL 0 1 1 1 1 1 � � � 0 äëèíû k = L � `

n(a; X ) � ÷èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà âûáîðêå X � XL;

� (a; X ) = n(a; X )=jX j � ÷àñòîòà îøèáîê a íà âûáîðêå X � XL;
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Ïðèìåð. Ìàòðèöà îøèáîê ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ

x1 0
x2 0
x3 0
x4 0
x5 0
x6 0
x7 0
x8 0
x9 0
x10 0
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Ïðèìåð. Ìàòðèöà îøèáîê ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ

x1 0 1 0 0 0 0
x2 0 0 1 0 0 0
x3 0 0 0 1 0 0
x4 0 0 0 0 1 0
x5 0 0 0 0 0 1
x6 0 0 0 0 0 0
x7 0 0 0 0 0 0
x8 0 0 0 0 0 0
x9 0 0 0 0 0 0
x10 0 0 0 0 0 0
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Ïðèìåð. Ìàòðèöà îøèáîê ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ

0-é ñëîé 1-é ñëîé 2-é ñëîé
x1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 . . .
x2 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 . . .
x3 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 . . .
x4 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 . . .
x5 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 . . .
x6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 . . .
x7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 . . .
x8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
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Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

Îïð. Ìåòîä îáó÷åíèÿ � : 2(XL) ! A ïî ïðîèçâîëüíîé
âûáîðêå X � XL âûáèðàåò íåêîòîðûé àëãîðèòì a 2 A.

Îïð. Ïåðåîáó÷åíèå ïðè ðàçáèåíèè X t �X = XL:

� (�; X ) � �
�
� X ; �X

�
� �

�
� X ; X

�
> ":

Îïð. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ

Q" (�; XL) = P X
�
� (�; X ) > "

�
:

Îïð. Òî÷íàÿ îöåíêà : Q" (�; XL) = � (" ).

Îïð. Âåðõíÿÿ îöåíêà : Q" (�; XL) 6 � (" ).

Êîíñòàíòèí Âîðîíöîâ (www.ccas.ru/voron) Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ



Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè
Êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ
Íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé è îòêðûòûå ïðîáëåìû

Ïðîáëåìà ïåðåîáó÷åíèÿ
Ñëàáàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ àêñèîìàòèêà

Åäèíñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå äîïóùåíèå

Èòàê,XL = f x1; : : : ; xLg � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ.

Àêñèîìà

ÂñåC`
L ðàçáèåíèéXL = X t �X ðàâíîâåðîÿòíû, ãäå

X � íàáëþäàåìàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà äëèíû ` = jX j;
�X � ñêðûòàÿ êîíòðîëüíàÿ âûáîðêà äëèíû k = j �X j = L � `;

Âåðîÿòíîñòü ïîíèìàåòñÿ òîëüêî êàê äîëÿ ðàçáèåíèé âûáîðêè:

Q" (�; XL) = P
�
� (�; X ) > "

�
=

1
C`

L

X

X ; �X
X t �X = XL

�
� (�; X ) > "

�
:

Ýòî àíàëîã ñòàíäàðòíîé ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè íàáëþäåíèé.
Òåîðèÿ ìåðû è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä L ! 1 íå èñïîëüçóþòñÿ.
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Àíàëîã çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â ñëàáîé àêñèîìàòèêå

Ïóñòü jAj = 1 , � X = a äëÿ âñåõX � XL.
Îáîçíà÷èì m = n(a; XL), s = n(a; X ).

Òåîðåìà (òî÷íàÿ îöåíêà)

Âåðîÿòíîñòü áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ÷àñòîò îïèñûâàåòñÿ
ôóíêöèåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ(ÃÃÐ):

Q" (a; XL) = H`;m
L (sm(" )) ; sm(" ) = `

L (m� "k);

ãäå H`;m
L (z) =

bzcX

s=0

Cs
mC` � s

L� m

C`
L

� ëåâûé ¾õâîñò¿ ÃÃÐ.

Âûâîä: îñíîâíàÿ àêñèîìà îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü
ïðåäñêàçàíèÿ ñêðûòîãî n(a; �X ) ïî íàáëþäàåìîìó n(a; X ).
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Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå h(sjm) = Cs
mC` � s

L� m=C`
L

����������	��
�����  �
�����������  h(s|m) ���  L=200, k=100      
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sh(s|m) ���  m=50
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Ïðåäñêàçàíèå n(a; �X ) ïî n(a; X ) âîçìîæíî áëàãîäàðÿ óçîñòè
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ïèêà (êîíöåíòðàöèè âåðîÿòíîñòè ).

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë: � (a; X ) ! � (a; XL) ïðè ` ! 1 .
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Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè

Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà � âñå àëãîðèòìû a 2 A.
Ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôàE � âñå ïàðû âåðøèí (a; a0) òàêèå, ÷òî
n(a; XL) + 1 = n(a0; XL) è I (a; xi ) 6 I (a0; xi ), 8xi 2 XL.

Îïð. Am =
�

a 2 A: n(a; XL) = m
	

� m-é ñëîé ìíîæåñòâà A.
Îïð. A = A0 t � � � t AL � ðàññëîåíèå ìíîæåñòâà A.
Îïð. q(a) = #

�
a0 2 A: (a; a0) 2 E

	
� ñâÿçíîñòü àëãîðèòìà a 2 A.
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Îáùàÿ îöåíêà ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè

Îïð. Ïðîôèëü ðàññëîåíèÿ � m = jAmj.

Îïð. Ïðîôèëü ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè � mq � ýòî
÷èñëî àëãîðèòìîâ â m-ì ñëîå ñî ñâÿçíîñòüþ q.

Îïð. Ïåññèìèñòè÷íàÿ ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ÏÌÝÐ):

� X = arg max
a2 A(X )

n(a; �X ); A(X ) = Arg min
a2 A

n(a; X ):

Òåîðåìà

Åñëè� � ÏÌÝÐ, òî äëÿ ëþáîé XL è ëþáîãî " 2 [0; 1]

Q" 6
LX

m= d"ke

LX

q=0

� mq �
C` � q

L� q

C`
L

� H` � q;m
L� q (sm(" )) :
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Ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè îöåíêàìè

Îöåíêà äëÿ îäíîãî àëãîðèòìà:

Q" = H`;m
L (sm(" )) :

Îöåíêà Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà (1971):

Q" 6
LX

m= d"ke

� m � H`;m
L (sm(" )) 6

6 jAj � max
m=0 ;:::;L

H`;m
L (sm(" )) :

Îöåíêà ñ ó÷¼òîì ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè (2010):

Q" 6
LX

m= d"ke

LX

q=0

� mq �
C` � q

L� q

C`
L

� H` � q;m
L� q (sm(" )) :
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Ïðèìåð. Ïðîôèëè ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè � mq
ëèíåéíî ðàçäåëèìûå äâóìåðíûå âûáîðêè äëèíû L; ëèíåéíûå êëàññèôèêàòîðû
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Ãèïîòåçà ñåïàðàáåëüíîñòè: � mq � � m� q.

Ãèïîòåçà ðàçìåðíîñòè: ñðåäíÿÿ ñâÿçíîñòü � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
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Íàñêîëüêî âàæíî ó÷èòûâàòü ýôôåêòû ðàññëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè?

Ýêñïåðèìåíò ñ öåïî÷êàìè àëãîðèòìîâ:

Öåïî÷êà ñ ðàññëîåíèåì: Öåïî÷êà áåç ðàññëîåíèÿ:
a1 a2 a3 a4 a5 : : : aD a1 a2 a3 a4 a5 : : : aD

x1 1 1 1 1 1 1 1 x1 1 1! 0 0 0 0 0
x2 0 ! 1 1 1 1 1 1 x2 0 ! 1 1 1! 0 0 0
x3 0 0! 1 1 1 1 1 x3 0 0 0! 1 1 1! 0
x4 0 0 0! 1 1 1 1 x4 0 0 0 0 0! 1 1
x5 0 0 0 0! 1 1 1 x5 0 0 0 0 0 0 0
x6 0 0 0 0 0! 1 1 x6 0 0 0 0 0 0 0

Äëÿ êàæäîé öåïî÷êè ãåíåðèðóåòñÿíå-öåïî÷êà
ïóò¼ì ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâêè â êàæäîì ñòîëáöå.

Èòîãî èìååì 4 ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâà:
+ Ö+ Ð + Ö� Ð
� Ö+ Ð � Ö� Ð
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Ýêñïåðèìåíò: çàâèñèìîñòü Q" îò D ïðè ` = k = 100, " = 0 :05

Ïðîñòàÿ çàäà÷à, n(a1; XL) = 10 Òðóäíàÿ çàäà÷à,n(a1; XL) = 50
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Ñâÿçíîñòü ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ðîñòà Q" (D).

Ðàññëîåíèåïîíèæàåò óðîâåíü ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòû.
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Ìîäåëüíûå è ðåàëüíûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ,
äëÿ êîòîðûõ óæå ïîëó÷åíû òî÷íûå êîìáèíàòîðíûå îöåíêè ïåðåî áó÷åíèÿ

ìîíîòîííàÿ è óíèìîäàëüíàÿ öåïî÷êà àëãîðèòìîâ;
åäèíè÷íàÿ îêðåñòíîñòü ëó÷øåãî àëãîðèòìà;
ñëîé áóëåâà êóáà;
èíòåðâàë áóëåâà êóáà;d åãî íèæíèõ ñëî¼â;
ìîíîòîííûå è óíèìîäàëüíûå h-ìåðíûå ñåòêè [Ï. Áîòîâ];
ïó÷îê h ìîíîòîííûõ öåïî÷åê [Ï. Áîòîâ, À. Ôðåé];
ñèììåòðè÷íûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ,
èõ ðàçðåæåííûå ïîäìíîæåñòâà [À. Ôðåé];
õýììèíãîâ øàð, d åãî íèæíèõ ñëî¼â,
åãî ðàçðåæåííûå ïîäìíîæåñòâà [È. Òîëñòèõèí];
ïîðîãîâûå êîíúþíêöèè âåùåñòâåííûõ ïðèçíàêîâ [À. Èâàõíåíêî].
ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà;
ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ êëàññèôèêàòîðîâ;
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Ìîäåëüíûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ
Íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåõíèêè âûâîäà îöåíîê

Ìîíîòîííàÿ ñåòêà àëãîðèòìîâ � ìîäåëüíîå ñåìåéñòâî,
îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè ðàññëîåíèÿ, ñâÿçíîñòè è ðàçìåðíîñò è

ñëîè äâóìåðíàÿ ñåòêà,h = 2
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Ýìïèðè÷åñêèé ôàêò 1. Q" ðåàëüíûõ ñåìåéñòâ íåïëîõî
àïïðîêñèìèðóåòñÿ Q" ìîíîòîííîé ñåòêè ïðè íåêîòîðîé h.

Ýìïèðè÷åñêèé ôàêò 2. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Q"

ìîíîòîííîé ñåòêè ðàñò¼ò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî ïî h.

Êîíñòàíòèí Âîðîíöîâ (www.ccas.ru/voron) Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ



Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè
Êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ
Íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé è îòêðûòûå ïðîáëåìû

Ó÷¼ò ýôôåêòîâ ðàññëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè
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Ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà

Äëÿ êàæäîãî a 2 A ìîæíî óêàçàòü òàêîé íàáîð ïàð
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ îáúåêòîâ Xav ; X 0

av � XL,
v 2 Va è òàêîé êîýôôèöèåíò cav 2 f� 1; +1g, ÷òî

�
� X= a

�
=

X

v2 Va

cav
�
Xav � X

��
X 0

av � �X
�
:

Xavz }| {

| {z }
X

X 0
avz }| {

| {z }
�X

Îïð. Xav � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ïîðîæäàþùèõ àëãîðèòì a.

Îïð. X 0
av � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, çàïðåùàþùèõ àëãîðèòì a.
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Ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà (òî÷íàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ)

Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ àëãîðèòì
ñ çàäàííûì âåêòîðîì îøèáîê a:

P
�
� X= a

�
=

X

v2 Va

cavPav ; Pav =
C`av

Lav

C`
L

:

Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ:

Q" =
X

a2 A

X

v2 Va

cavPavH`av ;mav
Lav

(sav(" )) ;

ãäå Lav = L � j Xav j � j X 0
av j,

`av = ` � j Xav j,
mav = n(a; XL) � n(a; Xav) � n(a; X 0

av),
sav(" ) = `

L

�
n(a; XL) � "k

�
� n(a; Xav).
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Âåðõíÿÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

Îïð. Îáúåêòû, ïîðîæäàþùèå ð¼áðà ãðàôà, èñõîäÿùèå èç a:

X +
a =

�
xi 2 XL

�
� 9a0: (a; a0) 2 E; I (a; xi ) = 0 ; I (a0; xi ) = 1

	
:

Òåîðåìà

Ïóñòü � � ÏÌÝÐ.
Åñëè� X = a, òî âñå xi 2 X +

a îáÿçàíû ëåæàòü â îáó÷åíèè:
�
� X = a

�
6

�
X +

a 2 X
�
;

âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü àëãîðèòì a â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ:

Pa = P
�
� X= a

�
6 C` � q(a)

L� q(a)=C`
L; q(a) = jX +

a j;

âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ

Q" 6
X

a2 A

PaH` � q(a);ma

L� q(a)

� `
L (ma � "k)

�
; ma = n(a; XL):
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Çàäà÷è è îòêðûòûå ïðîáëåìû
Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ êðèâîé îáó÷åíèÿ

Çàäà÷è è îòêðûòûå ïðîáëåìû

1 òî÷íûå îöåíêè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðåàëüíûõ ìåòîäîâ;
2 ïîñòðîåíèå ðàçðåæåííûõ ïîäìíîæåñòâ àëãîðèòìîâ

èç íèæíèõ ñëî¼â â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ;
3 ñíÿòèå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî � � ÏÌÝÐ;
4 îáîñíîâàíèå ãèïîòåç ñåïàðàáåëüíîñòè � mq è ðàçìåðíîñòè;
5 ïîëó÷åíèå êîìáèíàòîðíîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ;
6 ïåðåõîä îò íåíàáëþäàåìûõ îöåíîê ê íàáëþäàåìûì;
7 îáîáùåíèå ïîíÿòèé ðàññëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíîé (íå áèíàðíîé) ôóíêöèè ïîòåðü;
8 îíëàéíîâîå îáó÷åíèå â óñëîâèÿõ íåñòàöèîíàðíîé âûáîðêè

(â ñëó÷àÿõ êàê ïëàâíûõ, òàê è ñêà÷êîîáðàçíûõ èçìåíåíèé);
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Çàäà÷è è îòêðûòûå ïðîáëåìû
Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ êðèâîé îáó÷åíèÿ

Çàäà÷à îíëàéíîâîãî îáó÷åíèÿ (äîêëàä â ñðåäó, 15:00)

XL = ( x1; : : : ; xT ) � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ;
A � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðåäñêàçàíèé;

Ïðîöåññ Online Learning

1: äëÿ âñåõ t := 1 ; : : : ; T
2: at +1 := � (x1; : : : ; xt ) � ïðåäñêàçàíèå èç A;
3: xt +1 ñòàíîâèòñÿ èçâåñòåí;
4: L (at +1 ; xt +1 ) � âåëè÷èíà ïîòåðü îò ïðåäñêàçàíèÿ;

Çàäà÷à

Íàéòè êðèâóþ îáó÷åíèÿ � çàâèñèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ïîòåðè îò âðåìåíè:

Q(t ) = E L (at +1 ; xt +1 ); t = 1 ; : : : ; T � 1:

Q(t ) õàðàêòåðèçóåò îáó÷àåìîñòü ïðåäñêàçûâàþùåãî àëãîðèòìà� .
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Êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ
Íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé è îòêðûòûå ïðîáëåìû

Çàäà÷è è îòêðûòûå ïðîáëåìû
Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ êðèâîé îáó÷åíèÿ

Âîïðîñû?

Âîðîíöîâ Êîíñòàíòèí Âÿ÷åñëàâîâè÷
vokov@forecsys.ru

Ñòðàíèöû íà www.MachineLearning.ru:

Ó÷àñòíèê:Vokov

Ñëàáàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ àêñèîìàòèêà

Ðàññëîåíèå è ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ (âèðòóàëüíûé ñåìèíàð)

Êîíñòàíòèí Âîðîíöîâ (www.ccas.ru/voron) Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ


	Задача оценивания обобщающей способности
	Проблема переобучения
	Слабая вероятностная аксиоматика

	Комбинаторные оценки вероятности переобучения
	Учёт эффектов расслоения и связности
	Модельные семейства алгоритмов
	Некоторые математические техники вывода оценок


