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Ìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìíîãèõ ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ. Åñëè ìåò-
ðèêà âûáðàíà äîñòàòî÷íî óäà÷íî, òî âûïîëíåí ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè: áëèçêèå îáú-
åêòû äîëæíû ëåæàòü ñêîðåå â îäíîì êëàññå, íåæåëè â ðàçíûõ [1, 2]. Â ñëó÷àå õîðîøåé
ìåòðèêè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî êëàñòå-
ðîâ, îòäåëåííûõ äðóã îò äðóãà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé
èìååò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè. Íàïðèìåð, ìîæíî âûäåëèòü õàðàêòåðíûå âíóòðèêëà-
ñòåðíûå è ìåæêëàñòåðíûå ðàññòîÿíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêèå
îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóåò íàëîæèòü íà ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü
íàëè÷èå êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñ îãðàíè-
÷åííîé áîðåëåâñêîé ìåðîé µ (êîìïàêòíóþ ìåòðè÷åñêóþ òðîéêó Ãðîìîâà [3, 4]). Ïîä
r-êëàñòåðîì ìû áóäåì ïîíèìàòü ëþáîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà íå áîëåå r.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî 2r-êëàñòåðîâ X = {X1, . . . Xk} áóäåì íàçûâàòü r-êëàñòåðíîé
ñòðóêòóðîé ïîðÿäêà k, åñëè ρ(Xi, Xj) > r ïðè âñåõ 1 6 i < j 6 k, ãäå ρ(A,B) =

inf{ρ(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}. Ìåðîé X íàçîâåì âåëè÷èíó µ(X )
def
=

k∑
i=1

µ(Xi).

Åñëè ìåðà íåêîòîðîé r-êëàñòåðíîé ñòðóêòóðîé ïîðÿäêà k áëèçêà ê ìåðå âñåãî ïðî-
ñòðàíñòâà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k êëà-
ñòåðîâ. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè íèæíåé îöåíêè íà ñóïðåìóì ìåð r-êëàñòåðíûõ
ñòðóêòóð ïîðÿäêà k (äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k è r ôèêñèðîâàíû).

Ïåðåä òåì, êàê ìû ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðåäåëåíèå ðàññòî-
ÿíèé, îòìåòèì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ñðåäè âñåõ r-êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð ïîðÿäêà k åñòü ñòðóêòóðà
ìàêñèìàëüíîé ìåðû.

∗Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 18-07-00741

1



Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì êîìïàêòíîñòè X. Èäåÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òåîðåìû Áëÿøêå [5] ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êëàñòåðíûõ
ñòðóêòóð, ìåðû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê ñâîåìó ñóïðåìóìó.

Ïóñòü äàëåå X ∗ � êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà ìàêñèìàëüíîé ìåðû.
Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé. Ïàðó òî÷åê (x, y) ∈ X2

áóäåì íàçûâàòü ðåáðîì, äëèíà ðåáðà � ýòî ρ(x, y). Åñëè ρ(x, y) 6 r, òî áóäåì íàçûâàòü
ðåáðî (x, y) r-êîðîòêèì; åñëè ρ(x, y) > 3r, òî áóäåì íàçûâàòü ðåáðî (x, y) r-äëèííûì;
âñå îñòàëüíûå ðåáðà � r-ñðåäíèå. Åñëè ïîíÿòíî, î êàêîì r èäåò ðå÷ü, òî ïðèñòàâêà r
áóäåò îïóñêàòüñÿ. Äàííîå ðàçäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåíèþ õàðàêòåðíûõ âíóòðè-
êëàñòåðíûõ è ìåæêëàñòåðíûõ ðàññòîÿíèé. Ïóñòü ìåðà ñðåäíèõ ðåáåð ìàëà â ñëåäóþ-
ùåì ñìûñëå:

M(X) =
1

2
µ{(x, y) ∈ X2 : r < ρ(x, y) 6 3r} 6 1

2
δµ(X)2, (1)

ãäå δ > 0 �- ïàðàìåòð.
Ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû èùåì ðîâíî k êëàñòåðîâ. Åñëè

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðîé ïîðÿäêà k, òî
ñðåäè ëþáûõ k+1 òî÷åê õîòÿ áû äâå áóäóò èç îäíîãî êëàñòåðà. Íàáîð òî÷åê (x1, . . . , xk)
ìû íàçîâåì r-àíòèêëèêîé ïîðÿäêà k, åñëè ρ(xi, xj) > r ïðè âñåõ 1 6 i < j 6 k. Ïîýòîìó
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî k + 1-àíòèêëèê òàêæå ìàëî â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Tk+1(X) =
1

(k + 1)!
µ{(x1, . . . xk+1) ∈ Xk+1 : ρ(xi, xj) > r} 6 βµ(X)k+1

(k + 1)!
, (2)

ãäå β > 0 � ïàðàìåòð.
Â îãðàíè÷åíèÿõ (1) è (2) ìîæíî äîêàçàòü îöåíêó âèäà µ(X ∗) > µ(X)(1− ϕ(β, δ)),

ãäå ϕ(β, δ) = o(1) ïðè β + δ → 0, îäíàêî, ñõîäèìîñòü ϕ(β, δ)→ 0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ìåäëåííîé.

Îãðàíè÷åíèå (2) îòâå÷àåò çà òî, ÷òî ÷èñëî êëàñòåðîâ íå áîëüøå k. Ìîæíî ââå-
ñòè àíàëîãè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå, îòâå÷àþùåå çà òî, ÷òî ÷èñëî äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
êëàñòåðîâ íå ìåíåå k: ñðåäè íàáîðîâ èç k òî÷åê çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ äîëæíà ñîäåð-
æàòü ëèøü òî÷êè èç ðàçëè÷íûõ êëàñòåðîâ. Ýòî îãðàíè÷åíèå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
ñëåäóþùåé íèæíåé îöåíêè íà ìåðó k-àíòèêëèê:

Tk(X) =
1

k!
µ{(x1, . . . xk) ∈ Xk : ρ(xi, xj) > r, 1 6 i < j 6 k} > αµ(X)k

k!
, (3)

ãäå α > 0 � ïàðàìåòð. Äîáàâëåíèå äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óëó÷-
øèòü îöåíêó µ(X ∗).

Ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó µ(X ∗) â òðè øàãà. Ïåðâûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ñâåäå-
íèå çàäà÷è ê ñëó÷àþ êîíå÷íîãî ïîëóìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà c ðàâíîìåðíîé ìåðîé.
Ïóñòü ìû äîêàçàëè îöåíêó âèäà µ(X ∗) > Ψ(α, β, δ)µ(X) äëÿ êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ,
òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áëÿøêå, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ îöåíêó â ñëó÷àå ïðî-
èçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(α, β, δ) è ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x, y) íåïðåðûâíû. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X êîíå÷íî, à
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µ(A) = |A|. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ìû êîíñòðóêòèâíî ïîñòðîèì ðàçáèå-

íèå X =
n⊔

i=1

Zi, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè â êàæäîì Zi âûáðàòü ìàê-

ñèìàëüíûé ïî ìîùíîñòè 2r-êëàñòåð Xi, òî íàáîð ìíîæåñòâ Xi áóäåò îáðàçîâûâàòü
êëàñòåðíóþ ñòðóêòóðó â X. Âòîðûì øàãîì ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü
k ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîùíîñòè Zi áëèçêà ê |X|. Ïîñëåäíèì øàãîì ìû îöåíèì ðàçíî-

ñòè |Zi| − |Xi| è ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà
∑

(|Zi| − |Xi|), ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî

âûáðàííûì íà ïðåäûäóùåì øàãå Zi, ìàëà.
Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðåäëàãàåìîé êîíñòðóêöèè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ æàä-

íóþ ïðîöåäóðó. ÏóñòüX1 � ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ñðåäè âñåõ 2r-êëàñòåðîâ
(åñëè òàêèõ ìíîæåñòâ íåñêîëüêî, òî âûáåðåì ëþáîå). Îáîçíà÷èì åãî r-îêðåñòíîñòü çà
Z1, ò.å.

Z1 = {x ∈ X : ρ(x,X1) < r}

Ïóñòü ó íàñ åñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Z1, . . . , Zm. Òîãäà Xm+1 �

ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ñðåäè âñåõ 2r-êëàñòåðîâ â X \
m⋃
i=1

Zi, à ìíîæåñòâî

Zm+1 � r-îêðåñòíîñòü Xm+1 âî ìíîæåñòâå X \
m⋃
i=1

Zi, ò.å.

Zm+1 =

{
x ∈ X \

m⋃
i=1

Zi : ρ(x,Xm+1) < r

}

Òàê êàê ìîùíîñòü X êîíå÷íà, òî ïðîöåäóðà îáîðâåòñÿ íå íåêîòîðîì øàãå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå X =
n⊔

i=1

Zi ìû íàçîâåì æàäíûì êëàñòåð-

íûì ðàçáèåíèåì, à ñåìåéñòâî 2r-êëàñòåðîâ {X1, . . . Xk} íàçîâåì æàäíîé r-êëàñòåðíîé
ñòðóêòóðîé ïîðÿäêà k.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ. Âî-ïåðâûõ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Zi è Xi îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî � äàëåå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôèê-
ñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (Xi, Zi). Âî-âòîðûõ, èç ïîñòðîåíèÿ î÷å-
âèäíî, ÷òî æàäíàÿ r-êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà ïîðÿäêà k ÿâëÿåòñÿ r-êëàñòåðíîé ñòðóê-
òóðîé ïîðÿäêà k ïî îïðåäåëåíèþ 1. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {|X|i}ni=1 ìî-
íîòîííî óáûâàåò, îäíàêî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|Z|i}ni=1 ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè â
îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü {Wi}ni=1 óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ ìîùíîñòè ìíîæåñòâ Zi. Îöåíèâàÿ ÷èñ-
ëî àíòèêëèê â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò Wi, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäó-
þùóþ îöåíêó:

k∑
i=1

Wi > |X|
(

1− (k + 1)β
1

k+1

)
(4)
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Óæå íà äàííîì ýòàïå ìû ïîëó÷èëè êîýôôèöèåíò β
1

k+1 . Èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî óòâåð-
æäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî áåç äîáàâëåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ 3 îöåíêà (4) íåóëó÷øàåìà â àñèìï-
òîòè÷åñêîì ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû r > 0 è 0 < β < 1. Ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñ ðàâíîìåðíîé ìåðîé òàêîå, ÷òî ÷èñëî ñðåä-
íèõ ðåáåð ðàâíî íóëþ, ÷èñëî k + 1-àíòèêëèê óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Tk+1(X) 6

1

(k + 1)!
β|X|k+1 è |X| − µ(X ∗) > 1

k + 1
β

1
k .

Ïðè äîáàâëåíèè îãðàíè÷åíèÿ (3) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

k∑
i=1

Wi >

(
1− (k + 1)!β

α′

)
|X|, (5)

ãäå α′ = α−1

2
λk3, λ =

k + 1

2
δ+

(k + 1)2β2

2α2
. Âèäíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì α îöåíêà (5)

ïî ïàðàìåòðó β àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øå (4).
Çàâåðøàþùèé øàã ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îá îöåíêå ìîùíîñòè ìàêñèìàëü-

íîãî êëàñòåðà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïðè îãðàíè÷åíèÿõ âèäà (1). Áîëåå ïîäðîáíî
äàííàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â [6]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (A, ρ) � êîíå÷íîå ïîëóìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è ìíîæå-
ñòâî B ÿâëÿåòñÿ 2r-êëàñòåðîì ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè. Òîãäà ñóììàðíîå ÷èñëî
ñðåäíèõ è äëèííûõ ðåáåð íå ìåíåå 1

2
max{|A|, 2|B|}|A \B|.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Zi ÿâëÿþòñÿ 4r-êëàñòåðàìè ïî ïîñòðîåíèþ è îïèñàííàÿ
âûøå îöåíêà â îáùåì ñëó÷àå ó÷èòûâàåò äëèííûå ðåáðà, ÷èñëî êîòîðûõ íèêàê íå
îãðàíè÷åíî. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü Zi, ñîäåðæàùèõ ìíîãî
äëèííûõ ðåáåð, ìàëà.

Â [6] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî îïèñàííàÿ â òåîðåìå 1 îöåíêà òî÷íà, à ãðàíèöà 2r ñóùå-
ñòâåííà. Ïîñëåäíåå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ δ > 0, α > 0 è r′ > r ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) òàêîå, ÷òî

µ{(x, y) ∈ X2 : r′ < ρ(x, y)} 6 αµ(X)2,

è ìåðà ëþáîãî 2r êëàñòåðà íå áîëåå δµ(X).

Äàííîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà êëàñòåðíûå ñòðóêòóðû,
ïðè÷åì âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî òàê, ÷òîáû Tk+1(X) = 0. Èìåííî ïîýòî-
ìó r-êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð 2r-êëàñòåðîâ.

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì èòîãîâûå îöåíêè â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ îãðàíè÷å-
íèÿ (3).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü (X, ρ) êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îãðàíè÷åííîé
áîðåëåâñêîé ìåðîé µ, à X ∗ � r-êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà ìàêñèìàëüíîé ìåðû. Òîãäà,
åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1) è (2), òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ(X ∗) > Ψ1(δ, β)µ(X), (6)

ãäå
Ψ1(δ, β) = 1−

√
δ(2k + 1)− (k(e+ 1) + 1)β

1
k+1

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (X, ρ) êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îãðàíè÷åííîé
áîðåëåâñêîé ìåðîé µ, X ∗ � r-êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà ìàêñèìàëüíîé ìåðû, è ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ρ(x, y) íåïðåðûâíà. Òîãäà, åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1), (2), (3)

è δ +
(k + 1)β2

α2
6

2

(k + 1)3
, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ(X ∗) > Ψ2(α, β, δ)µ(X), (7)

ãäå

Ψ2(α, β, δ) = 1−
√
δ(2k + 1)− k!(k + 2)β

α− 1
2
k3λ

λ =
k + 1

2
δ +

(k + 1)2β2

2α2
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