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Ãëàâà 1

Áóëåâû àëãåáðû

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóëåâîé àëãåáðîé B íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî B, ñîäåðæàùåå ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà �
o (íóëü) è ι (åäèíèöà), ñ çàäàííûìè íà í¼ì áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè t (îáúåäèíåíèÿ), u (ïåðåñå÷åíèÿ) è óíàð-
íîé îïåðàöèåé ′ (äîïîëíåíèÿ), òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ B âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêîíû
(àêñèîìû) áóëåâîé àëãåáðû:

Comt : x t y = y t x,
Comu : x u y = y u x,
Dtr1 : (x t y) u z = (x u z) t (y u z),
Dtr2 : (x u y) t z = (x t z) u (y t z),
t o : x t o = x,
u ι : x u ι = x,

Cmp ′ : x t x ′ = ι,
Isl ′ : x u x ′ = o,
Inv ′ : (x ′) ′ = x,
ι ′ : ι ′ = o,
o ′ : o ′ = ι,

DeM1 : (x t y) ′ = x ′ u y ′,
DeM2 : (x u y) ′ = x ′ t y ′,
t ι : x t ι = ι,
u o : x u o = o,
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Asst : x t (y t z) = (x t y) t z,
Assu : x u (y u z) = (x u y) u z,
Idt : x t x = x,
Idu : x u x = x,
Abs1 : x u (x t y) = x,
Abs2 : x t (x u y) = x.

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì áóëåâîé àë-
ãåáðû B, à o è ι � âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè èëè
óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè.

Îáîçíà÷åíèÿ çàêîíîâ ïîíÿòíû: óêàçàíû çàêîíû àñ-
ñîöèàòèâíîñòè Ass, äèòðèáóòèâíîñòè Dtr, íåéòðàëü-
íîñòè óíèâåðñàëüíûõ ãðàíåé îòíîñèòåëüíî o è ι. Çàêî-
íû Cmp ′ è Isl ′ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè çàêîíàìè, îïè-
ñûâàþùèå ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ; îíè ïîñòóëèðóþò, ñî-
îòâåòñòâåííî, åãî ïîëíîòó è îáîñîáëåííîñòü. Äàëåå ïðè-
âåäåíû çàêîíû èíâîëþòèâíîñòè äîïîëíåíèÿ, âçàèìíîé
äîïîëíèòåëüíîñòè o è ι, 1-é è 2-é çàêîíû Äå Ìîðãàíà,
ïîãëîùàþùèõ ñâîéñòâ óíèâåðñàëüíûõ ãðàíåé, àññîöèà-
òèâíîñòè Ass, èäåìïîòåíòíîñòè Id è, íàêîíåö, 1-é è
2-é çàêîíû ïîãëîùåíèÿ Abs.

Ââåä¼ííûå îïåðàöèè íàçûâàþò àáñòðàêòíûìè, ïî-
ñêîëüêó íè îíè ñàìè, íè íîñèòåëü, íà êîòîðîì îíè îïðå-
äåëåíû, íèêàê íå êîíêðåòèçèðóþòñÿ è íèêàêèõ èíûõ
òðåáîâàíèé, êðîìå óäîâëåòâîðåíèÿ äàííûì çàêîíàì, ê
íèì íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ.

Ïîíÿòíî, ÷òî â áóëåâîé àëãåáðå îïðåäåëåíû îáúåäè-
íåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ýëå-
ìåíòîâ.
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Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ â áóëåâîé àëãåáðå

::::::::
Ëåììà 1.1 (îñíîâíûå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåá-
ðû). Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y áóëåâîé àëãåáðû
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. x t y = o ⇔ x = y = o è

x u y = ι ⇔ x = y = ι;

2. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû �

(1) x u y = x , (2) x t y = y,

(3) x ′ t y = ι , (4) x u y ′ = o.

3. Ëåììà î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ �{
x u y = o
x t y = ι

⇔ y = x ′

(â íåêîòîðûõ àêñèîìàòèçàöèÿõ äîïîëíåíèå ââî-
äèòñÿ êàê ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
Cmp ′ è Isl ′, è òîãäà íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü åãî
åäèíñòâåííîñòü, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ äàííîå òðà-
äèöèîííîå íàçâàíèå ëåììû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîÿñíåíèè âûêëàäîê ïðèìåíåíèå
çàêîíîâ êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñïåöèàëü-
íî óêàçûâàòü íå áóäåì.

1. x
Abs1
= x u (x t y︸ ︷︷ ︸

= o

) = o; x
Abs2
= x t (x u y︸ ︷︷ ︸

= ι

) = ι è

àíàëîãè÷íî äëÿ y.

Îáðàòíûå ñëåäîâàíèÿ î÷åâèäíû.
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2. Âûâåäåì òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ öèêëè÷åñêè âû-
âåäåíû äðóã èç äðóãà.

(1)→ (2), ty : x u y = x ⇒
⇒ y t (x u y = y t x Abs2⇒ y = y t x;

(2)→ (3), tx ′ : x ′ t y = x ′ t (y t x)
Cmp ′
= ι;

(3)→ (4), DeM1 : x ′ t y = ι ⇒ x u y ′ = o;

(4)→ (1), t(x u y) : (x u y ′) t (x u y) =

= o t (x u y)
Dtr1⇒ x u (y t y ′︸ ︷︷ ︸

= ι

) = x = x u y

3. Äîñòàòî÷íîñòü.

y = y u (x t x ′︸ ︷︷ ︸
= ι

)
Dtr1
= (y u x︸ ︷︷ ︸

= o

) t (y u x ′) =

= (y u x ′) t (x u x ′︸ ︷︷ ︸
= o

)
Dtr1
= x ′ u (x t y︸ ︷︷ ︸

= ι

) = x ′.

Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà.
�

Ïóñòü V � âûðàæåíèå èëè ðàâåíñòâî áóëåâîé àë-
ãåáðû. Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðåçóëüòàòà îäíîâðåìåííîé çà-
ìåíû âñåõ ñèìâîëîâ â V :

V ] � u ↔ t è ι↔ o;

V [ � x↔ x ′, ãäå x � ýëåìåíò íîñèòåëÿ, íå ÿâëÿþ-
ùèéñÿ óíèâåðñàëüíîé ãðàíüþ;

V ∗ � êîãäà ïðîèçâîäÿòñÿ îáå óêàçàííûå çàìåíû.



6 417 ãð. Ãëàâà 1. Áóëåâû àëãåáðû

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.1 (Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè).

1. Åñëè V � áóëåâî ðàâåíñòâî, èñòèííîå äëÿ ëþ-
áûõ âõîäÿùèõ â íåãî ýëåìåíòîâ, òî ðàâåíñòâà
V ], V [ è V ∗ òàêæå èñòèííû.

2. Åñëè V � âûðàæåíèå áóëåâîé àëãåáðû, òî
V ∗ = V ′.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïðèâåä¼ííûå âûøå çàêîíû, êðîìå Inv ′, ðàçáèâà-
þòñÿ íà ïàðû âçàèìîäâîéñòâåííûõ, ïðåõîäÿùèõ
äðóã â äðóãà ïðè çàìåíå ]; à Inv ′ ñàìîäâîéñòâå-
íåí.

Ïðåîáðàçîâàíèå [ ïåðåâîäèò âñå çàêîíû, êðîìå
Inv ′, èëè ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé â ñåáÿ, èëè
â äâîéñòâåííûå, à Inv ′ � â òîæäåñòâî x′ = x′.

Ïîýòîìó è ïðè çàìåíå ∗ èñòèííîñòü áóëåâà ðàâåí-
ñòâà ñîõðàíèòñÿ.

2. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ðà-
âåíñòâà V = z, ãäå z � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò
áóëåâîé àëãåáðû: V = z ⇒ V ∗ = z ′ ⇒ V ∗ = (V ) ′.

�

Äàííàÿ ñèñòåìà èç 21-îé àêñèîìû èçáûòî÷íà

� Çàêîíû Id âûòåêàþò èç çàêîíîâ Abs: äëÿ ëþáîãî
x ∈ B �

Idt : x t x Abs1
= x t (x u (x t x))

Abs2
= x.

Idu � ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè.
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� Çàêîíû Abs âëåêóò ýêâèâàëåíòíîñòü Dtr1 è Dtr2:
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ B èìååì

(xtz)u(ytz)
Dtr1
= (x u (y t z))t

z︷ ︸︸ ︷
(z u (y t z))

Dtr1
=

= (x u y) t (x u z) t z︸ ︷︷ ︸
z

Abs2
= (x u y) t z,

ò.å. Dtr1⇒ Dtr2 è äâîéñòâåííî Dtr2⇒ Dtr1.

� Çàêîíû äå Ìîðãàíà âûâîäèìû èç îñòàëüíûõ:
1) èñïîëüçóÿ çàêîíû Dtr, ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ è
åäèíèöû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(xuy)t (x ′ty ′) = ι è (xuy)u (x ′ty ′) = o;

2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé î åäèíñòâåííîñòè äî-
ïîëíåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ′ t y ′ � äîïîëíåíèå
ê x u y, ò.å. èç óêàçàííûõ çàêîíîâ âûâåäåí çàêîí
DeM1; à ïî äâîéñòâåííîñòè � è DeM2.

Äâå ¾ðàáî÷èå¿ ñèñòåìû àêñèîì

1. Ïàðû àêñèîì êîììóòàòèâíîñòè, äèñòðèáóòèâíî-
ñòè, íåéòðàëüíûõ ñâîéñòâ îñîáûõ ýëåìåíòîâ, à
òàêæå îñíîâíûå çàêîíû äîïîëíåíèÿ � ïåðâûå 8
èç ïðèâåäåííûõ âûøå çàêîíîâ.

Äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé: íàïðè-
ìåð, êàæäûé èç çàêîíîâ t o è u ι âûâîäèì èç
îñòàëüíûõ ñåìè.
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2. Ïàðû çàêîíîâ çàêîíîâ Dtr, Abs âìåñòå ñ Cmp ′

è Isl ′.

Ýòî åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ (6 àêñèîì) èç-
âåñòíàÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü áåçûçáûòî÷íàÿ ñà-
ìîäâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû.

Èçâåñòíû è âåñüìà ¾ýêçîòè÷åñêèå¿ ñèñòåìû àêñèîì
äëÿ áóëåâîé àëãåáðû (ñ îäíèì îñíîâíûì ñèìâîëîì, îä-
íîé àêñèîìîé è äð.).

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Áóëåâà àëãåáðà � ïðè-
ìåð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (ÀÑ) èëè ñòðóêòóðû,
òî÷íåå, ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÀÑ � àëãåáðû. ÀÑ A çàäàåò-
ñÿ ïàðîé A = 〈A, σA〉, ãäå

A � íîñèòåëü èëè áàçîâîå ìíîæåñòâî (A 6= ∅); óïðî-
ùàÿ, ÀÑ ÷àñòî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì áàçîâîãî
ìíîæåñòâà;

σA � ñèãíàòóðà íà A � óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü
ñèìâîëîâ îïåðàöèé, îòíîøåíèé è îñîáûõ ýëåìåí-
òîâ íà A.

� Åñëè σ1 è σ2 � äâå ñèãíàòóðû íà A è σ1 ⊂ σ2, òî
ÀÑ 〈A, σ1 〉 ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòîì ÀÑ 〈A, σ2 〉.

� Âñå îïåðàöèè ÀÑ äîëæíû áûòü óñòîé÷èâû íà å¼
íîñèòåëå.

� ßâíîå óêàçàíèå ìåñòíîñòè è àðíîñòè îïåðàöèé è
îòíîøåíèé: 〈 t2, u2, ′1, o0, ι0 〉 � äëÿ áóëåâîé àë-
ãåáðû.
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Äæîðæ Áóëü (George Boole, 1815�1864)
� àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê�ñàìîó÷êà.

Ñàìîñòîÿòåëüíî âûó÷èë ëàòûíü,
ãðå÷åñêèé, ôðàíöóçñêèé è íåìåöêèé ÿçûêè, èçó÷èë

îáøèðíûå òðóäû Ëàïëàñà è Ëàãðàíæà.

Îñíîâíûå çàêîíû, õàðàêòåðèçóþùèå áóëåâó àëãåáðó,
ñôîðìóëèðîâàíû â åãî ðàáîòå ¾Èññëåäîâàíèå çàêîíîâ

ìûñëè, íà êîòîðûõ îñíîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå
òåîðèè ëîãèêè è âåðîÿòíîñòåé¿ (1854).

Îäíàêî ïîëíîãî ïåðå÷íÿ àêñèîì è òî÷íîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ïðåäëîæåííîé èì àëãåáðû Áóëü íå äàë. ÀÑ, ýê-
âèâàëåíòíàÿ áóëåâîé àëãåáðå â ñîâðåìåííîì å¼ ïîíèìà-
íèè, âïåðâûå ïðèâåäåíà â âûøåäøåì â òîì æå ãîäó 3-ì
òîìå òðàêòàòà À. äå Ìîðãàíà ¾Ôîðìàëüíàÿ ëîãèêà¿.

1.2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Àëãåáðû íà ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü A 6= ∅ � ìíîæå-
ñòâî, P(A) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (áóëåàí) A ;
S(A) � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ A, óñòîé-
÷èâàÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ∪, ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è
äîïîëíåíèÿ äî A (−), à òàêæå ñîäåðæàùàÿ ∅ è A.
Ïîíÿòíî, ÷òî {∅, A } ⊆ S(A) ⊆ P(A).

ÀÑ 〈 S(A), ∪, ∩, −, ∅, A 〉 � àëãåáðà ìíîæåñòâ.
Àëãåáðà ìíîæåñòâ ñ íîñèòåëåì P(A) � òîòàëüíàÿ

(íàä A), à ñ äâóõýëåìåíòíûì íîñèòåëåì {∅, A}�òðè-
âèàëüíàÿ.
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::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.2. Âñÿêàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ S(A)
åñòü áóëåâà àëãåáðà ñ íóë¼ì ∅ è åäèíèöåé A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ, ÷òî â àëãåáðå ìíîæåñòâ âû-
ïîëíÿþòñÿ ïàðû çàêîíîâ Com, Dtr, t o, u ι, è Cmp ′,
Isl ′, â ôîðìóëèðîâêå êîòîðûõ ïðîèçâåäåíû ïîäñòàíîâ-
êè

t 7→ ∩, u 7→ ∩, ′ 7→ −, ι 7→ A, o 7→ ∅.

1. Çàêîíû Com, t o, u ι è Cmp ′, Isl ′, î÷åâèäíî, ñïðà-
âåäëèâû.
2. Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü Dtr1:
äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ X, Y, Z ∈ S(A) ñïðàâåäëèâî

(X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).

⇒ Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò w èç (X ∪ Y ) ∩ Z ïðè-
íàäëåæèò Z, à òàêæå ëèáî X, ëèáî Y , ò.å. ñïðàâåäëèâî
¾ëèáî w ∈ X ∩ Z, ëèáî w ∈ Y ∩ Z¿ è, ñëåäîâàòåëüíî,
w ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).
⇐ Åñëè w ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z), òî w ∈ X ∩ Z èëè

w ∈ Y ∩ Z, ò.å. ¾w ∈ Z è ëèáî w ∈ X, ëèáî w ∈ Y ¿
⇔ w ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z. �

Àëãåáðà ìíîæåñòâ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.

Íàïðèìåð, àêñèîìàòèêà À. Í. Êîëìîãîðîâà òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ïîñòðîåíà íà σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Áóëåâà àëãåáðà, â êîòîðîé îïåðàöèè t è u îïðåäå-
ëåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè å¼ ýëåìåíòîâ íà-
çûâàåòñÿ ïîëíîé.
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Ëþáàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ � ïîëíàÿ, à σ-àëãåáðà (ãäå
ýòè îïåðàöèè ìîãóò áûòü âçÿòû ëèøü ïî ñ÷¼òíîé ñîâî-
êóïíîñòè ìíîæåñòâ), ÿâëÿåòñÿ �ïðîìåæóòî÷íîé� ìåæäó
îáû÷íîé è ïîëíîé áóëåâûìè àëãåáðàìè:

ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû
|

σ-àëãåáðû
|

áóëåâû àëãåáðû

Ôîðìàëüíî äëÿ áóëåâîé àëãåáðû ñ íîñèòåëåì B è

îáúåäèíåíèÿ S =
⊔

x∈X⊆B

x ñ÷èòàþò, ÷òî S = x ïðè

îäíîýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå X = {x} è S = o ïðè

ïóñòîì X. Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ �
l

x∈∅
x = ι.

Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ. Ïðîâåðêó ðà-
âåíñòâ áóëåâîé àëãåáðû P(A) ïðîâîäÿò, èñïîëüçóÿ èç-
âåñòíûå äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà.

Ïðèìåð 1.1. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) �

Ýòî áóäåò ÿâëÿòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, åñëè äèàãðàììà
ïðàâèëüíî ïîñòðîåíà. Ôîðìàëèçóåì äàííîå ïîíÿòèå.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî U 6= ∅ è ñè-
ñòåìà {X1, . . . , Xn} åãî ïîäìíîæåñòâ.
Ñîñòàâëÿþùèå äàííîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ çàäàþòñÿ
èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì:

1) ó îäíîýëåìåíòíîé ñèñòåìû {X1} � äâå ñîñòàâëÿ-
þùèå: X1 è X1;

2) åñëè s � ñîñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìû {X1, . . . , Xn−1},
òî s ∩ Xn è s ∩ Xn � ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû
{X1, . . . , Xn−1, Xn}.

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ X íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé, åñëè
âñå å¼ ñîñòàâëÿþùèå íåïóñòû.

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî U = {a, b, c, d}.

1. Íàéä¼ì ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû X1 = {a, b},
X2 = {b}.

Øàã 1: X1 = {a, b}, X1 = {c, d};
Øàã 2: X1 ∩X2 = {b}, X1 ∩X2 = ∅,

X1 ∩X2 = {a}, X1 ∩X2 = {c, d},
è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé.

2. Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû X1 = {a, b}, X2 = {b, c}
ñóòü {b}, {c}, {a}, {d}, è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ
ñèñòåìà ìíîæåñòâ íåçàâèñèìà.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.3. 1. Ðàçëè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå íåçà-

âèñèìîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

2. Íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç n ìíîæåñòâ èìååò
2n ðàçëè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ.
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3. Îáúåäèíåíèå âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ñîâïàäàåò ñî
âñåì ìíîæåñòâîì U .

Äîêàçàòåëüñòâî. � ïï. (1) è (3) ëåãêî ïðîâîäÿòñÿ ïî
èíäóêöèè, (2) ñëåäóåò èç (1). �

::::::::::
Òåîðåìà 1.1 (Âåíí). Åñëè â àëãåáðå ìíîæåñòâ áóëåâî
ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîé íåçàâèñèìîé ñè-
ñòåìû ïîäìíîæåñòâ, òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé
ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ.

Äæîí Âåíí (John Venn 1834�1923) �
àíãëèéñêèé ëîãèê è ôèëîñîô.

Ââåä¼ííûå èì äèàãðàììû èñïîëüçóåòñÿ
âî ìíîãèõ íàó÷íûõ îáëàñòÿõ

(òåîðèÿ ìíîæåñòâ, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé,
ëîãèêà, ñòàòèñòèêà, èíôîðìàòèêà...).

Ñëåäñòâèå. Äèàãðàììû Âåííà áóäóò ÿâëÿòüñÿ äîêàçà-
òåëüñòâîì áóëåâà ðàâåíñòâà, åñëè íåñâÿçàííûì óñëî-
âèÿì ýëåìåíòàì áóëåâîé àëãåáðû ñîîòâåòñòâóþò
íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà êðóãîâ (îáùåãî ïîëîæåíèÿ).

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà, èçîáðàæ¼ííûå íà íèæåïðèâå-
ä¼ííîì ðèñóíêå íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ.
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1.3 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Ïðèìåðû áóëåâûõ àëãåáð
1. Àëãåáðà ëîãèêè èëè àëãåáðà âûñêàçûâàíèé �

ÀÑ 2 = 〈B, σ 〉, ãäå B = {1, 0} (¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿),
à σ = 〈 ∨, N, ¬, 0, 1 〉 ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé; îíà
èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ëîãèêå.

Cmp ′: x ∨ ¬x = 1 � çàêîí èñêëþ÷åííîãî
òðåòüåãî;

Isl ′: xN¬x = 0 � çàêîí ïðîòèâîðå÷èÿ.

2. Áóëåâà àëãåáðà n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ �
ÀÑ 2n = 〈Bn, ∨, N, ¬, 0̃, 1̃ 〉, ãäå Bn � n-ìåðíûé åäè-
íè÷íûé êóá, 0̃ = (0, . . . , 0) è 1̃ = (1, . . . , 1), à ñèã-
íàòóðíûå îïåðàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê áóëåâûì âåêòîðàì
ïîêîìïîíåíòíî (ìíîãîìåðíûé âàðèàíò àëãåáðû 2).

3. Áóëåâà àëãåáðà ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé �
ÀÑ 〈P2, ∨, N, ¬, 0, 1 〉, ãäå P2 � ìíîæåñòâî âñåõ äâó-
çíà÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, à 0 è 1 � ôóíêöèè ¾òîæ-
äåñòâåííûé íóëü¿ è ¾òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà¿.

4. Ïóñòü N � ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî (ò.å. ñïðàâåäëèâî ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå
N = p1 · . . . · pk, ãäå p1, . . . , pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå
÷èñëà) è D(N) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàòóðàëüíûõ äå-
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ëèòåëåé N .
Íàïðèìåð, äëÿ N = 30 = 2 · 3 · 5 èìååì
D(30) = { 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30 }.

Îáîçíà÷èì: m∨n � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷è-
ñåë, m ∧ n � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë m è
n, m′ = N

m .
Òîãäà ÀÑ 〈D(N), ∨, ∧, ′, 1, N 〉 � áóëåâà àëãåáðà, øè-
ðîêî èñïîëüçóåìàÿ â òåîðèè ÷èñåë.

5. Àëãåáðà êîíòàêòíûõ ñõåì.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ýëåêòðè÷åñêèõ âûêëþ÷àòåëåé,
èëè êîíòàêòîâ, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç
äâóõ ñîñòîÿíèé � çàìêíóòîì (ïðîâîäÿùåì) èëè ðàçî-
ìêíóòîì (íå ïðîâîäÿùåì).

Ó òàêèõ êîíòàêòîâ ðàçëè÷àþò âõîäíîé è âûõîäíîé
ïîëþñû, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíÿòü ñ ïîëþñàìè äðóãèõ
êîíòàêòîâ, ñòðîÿ ýëåêòðè÷åñêèå äâóõïîëþñíûå (îäèí
âõîä è îäèí âûõîä) öåïè.

Åñëè ñîåäèíÿòü äðóã ñ äðóãîì òîëüêî âõîäíûå è âû-
õîäíûå ïîëþñû, òî èìååòñÿ òîëüêî äâà ñïîñîáà îáúåäè-
íåíèÿ òàêèõ öåïåé: ïîñëåäîâàòåëüíîå è ïàðàëëåëüíîå.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì π-ñõåìû.
Ïîä ïðîèçâåäåíèåì A · B ïîíèìàåì öåïü, îáðàçî-

âàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíûì, à ïîä ñóììîé A + B � ïà-
ðàëëåëüíûì ñîåäèíåíèåì öåïåé A è B.

Ïîä öåïüþ A ïîíèìàåì öåïü, ïîëó÷åííóþ ðàçìûêà-
íèåì âñåõ çàìêíóòûõ êîíòàêòîâ A è çàìûêàíèåì âñåõ
å¼ ðàçîìêíóòûõ êîíòàêòîâ.

Ïðîâîäèìîñòü äâóõïîëþñíîé öåïè ìîæåò áûòü îïè-
ñàíà ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê
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{∨, N, ¬} (N îïóñêàþò), â êîòîðîé êàæäîìó êîíòàê-
òó öåïè ñîîòâåòñòâóåò ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ
x (ñ îòðèöàíèåì èëè áåç), âûðàæàþùàÿ åãî ïðîâîäè-
ìîñòü. Äâå öåïè îäèíàêîâû, åñëè ìîæíî òàê ñîïîñòà-

(x1x2 ∨ x3)(x2 ∨ x3) ∨ x1x2 = x1x2 ∨ x2x3

âèòü êîíòàêòàì ïåðåìåííûå, ÷òî ïðè îäíîì è òîì æå
ñîñòîÿíèè êîíòàêòîâ îáå ðàññìàòðèâàåìûå öåïè ÿâëÿ-
þòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî ïðîâîäÿùèìè, ëèáî íå ïðîâî-
äÿùèìè.

Ýòî � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå öå-
ïåé.

Îáîçíà÷èì I ïîñòîÿííî çàìêíóòûé, O � ïîñòîÿííî
ðàçîìêíóòûé öåïè.

Åñëè C � ìíîæåñòâî âñåõ ïîïàðíî íåýêâèâà-
ëåíòíûõ π-ñõåì (ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûõ
äâóõïîëþñíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé), òî ÀÑ
〈C, +, ·, −, O, I 〉 � áóëåâà àëãåáðà ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ
ñõåì.

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëüíîãî àïïàðàòà áóëåâûõ àëãåáð
äëÿ àíàëèçà è ñèíòåçà ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì èìååò îãðîì-
íîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.

Êðîìå ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ, ñóùåñòâóþò
åù¼ ò.í. ìîñòèêîâûå ñõåìû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ñõåì ÿçûê áóëåâîé àëãåáðû
îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì: íå óäà¼òñÿ òàê óñîâåðøåí-
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Ðèñ. 1.1. Ìîñòèêîâàÿ ñõåìà

ñòâîâàòü îáû÷íûé áóëåâ àïïàðàò àëãåáðû ëîãèêè, äîáà-
âèâ ê íåìó åù¼ íåñêîëüêî (êîíå÷íîå ÷èñëî!) îïåðàöèé
òàê, ÷òîáû îí ñòàë ñîäåðæàòü ñðåäñòâà äëÿ îïèñàíèÿ
ñòðîåíèÿ íå òîëüêî ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ, íî
è ìîñòèêîâûõ ñõåì, ïðèòîì îïèñàíèÿ àäåêâàòíîãî, ò.å.
òàêîãî, ïðè êîòîðîì êàæäîìó êîíòàêòó â ñõåìå ñîîò-
âåòñòâóåò ðîâíî îäíà áóêâà â ôîðìóëå, âûðàæàþùàÿ
ïðîâîäèìîñòü äàííîé ñõåìû (Êóçíåöîâ À.Â.).

Òàêàÿ ñõåìà îíà íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà óêàçàí-
íûìè îïåðàöèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëüíîãî
ñîåäèíåíèÿ öåïåé � ôîðìóëà

x1 N (x3 ∨ (x4 Nx5)) ∨ x2 N (x4 ∨ (x3 Nx5)),

íå ÿâëÿåòñÿ áåñïîâòîðíîé, è íèêàêîå ýêâèâàëåíòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå F íå ïðèâåä¼ò ê áåñïîâòîðíîé ôîðìå
íàä ìíîæåñòâîì ñâÿçîê {∨, N, ¬}.

Â 1960-õ ãã. ðîññèéñêèé ëîãèê è ôèëîñîô
Å.Ê.Âîéøâèëëî ïîñòðîèë àëãåáðó äëÿ àäåêâàòíîãî
îïèñàíèÿ äâóõïîëþñíûõ öåïåé îáùåãî âèäà.

6. Àëãåáðà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Ïóñòü â õîäå íåêî-
òîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ èëè íå íàáëþ-
äàòüñÿ îïðåäåë¼ííûå ñîáûòèÿ. Òàêèå ñîáûòèÿ íàçûâà-
þò ñëó÷àéíûìè, íå ðàçëè÷àÿ ïðè ýòîì ñîáûòèÿ, êîòî-
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ðûå â äàííîì ýêñïåðèìåíòå ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî îäíî-
âðåìåííî.

Ââåä¼ì òðè îïåðàöèè íà òàêèõ ñîáûòèÿõ â äàííîì
ýêñïåðèìåíòå:
+ � ñëîæåíèå äâóõ ñîáûòèé îçíà÷àþùåå, ÷òî íàáëþ-

äàåòñÿ õîòÿ áû îäíîãî èç óêàçàííûõ ñîáûòèé;

· � óìíîæåíèå äâóõ ñîáûòèé, îçíà÷àþùåå, ÷òî íà-
áëþäàþòñÿ îáà ýòèõ ñîáûòèÿ;

− � îòðèöàíèå ñîáûòèÿ, îçíà÷àþùåå, ÷òî äàííîå ñî-
áûòèå íå íàáëþäàëîñü.

Çàôèêñèðóåì òàêæå íèêîãäà íå íàñòóïàþùåå ñîáûòèå
∅ è âñåãäà íàñòóïàþùåå ïðè ïðîâåäåíèè äàííîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ñîáûòèå 1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñëó÷àéíûõ ñî-
áûòèé, ñâÿçàííûõ ñ äàííûì ýêñïåðèìåíòîì, ÿâëÿåòñÿ
áóëåâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííûõ îïåðàöèé è
âûäåëåííûõ ýëåìåíòîâ ∅ è 1.

Äàëåå ââîäÿò ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P (·) íà
ýëåìåíòàõ àëãåáðû ñîáûòèé,

îäíàêî ýòî íå ïðåäìåò íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ.
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Âûøåïðèâåäåííûå ÀÑ ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè
èëè ðåàëèçàöèÿìè áóëåâîé àëãåáðû.

Ìàêñèìèííàÿ àëãåáðà. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
a, b èç îòðåçêà [ 0, 1 ] ïîëîæèì

a⊕ b = max {a, b}, a⊗ b = min {a, b}, 	a = 1− a.
ÀÑ 〈 [ 0, 1 ], ⊕, ⊗, 	, 0, 1 〉 � ìàêñèìèííàÿ àëãåáðà.

Îíà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ áóëåâîé àëãåáðîé: â íåé íå
âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû Cmp ′ è Isl ′ è ïðè÷¼ì òîëüêî
ýòè èç ïðèâåä¼ííîé âûøå ñèñòåìû èç 21-îé àêñèîìû.
Êñòàòè, ýòî äîêàçûâàåò èõ íåçàâèñèìîñòü îò îñòàëüíûõ
è íåîáõîäèìîñòü ïðèñóòñòâèÿ ýòèõ çàêîíîâ â ëþáîé ñè-
ñòåìå àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû ââåä¼ííîé ñèãíàòó-
ðû.

Äîïîëíåíèÿ â ìàêñèìèííîé àëãåáðå åäèíñòâåííû è
ò.î. ìàêñèìèííàÿ àëãåáðà ÷ðåçâû÷àéíî áëèçêà ê áóëå-
âîé àëãåáðå, íî åé âñ¼-òàêè íå ÿâëÿåòñÿ.

Èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü B è B1 � áóëåâû àëãåáðû è
ϕ : B → B1 � òàêàÿ áèåêöèÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ B
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

1. ϕ(x t y) = ϕ(x) t ϕ(y),

2. ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y),

3. ϕ(x ′) = ϕ(x) ′.

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ϕ � áóëåâ èçîìîðôèçì ìåæäó B è
B1, à äàííûå àëãåáðû áóëåâî èçîìîðôíû (ñèìâîëè÷åñêè
B ∼= B1).
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Çàìå÷àíèå. Èç (1) �(3) ñëåäóåò

4. ϕ(o) = o, 5. ϕ(ι) = ι.

Äåéñòâèòåëüíî:

ϕ(o) = ϕ(xux ′) = ϕ(x) u ϕ(x ′) = ϕ(x) u ϕ(x)′ = o

è àíàëîãè÷íî äëÿ ϕ(ι).

Íåôîðìàëüíî áóëåâ èçîìîðôèçì � âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íîñèòåëåé áóëåâûõ àëãåáð,
ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè è îñîáûå ýëåìåíòû o è ι.

Ïðèìåðû 1.1 (èçîìîðôíûõ áóëåâûõ àëãåáð).

1. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé èçîìîðôíà òðèâèàëüíîé
àëãåáðå ìíîæåñòâ: 2 ∼= {∅, A }.

2. Òîòàëüíàÿ àëãåáðà íàä n-ýëåìåíòíûì ìíîæå-
ñòâîì A = {a1, . . . , an} èçîìîðôíà áóëåâîé àë-
ãåáðå n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ Bn.
Áóëåâ èçîìîðôèçì � áèåêöèÿ ýëåìåíòîâ A è âåê-
òîðîâ ïåðâîãî ñëîÿ â Bn.

3. Îïðåäåëèì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû
B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 äâîéñòâåííóþ ê íåé
B∗ = 〈B∗, u∗, t∗, ′∗, ι∗, o∗ 〉 , ïîëîæèâ
B∗ = B, t∗ = u, u∗ = t, ′∗ =′, o∗ = ι, ι∗ = o.

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè � B∗ ∼= B .

::::::::::
Òåîðåìà 1.2 (Êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè òîòàëüíûõ àëãåáð
ìíîæåñòâ). Äâå òîòàëüíûå àëãåáðû ìíîæåñòâ P(A)
è P(B) èçîìîðôíû, åñëè è òîëüêî åñëè A è B èìåþò
îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ϕ ìåæäó àëãåáðàìè P(A) è P(B).

Òîãäà ϕ � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó P(A) è P(B) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó ìíîæåñòâà-
ìè A è B, îòêóäà ñëåäóåò èõ ðàâíîìîùíîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû,
òî ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f .

Îäíàêî ýëåìåíòàìè P(A) è P(B) ñëóæàò ïîäìíî-
æåñòâà A è B ñîîòâåòñòâåííî, è f íå ÿâëÿåòñÿ èñêî-
ìûì èçîìîðôèçìîì.

Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíèì îòîáðàæåíèå f íà ïîäìíî-
æåñòâà äàííûõ ìíîæåñòâ:

ϕ(X) =
⋃
a∈X

f(a) ⊆ B.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ áóëåâûì
èçîìîðôèçìîì ìåæäó P(A) è P(B). �

1.4 Òåîðåìà Ñòîóíà

Àòîìû. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíûõ áóëåâûõ àë-
ãåáð àëãåáðàìè ìíîæåñòâ. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëå-
ìåíòû ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî ñ÷èòàòü ïîä-
ìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, à áóëåâû îïå-
ðàöèè îòîæäåñòâëÿòü ñ îäíîèì¼ííûìè òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûìè.
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::::::::::
Òåîðåìà 1.3 (Ñòîóí). Âñÿêàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà
ïîäõîäÿùåé àëãåáðå ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà Ñòîóíà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå âëîæå-
íèÿ (êàêîãî êîíêðåòíî?) ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû â íåêî-
òîðóþ (êàêóþ êîíêðåòíî?) òîòàëüíóþ àëãåáðó ìíî-
æåñòâ.

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ, äëÿ
÷åãî ââåä¼ì íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a áóëåâîé àëãåá-
ðû B íàçûâàåòñÿ àòîìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
x ∈ B ñïðàâåäëèâî

ëèáî a u x = o, ëèáî a u x = a.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x ñîäåðæèò
àòîì a.

Íàïðèìåð, àòîìû â Bn � äâîè÷íûå íàáîðû ïåðâîãî
ñëîÿ, â P(A) � îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà A.

Ìàðøàë Ñòîóí

(Marshall Harvey Stone, 1903�1989) �
àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.

Çàíèìàëñÿ òåîðèåé îïåðàòîðîâ,
òåîðèåé ãðóïï, òåîðèåé áóëåâûõ àëãåáð.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.4 (îñíîâíîå ñâîéñòâî àòîìîâ). Åñëè a1 è
a2 � ðàçëè÷íûå àòîìû áóëåâîé àëãåáðû, òî

a1 u a2 = o.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a1 u a2 = b 6= o, òî ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ äîëæíî áûòü è b = a1, è b = a2. �
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::::::::
Ëåììà 1.2. Â êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðå êàæäûé íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí àòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ àòîìà, ñîäåðæà-
ùåãîñÿ â ýëåìåíòå x ∈ B: äëÿ x 6= o áåð¼ì ñíà÷àëà
a = x; çàòåì, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàÿ âñå ýëåìåíòû
b1, b2, . . . , bm íîñèòåëÿ B, âû÷èñëÿåì z = aubk, ïîëàãàÿ
a = z, åñëè z 6= o (è z 6= a).

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷èì

a = x u
l

b∈B ′⊂B

b 6= o,

ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî b ∈ B ïåðåñå÷åíèå au b ðàâíî ëèáî
o, ëèáî (â ÷àñòíîñòè, äëÿ b = x) a, ò.å. a � èñêîìûé
àòîì. �

Áóëåâà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ

� àòîìíîé (èëè äèñêðåòíîé), åñëè êàæäûé å¼ íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò ñîäåðæèò àòîì,

� áåçàòîìíîé (èëè íåïðåðûâíîé) åñëè îíà íå ñîäåð-
æèò íè îäíîãî àòîìà.

Âñå êîíå÷íûå (è ðàññìîòðåííûå ðàíåå) àëãåáðû �
àòîìíûå.

Ïðèìåð 1.3 (áåçàòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû). Ïóñòü
S � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé âñåâîç-
ìîæíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà (x, y] èç ïðîìåæóòêà
I = (0, 1]: 0 < x 6 y 6 1. S óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ∪, ∩ è äîïîëíåíèÿ
äî I, è â íåé âûïîëíÿþòñÿ âñå çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû.
Åäèíèöà â S � âåñü èíòåðâàë I, íóëü � ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî (x, x].
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Àëãåáðà S ÿâëÿåòñÿ áåçàòîìíîé: ëþáîé èíòåðâàë
(x, y] 6= ∅ ñîäåðæèò â ñåáå íåíóëåâîé ïîäûíòåðâàë.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B:

At(x) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ àòîìîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýëå-
ìåíòå x ∈ B (è ôîðìàëüíî At(o) = ∅);

At(B) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ àòîìîâ B.

::::::::
Ëåììà 1.3 (î ðàçëîæåíèè íåíóëåâîãî ýëåìåíòà íà àòîìû).
Âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîäåð-
æàùèõñÿ â í¼ì àòîìîâ:

x =
⊔

a∈At(x)

a.

Ïðèìåð 1.4. Â P ({a, b, c, d}) ýëåìåíò x = {a, b, c}
ñîäåðæèò àòîìû {a}, {b}, {c} è ðàâåí èõ îáúåäèíåíèþ:
x = {a} ∪ {b} ∪ {c}.

Ïðè At(x) = {a} ôîðìàëüíî ïîëàãàþò x =
⊔
a

a

è o =
⊔
∅
a.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áóäåò äàíî äàëåå.

Åäèíèöà ι åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ àòîìîâ áóëåâîé
àëãåáðû: äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b =

⊔
a∈At(B)

a, òîãäà

o = b ′ u b = b ′ u

( ⊔
a∈At(B)

a

)
=

⊔
a∈At(B)

(b ′ u a)
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(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � ïî äèñòðèáóòèâíîñòè). Òîãäà
b ′ u a = o äëÿ ëþáîãî àòîìà a. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî b ′

íå ñîäåðæèò íè îäíîãî àòîìà, ò.å. b ′ = o, b = ι è
At(ι) = At(B).

Äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà Ñòîóíà äîïóñêàåò
ñëåäóþùåå óñèëåíèå.

::::::::::
Òåîðåìà 1.4. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðô-
íà íåêîòîðîé òîòàëüíîé àëãåáðå ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà.
Ïîêàæåì, ÷òî òîòàëüíàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ íàä

At(B) èçîìîðôíà B, ò.å. B ∼= P(At(B)).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) = At(x), ñîïîñòàâëÿ-
þùóþ êàæäîìó ýëåìåíòó x èç B ìíîæåñòâî At(x)
ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì àòîìîâ è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîðôèçìîì. Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî
ϕ(o) = ∅.

Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî ϕ(x) � áèåêöèÿ ìåæäó B è
P(At(B)).

Èç ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà íà àòîìû ñëåäóåò, ÷òî

1) ýëåìåíò x îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
At(x) ñâîèõ àòîìîâ è íàîáîðîò, ò.å. îòîáðàæåíèå
ϕ(x) èíúåêòèâíî;

2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ At(B)
ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíò x êàê

x =
⊔
a∈A

a,

òîãäà ϕ(x) = A è ϕ � ñþðúåêòèâíî.
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Áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ ïîêàçàíà.

Òåïåðü óäîñòîâåðèìñÿ, ÷òî äëÿ ϕ âûïîëíåíû ñâîé-
ñòâà (1)�(3) èçîìîðôèçìà áóëåâûõ àëãåáð.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî

x t y =
⊔

a1 ∈At(x)

a1 t
⊔

a2 ∈At(y)

a2 =
⊔

a∈At(x)∪At(y)

a,

îòêóäà ϕ(x t y) = ϕ(x) ∪ ϕ(y).

2. Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(x u y) = ϕ(x) ∩ ϕ(y)

x u y =
⊔

a1 ∈At(x)

a1 u
⊔

a2 ∈At(y)

a2 =

=
⊔

a1 ∈At(x)
a2 ∈At(y)

(a1 u a2) =
⊔

a∈At(x)∩At(y)

a .

Âòîðîå ðàâåíñòâî çäåñü � ïî äèñòðèáóòèâíîñòè, à ïî-
ñëåäíåå � ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó àòîìîâ.

3. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííûå âûøå ðàâåíñòâà y = x ′

ñ ó÷¼òîì At(ι) = At(B) ïîëó÷èì

At(x) ∪ At(x ′) = At(B) è At(x) ∩ At(x ′) = ∅,
îòêóäà ïî ëåììå î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ �

At(x ′) = At(B)r At(x) è ϕ(x ′) = ϕ(x).
�

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íàÿ n-àòîìíàÿ áóëåâà àëãåáðà ñîäåð-
æèò 2n ýëåìåíòîâ, ò.ê. ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ ñîâîêóïíîñòè èç àòîìîâ n åñòü 2n.

Òåîðåìà Ñòîóíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû ëþáîé
áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ïîäìíîæåñòâàìè
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íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, à áóëåâû îïåðàöèè îòîæäåñòâ-
ëÿòü ñ îäíîèì¼ííûìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñòîóíà â
ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáð èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿ-
òèå óëüòðàôèëüòðà.

1.5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 1.1. Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîä-
ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî îáðàçîâàòü èç n ðàçëè÷-
íûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî óíèâåðñàëüíîãî ìíîæå-
ñòâà ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðà-
öèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ?

À äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò ðàç-
áèåíèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà?

Ðåøåíèå. 1. 22n ìíîæåñòâ: åñëè ñèñòåìà ìíîæåñòâ
{X1, . . . , Xn} íåçàâèñèìà, îíà ïîðîæäàåò 2n íåïóñòûõ
ñîñòàâëÿþùèõ � àòîìîâ.

Îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ îáúåäèíåíèå ñîâ-
ïàäàåò ñ U , ò.å., ñóùåñòâóåò 22n ðàçëè÷íûõ îáúåäèíå-
íèé ñîñòàâëÿþùèõ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå).

2. 2n
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Çàäà÷à 1.2. Ðàññìîòðèì ÀÑ 〈 { 0, 1 }, ⊕, N, ¬, 0, 1 〉.
ßâëÿåòñÿ ëè îíà áóëåâîé àëãåáðîé?

Ðåøåíèå. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà ÀÑ óäîâëå-
òâîðÿåò òîëüêî 7 èç ïåðâûõ 8 ïåðâûì àêñèîìàì áóëåâîé
àëãåáðû, à èìåííî, íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé äèñòðèáó-
òèâíîãî çàêîíà Dtr2:

(xN y) ⊕ z 6= (x ⊕ z) N (y ⊕ z),
ò.ê. ïðè x = 0, y = z = 1 èìååì

(0 N 1) ⊕ 1 = 1 6= 0 = (0 ⊕ 1) N (1 ⊕ 1).

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ÀÑ � êîëüöî ñ åäèíèöåé, à íå áóëåâà
àëãåáðà.

Äîïîëíèòåëüíî ïîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû
Dtr2 îò îñòàëüíûõ.

Çàäà÷à 1.3. Ïîêàçàòü âûâîäèìîñòè çàêîíîâ Äå Ìîðãà-
íà èç îñòàëüíûõ çàêîíîâ áóëåâîé àëãåáðû.

Ðåøåíèå. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ñïðàâåäëèâî
(x u y) t (x ′ t y ′) = ι è (x u y) u (x ′ t y ′) = o.

Ïîêàæåì ýòî: (x u y) t (x ′ t y ′) Dtr
=

= (x t x′ t y′) u (y t x′ t y′) = ι u ι = ι,
è (x u y) u (x ′ t y ′) = o ïî äâîéñòâåííîñòè.

Ïî ëåììå î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî

x ′ t y ′

� äîïîëíåíèå ê xu y, ò.å. èç óêàçàííûõ çàêîíîâ âûâå-
äåí çàêîí DeM1.

Àíàëîãè÷íàÿ âûâîäèìîñòü DeM2 ñëåäóåò èç ïðèí-
öèïà äâîéñòâåííîñòè.
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Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü D(N) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äåëè-
òåëåé íàòóðàëüíîãî N . Ïîñòðîèòü áóëåâû àëãåáðû ñ
íîñèòåëÿìè

1. D(18), 2. D(110)

èëè ïîêàçàòü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.

Ðåøåíèå.

1. Íåò. Åñëè ñòàíäàðòíî èñïîëüçîâàòü îïåðàöèè
ÍÎÊ è ÍÎÄ êàê u è t ñîîòâåòñòâåííî, òî íå
ñóùåñòâóåò äîïîëíåíèÿ 6′ äëÿ 6. Äîëæíî áûòü:
6 ∨ 6′ = 18, 6 ∧ 6′ = 1.
Òîëüêî 6 ∨ 9 = 18, íî 6 ∧ 9 = 3.
Ïðè÷èíà: 18 íå åñòü ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðà-
òîâ.

Èëè åù¼ ïðîùå: D(18) = { 1, 2, 3, 6, 9, 18 },
|D(18)| = 6 6= ñòåïåíü 2.

2. Äà, ò.ê. 110 = 2 ·5 ·11 � ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàä-
ðàòîâ, è äëÿ êàæäîãî a ∈ B = { 1, 2, 5, 10,
11, 22, 55, 110 } ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëèòü äîïîëíåíèå a ′ = 110

a .

Çàäà÷à 1.5. Ñïðàâåäëèâî îñíîâíîå ñâîéñòâà àòîìîâ áó-
ëåâîé àëãåáðû: åñëè a1 è a2 � ðàçëè÷íûå àòîìû, òî
a1 u a2 = o.

Ðàâåíñòâî, äâîéñòâåííîå ê äàííîìó a1 t a2 = ι â
áóëåâîé àëãåáðå ñ áîëåå, ÷åì 4 ýëåìåíòàìè, î÷åâèäíî,
íåâåðíî. Ïî÷åìó?
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Ðåøåíèå. Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî a1 è a2 íå ïðîèçâîëü-
íûå ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû, à èìåííî àòîìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V âûðàæåíèå

((a1 u x = a1) ∨ (a1 u x = o)) N
N ((a2 u x = a2) ∨ (a2 u x = o)) N

N (a1 6= a2) ⇒ a1 u a2 = o .

Òîãäà V \ áóäåò èñòèííîå âûðàæåíèå

[(a1 t x = a1) ∨ (a1 t x = ι)] N
N ((a2 t x = a2) ∨ (a2 t x = ι)) N

N (a1 6= a2) ⇒ a1 t a2 = ι .

Çàäà÷à 1.6. Ïîêàçàòü, ÷òî â áóëåâîé àëãåáðå 2 äëÿ
x, y, z ∈ B ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (ïðèîðèòåò ·
âûøå ∨, ñèìâîë · áóäåì èíîãäà îïóñêàòü):
1. (x ∨ y)(x ∨ y) = y; 2. (z ∨ x)(z ∨ y) = zy ∨ zx;
Ðåøåíèå.
1. (x ∨ y)(x ∨ y) = xx ∨ xy ∨ yx ∨ y =

= 0 ∨ xy ∨ yx ∨ y · 1 = y · (x ∨ x ∨ 1) = y · 1 = y.

2. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà A = B ìîæíî:

A. Ïîêàçàòü, ÷òî{
A ∨B ′ = 1,
A ·B ′ = 0

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíå-
íèÿ (ïðèâåä¼ííûå ðàâåíñòâà ïðîâåðèòü ëåã÷å, ÷åì èñ-
õîäíîå A = B).

Èìååì A = (z ∨ x)(z ∨ y), B = zy ∨ zx.
Äàëåå B ′ = (z ∨ y)&(z ∨ x).

Á. Ïðèâåñòè A è B â íåêîòîðóþ åäèíóþ ôîðìó.
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� Ïðèâåäåíèå ê âèäó ¾ïîëèíîì Æåëàëêèíà¿. Ââå-

ä¼ì îïåðàöèþ x + y
def
= xy ∨ xy. Òîãäà x = x + 1,

x+x = 0, îïåðàöèÿ · àññîöèàòèâíà, êîììóòàòèâíà
è äëÿ · è + âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé
çàêîí. Ïîëó÷àåì

(z ∨ x)(z ∨ y) = (x ∨ z)(y ∨ (z + 1)) =

= (xz + x+ y)(y(z + 1) + y + z + 1) =

= (xz + x+ y)(yz + z + 1) =

= xyz + xz + xz + xyz + xz + x+ yz + z + z =

= xz + yz + x .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, zy ∨ zx = yz ∨ (z + 1)x =

= yz ∨ (xz + x) = yz(xz + x)yz + xz + x =

= xyz + xyz + yz + xz + x = yz + xz + x .

� Ïðèâåäåíèå ê âèäó ÄÍÔ (êðàéíèé ñëó÷àé -
ÑÄÍÔ).

(z ∨ x)(x ∨ z) = zy ∨ xz ∨ xy =

= zy ∨ xz ∨ xy(z ∨ z) =

= yz ∨ xz ∨ xyz ∨ xyz ïîãëîùåíèå
= yz ∨ xz .

Çàäà÷à 1.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î
ïîäìíîæåñòâàõ A è B óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà
U ðàâíîñèëüíû:
1) A ∪B = U ; 2) A ∩B = ∅; 3) A ⊆ B.

Ðåøåíèå. X ⊆ Y
?⇔ X ∩ Y = X ⇔ X ∪ Y = Y
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1)⇒ 2) Ïî ïðàâèëó Äå Ìîðãàíà.

2)⇒ 3) (∪B)
A ∩B = ∅ ⇔ (A ∩B) ∪B = B ⇔

⇒ (A ∪B) ∩ (B ∪B) = B ⇔
⇒ (A ∪B) ∩ U = (A ∪B = B) ⇒ A ⊆ B .

3)⇒ 1) (∪A)
A ∪B = B ⇒ A ∪B ∪ A = B ∪ A ⇒

⇒ U = A ∪B .

Çàäà÷à 1.8. Ââåä¼ì â áóëåâîé àëãåáðå îòíîøåíèå v ïî
ïðàâèëó

a v b = a u b = a.

Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îá ýëåìåíòàõ
a è b áóëåâîé àëãåáðû ðàâíîñèëüíû:

(1) a v b ; (2) a u b ′ = o ; (3) a′ t b = ι;
(4) a t b = b.

Ðåøåíèå.
(1) ⇒ (2) : a v b

def
= (a = a u b) ub ′⇒

⇒ (a u b ′ = a u b u b ′) ⇒ (a u b ′ = o) .

(2)⇒ (3) : ïî äâîéñòâåííîñòè: au b ′ = o ⇔ a ′t b = ι.

(3) ⇒ (4) � ïåðåñåêàåì ñ (a t b):

(a ′ t b = ι) ⇒ (a t b) u (a ′ t b) = a t b ⇒
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⇒ (a u a ′︸ ︷︷ ︸
ι

) t b = a t b ⇒ a t b = b .

(4)⇒ (1) � ïåðåñåêàåì ñ a:

(a t b = b) ⇔ a u (a t b) = a u b ⇒
⇒ a = a u b ⇒ a v b .
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Ãëàâà 2

Îòíîøåíèÿ è
ñîîòâåòñòâèÿ

2.1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

è îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äåêàðòîâûì (èëè ïðÿìûì) ïðîèçâå-
äåíèåì íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An , ñèìâîëè÷åñêè
A1 × A2 × . . . × An, íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ êî-
íå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà ( a1, a2, . . . , an ), ãäå
ai ∈ Ai, i ∈ 1, n.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà
A îáîçíà÷àþò An è íàçûâàþò n-îé äåêàðòîâîé ñòå-
ïåíüþ ìíîæåñòâà A: A1 = A, ïîä A0 ïîíèìàþò íåêî-
òîðîå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî A.

Ñâîéñòâà:

� A×B 6= B × A,
� A×B×C, (A×B)×C è A× (B×C) � ðàçíûå
ìíîæåñòâà.

� Am × An 6= Am+n.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Îòíîøåíèÿ � ïîäìíîæåñòâà äåêàð-
òîâûõ ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ; ñèìâîëè÷åñêè
ρ ⊆ A1 × . . .× An.
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×èñëî ìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùåì äåêàðòîâîì
ïðîèçâåäåíèè åñòü ìåñòíîñòü èëè àðíîñòü îòíîøå-
íèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Åñëè ρ � îòíîøåíèå íà A1× . . .×An,
òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ a1 ∈ A1 äëÿ êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An, ÷òî
(a1, a2, . . . , an) ∈ ρ, íàçûâàþò ïðîåêöèåé îòíîøåíèÿ
ρ íà ìíîæåñòâî A1 èëè ïåðâîé ïðîåêöèåé ρ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âòîðûå, òðåòüè è ò.ä. ïðî-
åêöèè.

Ñèìâîëè÷åñêè i-ÿ ïðîåêöèÿ ρ îáîçíà÷àåòñÿ Pri ρ.

Îòíîøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäèêà-
òû (ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå äâà çíà÷åíèÿ � ¾èñòè-
íà¿ è ¾ëîæü¿): ρ (a1, . . . , an) = 1 (èñòèííî), åñëè
(a1, . . . , an) ∈ ρ è ëîæíî (= 0) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïîýòîìó ê îòíîøåíèÿì ìîæíî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè àë-
ãåáðû ëîãèêè: äèçúþíêöèè (∨), êîíúþíêöèè (N), îòðè-
öàíèÿ (¬), òîæäåñòâà (≡), èìïëèêàöèè ( ��) è äð.

Óíàðíûå îòíîøåíèÿ � îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå ñâîé-
ñòâà åãî ýëåìåíòîâ.

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ � áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå.

Òåðíàðíûå îòíîøåíèÿ (ïðèìåð): îòíîøåíèå ¾ìåæäó¿:
ρ(x, y, z) = 1 ⇔ x < y < z íà R.

Ñîîòâåòñòâèÿ. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà äåêàðòîâîì
ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ A è B íàçûâàþò îòíîøåíèÿ-
ìè ìåæäó A è B èëè ñîîòâåòñòâèÿìè ìåæäó äàí-
íûìè ìíîæåñòâàìè.
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Äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B:
• îáîçíà÷åíèå � aρb, åñëè (a, b) ∈ ρ;
• çàäàíèå � íàïðàâëåííûì äâóäîëüíûì ãðàôîì−→

G(ρ), ñ äîëÿìè A è B, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò
ýëåìåíòû ýòèõ äîëåé, ïðè÷¼ì, åñëè aρb, òî èç âåðøè-
íû, ñîîòâåòñòâóþùåé a ∈ A, äóãà âåä¼ò â âåðøèíó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ b ∈ B.

Ãðàô îòíîøåíèÿ { (a1, b1), (a1, b2) }
íà {a1, a2} × {b1, b2}

Ñîîòâåòñòâèå ρ �

ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom ρ;

âòîðàÿ ïðîåêöèÿ � îáëàñòü çíà÷åíèé Im ρ.

îáðàç ýëåìåíòà a ∈ A � ìíîæåñòâî

ρ(a) = { b ∈ B | aρb };

îáðàç ìíîæåñòâà X � ìíîæåñòâî ρ(X) =
⋃
x∈X

ρ (x).

Ñâîéñòâà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ïðèìå-
í¼ííûå ê ñîîòâåòñòâèÿì α, β ⊆ A×B ( a ∈ A, b ∈ B ):

1) a(α ∪ β)b ⇔
⇔ aαb ∨ aβb ⇔ (a, b) ∈ α èëè (a, b) ∈ β ;

2) a(α∩β)b ⇔ aαbNaβb ⇔ (a, b) ∈ α è (a, b) ∈ β ;
3) aαb ⇔ ¬(aαb) ⇔ (a, b) /∈ α.
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Òåïåðü ìû ââåä¼ì äâå íîâûå îïåðàöèè äëÿ áèíàðíûõ
îòíîøåíèé (ñîîòâåòñòâèé): óíàðíóþ ïñåâäîîáðàùåíèÿ è
áèíàðíóþ ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ] ïñåâäîîáðàùåíèÿ
ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B çàäà¼ò ïñåâäîîáðàòíîå ê íåìó
ñîîòâåòñòâèå ρ ] ⊆ B × A: bρ ]a ⇔ aρb äëÿ ëþáûõ
a ∈ A, b ∈ B.

Ñâîéñòâà ïñåâäîîáðàùåíèÿ:

(ρ ]) ] = ρ, ρ ] = (ρ) ], α ⊆ β ⇒ α ] ⊆ β ],

(α ∪ β) ] = α ] ∪ β ], (α ∩ β) ] = α ] ∩ β ].

Ïðîîáðàçû ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B:

ýëåìåíòà b ∈ B � ìíîæåñòâî ρ ](b) = { a ∈ A | aρb };

ìíîæåñòâà Y ⊆ B � ìíîæåñòâî ρ ](Y ) =
⋃
y∈Y

ρ ] (y).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü A, B è C � íåïóñòûå ìíîæå-
ñòâà, α ⊆ A × B

’
β ⊆ B × C. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå èëè

óìíîæåíèå α � β ñîîòâåòñòâèé α è β îïðåäåëÿåòñÿ
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ A, c ∈ C êàê

a(α � β)c ⇔ ∃
B
b : (aαb) N (bβc).

×àñòî çíàê � îïóñêàþò è âìåñòî α � β ïèøóò αβ.
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Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé (â ñëó÷àå
ñóùåñòâîâàíèÿ):

� α(βγ) = (αβ)γ ;

� (αβ) ] = β ]α ] ;

�

{
α ⊆ β
γ ⊆ δ

⇒ αγ ⊆ βδ

� α(β∪γ) = αβ∪αγ, (α∪β)γ = αγ∪βγ , îòêóäà

� (α ∪ β)(γ ∪ δ) = αγ ∪ αδ ∪ βγ ∪ βδ ;

� (α ∩ β)γ ⊆ αγ ∩ βγ, α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ.

Äîêàçàòåëüñòâà. Ñîîòíîøåíèÿ

α(βγ) = (αβ)γ è

{
α ⊆ β
γ ⊆ δ

⇒ αγ ⊆ βδ

äîêàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíî.

Ïîêàæåì, ÷òî (αβ) ] = β ]α ].
Ïóñòü α ⊆ A×B, β ⊆ B×C, òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ A,
c ∈ C ñïðàâåäëèâî:

c(αβ) ]a = a(αβ)c = ∃
B
b : aαbN bβc =

= ∃
B
b : cβ ]bN bα ]a = c(β ]α ])a.

Äîêàæåì, ÷òî (α∩β)γ ⊆ αγ∩βγ: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ a è c ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ ïîëó÷èì

a[(α ∩ β) � γ]c = ∃ b : a(α ∩ β)bN (bγc) =
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= ∃ b : aαbN aβbN bγc =

= ∃ b : aαbN bγcN aβbN bγc ⇒
⇒ (∃x : aαxN xγc) N (∃y : aβy N yγc) =

= a(αγ)cN a(βγ)c = a(αγ ∩ βγ)c .

α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ � äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèé (0,1)-ìàòðèöàìè.
ρ ⊆ {a1, . . . , am} × {b1, . . . , bn} � ñîîòâåòñòâèå íà êî-
íå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Ìàòðèöà M(ρ) îòíîøåíèÿ ρ :

M(ρ) = ( rij )m,ni=1, j=1 =

{
1, ai ρ bj
0, èíà÷å .

Mm×n � ìíîæåñòâî âñåõ (0,1)-ìàòðèö ðàçìåðà
m × n, I � óíèâåðñàëüíàÿ ìàòðèöà èç 1, 0 � íóëü-
ìàòðèöà èç 0. Ê ìàòðèöàì èç M ïîýëåìåíòíî ïðèìå-
íÿþò ëîãè÷åñêóþ îïåðàöèþ ¬ , à ê ìàòðèöàì îäèíàêî-
âîãî ðàçìåðà � ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè ∨ è N ïî ïðàâè-
ëàì àëãåáðû âûñêàçûâàíèé 2.

ÀÑ 〈Mm×n, ∨, N, ¬, O, I 〉 � áóëåâà àëãåáðà, èçî-
ìîðôíàÿ P(A×B), ïîñêîëüêó

M(α ∪ β) = M(α) ∨M(β); M(α ∩ β) = M(α)NM(β);

M(α) = ¬M(α).

Ïóñòü M1 ∈Mm×n, M2 ∈Mn×k.
Ïðîèçâåäåíèå M1 × M2 ∈ Mm×k äàííûõ ìàòðèö �
îáû÷íîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñ çàìåíîé îïåðàöèè
ñóììèðîâàíèÿ íà ∨, à óìíîæåíèÿ � íà N.

Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îáû÷íûì îáðàçîì ââîäèòü-
ñÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü Mn ìàòðèöû M .
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Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A, B, C è α ⊆ A × B è
β ⊆ B × C ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

M(α � β) = M(α)×M(β), M(αn) = Mn(α).

Îáðàç ρ(X) ïîäìíîæåñòâà X íàõîäèòñÿ óìíîæå-
íèåì ñëåâà âåêòîðà-ñòðîêè, çàäàþùåé X, íà ìàòðèöó
M(ρ).

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü A = {a1, a2, a3, a4}, B = {b1, b2, b3},
C = {c1, c2}

ρ = {(a1, b3), (a2, b1), (a3, b1), (a3, b2), (a4, b1), (a4, b3)} ⊆
⊆ A×B,

σ = {(b1, c1), (b3, c2)} ⊆ B × C, X = {a1, a2} ⊆ A .

Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé ρ è σ â âèäå ãðàôà:

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3

c1 c2

�

�
�

���

A
A
A
A
A
A
A
A
AD

�
�

���

'''''''''''''''*

u

�
�

���

Ïðèìåð 2.2. Íàõîäèì, ÷òî ρ(X) = { b1, b3 },
ρσ = { (a1, c2), (a2, c1), (a3, c1), (a4, c1), (a4, c2) }.

Ãðàô îòíîøåíèÿ ρσ: Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå X,
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a1 a2 a3 a4

c1 c2

[
[[]�
���

A
A
A
A
A
AAD

'''''''''''*

A
A
A
A
A
AAD

ρ è σ çàïèñûâàåòñÿ êàê

(
1 1 0 0

)
, M(ρ) =


0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 , M(σ) =

 1 0
0 0
0 1

 .

Îáðàçó ρ(X) ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóåò

ρ(X) =
(

1 1 0 0
)
×


0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 =
(

1 0 1
)
,

à ïðîèçâåäåíèþ ρσ �

M(ρσ) =


0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

×
 1 0

0 0
0 1

 =


0 1
1 0
1 0
1 1

 .

2.2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.6. Îòíîøåíèå ρ ⊆ A2 íàçûâàåòñÿ áèíàð-
íûì íà A (îäíîðîäíûì).
R(A) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ áèíàðíûõ íà A îòíîøåíèé.
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Ýëåìåíò a ∈ A òàêîé, ÷òî aρa äëÿ íåêîòîðîãî îò-
íîøåíèÿ ρ ∈ R(A) íàçîâ¼ì ρ -íåðåôëåêñèâíûì.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.1 (êàíòîðîâîñòü îòíîøåíèé). Ïîäìíîæå-
ñòâî B = { a ∈ A | aρa } âñåõ ρ-íåðåôëåêñèâíûõ ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ρ(x)
êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà x ∈ A.

Äîïóùåíèå B = ρ(x) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A ïðî-
òèâîðå÷èâî: îíî ðàâíîñèëüíî îäíîâðåìåííîìó âûïîëíå-
íèþ xρx è xρx.

?

Ãåîðã Êàíòîð

(Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor,
1845�1918) � âûäàþùèéñÿ íåìåöêèé

ìàòåìàòèê, ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ.
Äàë îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî è âïîëíå

óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâ è äîêàçàë,
÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë áîëüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà

íàòóðàëüíûõ.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ ρ ∈ R(A) óäîáíî (îñîáåííî
â ñëó÷àå, êîãäà A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ íåáîëüøèì
÷èñëîì ýëåìåíòîâ) èçîáðàæàòü â âèäå îðèåíòèðîâàííî-

ãî ãðàôà
−→
G(ρ), âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýëå-

ìåíòû A, à äóãà âåä¼ò èç x â y, åñëè xρy. Åñëè xρx,
òî ó âåðøèíû x ðèñóþò ïåòëþ. Êîãäà xρy è yρx, âìå-
ñòî ïàðû äóã ïðîòèâîïîëîæíîé íàïðàâëåííîñòè ìåæäó
x è y ðèñóþò (íåíàïðàâëåííîå) ðåáðî.

Ïðèìåð òàêîãî ãðàôà äëÿ îòíîøåíèÿ
{ (1, 3), (1, 4), (4, 2), (2, 4) } íà ìíîæåñòâå { 1, 2, 3, 4 }:

1 2

3 4
u

[
[
[[]

Îòíîøåíèÿ σα = α∪α ] è ια = A2r σα = α ∪ α ]

íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèÿìè ñðàâíèìîñòè è
íåñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ α ∈ R(A).

Åñëè aσαb [ aιαb ], òî ýëåìåíòû a è b ñðàâíèìû
[íåñðàâíèìû].

Åñëè ρ ∈ R(A) è ∅ 6= B ⊆ A, òî îòíîøåíèå ρ∩B2

íàçûâàþò ñóæåíèåì èëè îãðàíè÷åíèåì îòíîøåíèÿ ρ
íà ïîäìíîæåñòâî B è îáîçíà÷àþò ρ |B .

Îáîçíà÷åíèå äëÿ íàòóðàëüíîãî k: αk =
k ñèìâîëîâ α︷ ︸︸ ︷
α � . . . � α.

Ðàçóìååòñÿ, α ⊆ β ⇒ αk ⊆ βk, k = 1, 2, . . ..

Ïîêàæåì, ÷òî (α ∩ β)2 ⊆ α2 ∩ β2 (êâàäðàò ïåðåñå-
÷åíèÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè èõ
êâàäðàòîâ): åñëè α, β ∈ R(A), òî äëÿ ëþáûõ a, c ∈ A
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ïîëó÷èì

a
[
(α ∩ β)(α ∩ β)

]
c = ∃ b : a(α ∩ β)bN b(α ∩ β)c =

= ∃ b : aαbN aβbN bαcN bβc⇒
⇒ (∃x : aαxN xαc) N (∃ y : aβy N yβc) =

= (aα2c) N (aβ2c) = a(α2 ∩ β2)c.

Ïðèìåð 2.3 (Îïåðàöèè íàä îäíîðîäíûìè îòíîøåíèÿ-
ìè). Ïóñòü α =< � îòíîøåíèå ñòðîãî ìåíüøå íà N.

α ] : m < ]n ⇔ n < m ⇔ m > n, ò.å. ïñåâäîîáðàùå-
íèåì îòíîøåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå áóäåò îòíîøåíèå
ñòðîãî áîëüøå.

σα : (m < n) ∨ (n < m) ⇔ n6=m, ò.å. îòíîøåíèåì
ñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå áóäåò
îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà.

ια : Îòíîøåíèåì íåñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ
ñòðîãî ìåíüøå áóäåò îòíîøåíèå ðàâåíñòâà.

α2 : m <2 n ⇔ ∃
N

x : (m < x)N(x < n) ⇔ m+1 < n

è m <k n ⇔ m+ k − 1 < n äëÿ k > 1.

α � α ] : m(< � >)n ⇔ ∃
N

x : (m < x) N (x > n) ⇔

⇔ ∃
N

x : x > max{m, n} ⇔ 1,

ò.å. îòíîøåíèå < � > íà N èñòèííî âñåãäà.

α ] � α : m(> � <)n ⇔ ∃
N

x : (m > x) N (x < n) ⇔
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⇔ ∃
N

x : x < min{m, n ⇔

⇔

{
1, åñëè min {m, n} > 1,

0, èíà÷å.
.

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, αβ 6= βα.
Ïðè αβ = βα îòíîøåíèÿ α è β íàçûâàþò ïåðåñòà-

íîâî÷íûìè.

Ñïåöèàëüíûå îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.7. Îäíîðîäíîå íà ìíîæåñòâå A îòíîøå-
íèå ρ íàçûâàåòñÿ:

O : óíèâåðñàëüíûì, åñëè ρ = A2.

∅ : ïóñòûì èëè íóëü-îòíîøåíèåì, åñëè ρ = ∅.

Óíèâåðñàëüíîå è ïóñòîå îòíîøåíèÿ � íåñîá-
ñòâåííûå íà äàííîì ìíîæåñòâå, îñòàëüíûå îòíî-
øåíèÿ � ñîáñòâåííûå;

M: äèàãîíàëüíûì (åäèíè÷íûì), åñëè xρy ⇔ x = y.

Äëÿ åäèíè÷íîãî îòíîøåíèÿ íà A èñïîëüçóþò
òàêæå îáîçíà÷åíèå 1A.

Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ρ ∈ R(A) ïîëàãàþò ρ0 =M.
Î÷åâèäíî, ρ = ρ M=M ρ è Mk=M, k = 0, 1, . . ..

F : ïîëíûì, åñëè ρ∪ ρ ] = O, ò.å. xρy ∨ xρ ]y, èëè èç
ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ A ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ρ ñ äðóãèì;
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R : ðåôëåêñèâíûì, åñëè M⊆ ρ, ÷òî îçíà÷àåò xρx;

AR : àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè ρ∩ M= ∅, ò.å. xρ̄x;

S : ñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ] ⊆ ρ;

Ïîñêîëüêó (ρ ]) ] = ρ, òî ρ ] = ρ ;

AS : àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ∩ ρ ] ⊆M,
ò.å. xρy N yρx ⇒ x = y;

ρ ∩ ρ ] � ñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü îòíîøåíèÿ ρ;

NS : íåñèììåòðè÷íûì èëè àñèììåòðè÷íûì,
åñëè ρ ∩ ρ ] = ∅, ò.å. èç äâóõ ñîîòíîøåíèé ρ è
ρ ] õîòÿ áû îäíî íå âûïîëíåíî;

T : òðàíçèòèâíûì, åñëè ρ2 ⊆ ρ ,
ò.å. xρy N yρz ⇒ xρz;

Ïîñêîëüêó ρ2 ⊆ ρ ⇒ ρ3 ⊆ ρ2 ⊆ ρ,
òî äëÿ òðàíçèòèâíîãî âêëþ÷åíèå ρ èìååì
ρn ⊆ ρ, n = 1, 2, . . .;

AT : àíòèòðàíçèòèâíûì, åñëè ρ2 ∩ ρ = ∅;

C : ñîäåðæàùèì öèêë, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x è
k > 1 ñïðàâåäëèâî xρkx; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãî-
âîðÿò, ÷òî ρ � îòíîøåíèå áåç öèêëîâ èëè àöèê-
ëè÷åñêîå.

Îáîçíà÷åíèÿ ñ óêàçàíèåì ìíîæåñòâà � OA.
Ïîíÿòíî, ÷òî íè îòíîøåíèå ρρ ] , íè ρ ]ρ ìîãóò íå

áûòü ðàâíûìè åäèíè÷íîìó, ÷òî îáúÿñíÿåò âûáîð òåð-
ìèíà �ïñåâäîîáðàòíîå� äëÿ îòíîøåíèÿ ρ ].
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::::::::::
Òåîðåìà 2.1. Ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøå-
íèå íà ìíîæåñòâå A, ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàåò ñ A, ðåôëåêñèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ ∈ R(A) îáëàäàåò óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè.

Pr1 ρ = A îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî x
òàêîãî y , ÷òî xρy, îòêóäà ïî ñèììåòðè÷íîñòè è yρx.
Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ñïðàâåäëèâî

∀x∃ y : (xρy) N (yρx) ⇔ xρ2x ⇒ xρx,

÷òî è îçíà÷àåò M⊆ ρ. �

::::::::::
Òåîðåìà 2.2 (ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé). Äëÿ îä-
íîðîäíûõ îòíîøåíèé α, β è γ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè β ðåôëåêñèâíî, òî α ⊆ αβ è α ⊆ βα.

Îòñþäà M⊆ αn äëÿ ðåôëåêñèâíîãî α,
n = 0, 1, . . ..

2. Åñëè α ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, òî αn = α,
n = 1, 2, . . ..

3. Åñëè α, β ⊆ γ è γ òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ γ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. β − (R) ⇒ α ⊆ αβ N α ⊆ βα

α = αM⊆ αβ è àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãîãî âêëþ-
÷åíèÿ.

M⊆ αn ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ïðè α = β ïî
ìîíîòîííîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé.
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2. α − (R), (T ) ⇒ αn = α

Ïîäñòàâëÿÿ β = α â (1) ïîëó÷èì α ⊆ α2, à
ò.ê. α òðàíçèòèâíî, òî α2 ⊆ α, îòêóäà α = α2 è
òðåáóåìîå.

3. α, β ⊆ γ N γ − (T ) ⇒ αβ ⊆ γ

(α ⊆ γ) N (β ⊆ γ) ⇒ αβ ⊆ γγ = γ2 ⊆ γ.
�

Èíâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ îòíîøå-
íèé. Äàííîå ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé îïåðàöèè, åñëè ïðè óñëîâèè, ÷òî îïåðàíäû
îáëàäàþò äàííûì ñâîéñòâîì, òî èì îáëàäàåò è ðåçóëü-
òàò îïåðàöèè.

::::::::::
Òåîðåìà 2.3 (îá èíâàðèàíòíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ�
ñâîéñòâ îòíîøåíèé). Äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé

1) ðåôëåêñèâíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
∪, ∩, ] è �;

2) ñèììåòðè÷íîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
−, ∪, ∩ è ], à îòíîñèòåëüíî � � åñëè è òîëüêî
åñëè îòíîøåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû;

3) òðàíçèòèâíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∩ è
], à îòíîñèòåëüíî � � åñëè îòíîøåíèÿ ïåðåñòà-
íîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïåðâûå òðè ñâîéñòâà î÷åâèäíû.
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Èíâàðèàíòíîñòü (R) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ
ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îò-
íîøåíèé.

2. Èíâàðèàíòíîñòü (S) îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ

ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ρ ] = (ρ) ].

Èíâàðèàíòíîñòü (S) îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è
ïåðåñå÷åíèÿ � ñâîéñòâà ïñåâäîîáðàùåíèÿ.

Ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ åñòü èíâàðèàíòíîñòü
îòíîñèòåëüíî ].

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ α è β èìååì:

� åñëè αβ = βα, òî (αβ) ] = β ]α ] = βα = αβ;

� åñëè ïðîèçâåäåíèå αβ ñèììåòðè÷íî, òî
αβ = (αβ) ] = β ]α ] = βα.

3. Ïóñòü α2 ⊆ α, β2 ⊆ β.

Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ: α2∩β2 ⊆ α∩β, à ïî äîêàçàííî-
ìó ñâîéñòâó (α∩β)2 ⊆ α2∩β2 � (α ∩ β)2 ⊆ α ∩ β,
îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Äëÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ:

α2 = αα ⊆ α ⇔ (αα) ] ⊆ α ] ⇔
⇔ α ]α ] ⊆ α ] ⇔ (α ])2 ⊆ α ]

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé: åñëè αβ = βα, òî

(αβ)2 = αβαβ = ααββ = α2β2 ⊆ αβ.
�

::::::::::
Òåîðåìà 2.4 (îá èíâàðèàíòíîñòè �îòðèöàòåëüíûõ� ñâîéñòâ
îòíîøåíèé). Äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé α è β
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1) àíòèðåôëåêñèâíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-
íî ∪, ∩, ]; à îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ αβ �
åñëè è òîëüêî åñëè

α ∩ β ] = ∅;

2) àíòèñèììåòðè÷íîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-
íî ∩, ];

3) íåñèììåòðè÷íîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
∩, ]; à îòíîñèòåëüíî ∪ � åñëè è òîëüêî åñëè

α ∩ β ] = α ] ∩ β = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ∪, ∩, ] î÷åâèäíà.

Àíòèðåôëåêñèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé α
è β îçíà÷àåò, ÷òî íè äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà a íå
íàéä¼òñÿ ýëåìåíòà x ñ îäíîâðåìåííîé ñïðàâåä-
ëèâîñòüþ aαx è xβa . Íî ýòî îçíà÷àåò ëîæíîñòü
a(α ∩ β ])x .

2. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïñåâäîîáðàùåíèÿ
î÷åâèäíà, à îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ å¼ äîêàçû-
âàþò ðàâåíñòâà

(α ∩ β) ∩ (α ∩ β) ] = α ∩ β ∩ α ] ∩ β ] =

= (α ∩ α ]) ∩ (β ∩ β ]) ⊆M ∩ M= M.

3. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ] î÷åâèäíà.

Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ èìååì

(α∩β) ∩ (α∩β) ] = α ∩ β ∩ α ] ∩ β ] =
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= (α ∩ α ]) ∩ (β ∩ β ]) = ∅.

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ:

(α∪β) ∩ (α∪β) ] = (α ∪ β) ∩ (α ] ∪ β ]) =

= (α ∩ α ]) ∪ (β ∩ β ]) ∪ (α ∩ β ]) ∪ (β ∩ α ]) =

= (α ∩ β ]) ∪ (β ∩ α ]) .

Ýòî âûðàæåíèå áóäåò ðàâíî ∅ åñëè è òîëüêî åñëè
α ∩ β ] = α ] ∩ β = ∅.

�

Êîëè÷åñòâî îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé íà n-
ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðå-
äåëåíû: âñåãî îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé u(n) = 2n

2

, èç
íèõ ðåôëåêñèâíûõ � r(n) = 2n

2−n ; ñèììåòðè÷íûõ �

s(n) = 2
n2+n

2 . Äëÿ ÷èñëà t(n) òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé
íå èçâåñòíî íèêàêîé ôîðìóëû.
Âåëè÷èíû u(n), r(n), s(n) è t(n) ïåðâûõ çíà÷åíèé n :

1 2 3 4 5 6

u(n) 2 16 512 6 5536 33 554 432 ≈ 6, 87 · 1010

r(n) 1 4 64 4 096 104 8576 1 073 741 824
s(n) 1 8 64 1 024 32 768 2 097 152
t(n) 2 13 171 3 994 15 4301 9 415 189

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences �
http://oeis.org/



52 417 ãð. Ãëàâà 2. Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ

2.3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.8. Îäíîðîäíûå ðåôëåêñèâíûå, ñèììåò-
ðè÷íûå è òðàíçèòèâíûå îòíîøåíèÿ íàçûâàþò îòíîøå-
íèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îñíîâíîå îáîçíà÷åíèå � ∼. Ïî îïðåäåëåíèþ

M⊆∼ = ∼ ] = ∼2 .

E(A) � ìíîæåñòâî âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ìíîæå-
ñòâå A.

Êàæäîìó a ∈ A ýêâèâàëåíòíîñòè ∼∈ E(A) ñîïî-
ñòàâëÿþò ìíîæåñòâî [a]∼ ýêâèâàëåíòíûõ åìó ýëåìåí-
òîâ � êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èëè ñìåæíûõ êëàññîâ:

[a]∼ = {x ∈ A | x ∼ a } .
Åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü ôèêñèðîâàíà, òî ñìåæíûé êëàññ
ýëåìåíòà a îáîçíà÷àåì [a].

Ôîðìèðîâàíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïðîèñõîäèò â õî-
äå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè àáñòðàêöèè îòîæäåñòâëåíèÿ
ïî äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîé îòâëåêàþòñÿ
îò èíäèâèäóàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ, âûäåëÿÿ
ëèøü èõ îáùíîñòü.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâ èëè ñîâïàäàþò,
èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñîâîêóïíîñòü D = {A1, A2, . . . } íåïóñòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A îáðàçóåò åãî ðàçáèåíèå, åñëè
îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç D ñîâïàäàåò ñ A è
âñå îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ:

A = A1 + A2 + . . . , Ai ∩ Aj = ∅ ïðè i 6= j.
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Ýëåìåíòû A1, A2, . . . ðàçáèåíèÿ D � áëîêè; ñèì-
âîëè÷åñêè � (A1 | A2 | . . . ), â êîíå÷íîì ñëó÷àå �
(A1 | A2 | . . . | Ak ).

Ðàçáèåíèå D ìíîæåñòâà çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ∼ íà í¼ì: ñìåæíûå êëàññû ∼ åñòü áëîêè
ðàçáèåíèÿ D.

::::::::::
Òåîðåìà 2.5 (î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè). 1. Åñëè íà

ìíîæåñòâå A 6= ∅ çàäàíà ýêâèâàëåíòíîñòü, òî
ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ îáðàçóåò ðàçáèå-
íèå A.

2. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A 6= ∅ íà áëîêè åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü
∼∈ E(A) òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû a, b ýëåìåí-
òîâ A

a ∼ b ⇔ ¾a è b íàõîäÿòñÿ â îäíîì áëîêå
ðàçáèåíèÿ¿.

¾Òåîðåìà î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè íàõîäèò â ìà-
òåìàòèêå øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå, è å¼ ïî ïðàâó ìîæíî
ñ÷èòàòü îäíîé èç ãëàâíûõ (à òî è ñàìîé ãëàâíîé) òåî-
ðåìîé¿.

Â. À. Óñïåíñêèé

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå D íåïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà A íà áëîêè: D = (A1 | A2 | . . . ).

� Çàìêí¼ì D îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ∪, ∩, − , ò.å. äîñòðîèì
D äî ìíîæåñòâà S òàê, ÷òîáû ýòè îïåðàöèè
ñòàëè óñòîé÷èâû íà S.
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� Òîãäà S áóäåò àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
A, ïðè÷¼ì å¼ àòîìàìè áóäóò áëîêè A1, A2, . . ..

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà A ïî îòíî-
øåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìíîæå-
ñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ A/∼.

A = { a1, a2, . . . }
D = (A1 | A2 | . . . ) ⇔∼, Ai ⊆ A, i = 1, 2, . . .

A/∼= {A1, A2, . . . }

Ïðèìåð 2.5. 1. Åñëè A � ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñû-
ïàííûõ â ìåøêè è äëÿ ç¼ðåí a è b ïîëîæèòü
a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì ìåøêå, òî

� êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæå-
ñòâà ç¼ðåí, ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå,

� ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ � ìíîæåñòâî ìåø-
êîâ.

2. Åñëè W � ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà è äëÿ
ñëîâ u è v ïîëîæèòü u ∼ v, åñëè îíè íà÷èíà-
þòñÿ ñ îäíîé è òîé æå áóêâû (â ðóññêîì ÿçûêå 33
áóêâû), òî

� êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò ìíîæåñòâà
ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà äàííóþ áóêâó,
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� à ôàêòîðìíîæåñòâîì W/∼ � ìíîæåñòâî ñî-
îòâåòñòâóþùèõ áóêâ ( |W/∼| = 31).

Èç òåîðåìû èíâàðèàíòíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ�
ñâîéñòâ âûòåêàåò

::::::::::
Òåîðåìà 2.6 (îá èíâàðèàíòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòåé). Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Ïåðåñå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé èç ïðîèç-
âîëüíîé íåïóñòîé (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîé) ñîâîêóïíî-
ñòè åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ýêâèâàëåíòíîñòè α è β íàçûâàþò êîãåðåíòíûìè,
åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ êëàññîâ ïî α è ïî β ñî-
îòâåòñòâåííî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ¾ëèáî îäèí èç
äàííûõ êëàññîâ ëåæèò â äðóãîì, ëèáî îíè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ¿.

::::::::::
Òåîðåìà 2.7 (îá èíâàðèàíòíîñòè îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòåé). Ïóñòü α è β � ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà

1) îáúåäèíåíèå α∪β ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ,
åñëè è òîëüêî åñëè α è β êîãåðåíòíû;

2) åñëè α∪ β � ýêâèâàëåíòíîñòü, òî α∪ β = αβ
è, ñëåäîâàòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè α è β ïåðå-
ñòàíîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Â ñèëó òåîðåìû îá èíâàðèàíòíîñòè �ïîëîæèòåëü-
íûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé äîñòàòî÷íî
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ïîêàçàòü óêàçàííûé êðèòåðèé îòíîñèòåëüíî òðàí-
çèòèâíîñòè.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü α è β � êîãåðåíòíûå ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A.

Ðàññìîòðèì îáðàçû (α ∪ β)(a) âñåõ ýëåìåíòîâ
a ∈ A .

Ïðè óêàçàííîì óñëîâèè ýòè ïîäìíîæåñòâà A ëè-
áî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ îáúåäè-
íåíèå ñîâïàäàåò A.

Òàêèì îáðàçîì, îíè îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà A, çàäàâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íà í¼ì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü äàííûå ýêâèâàëåíò-
íîñòè íå êîãåðåíòíû, ò.å. íàéäóòñÿ ñìåæíûå êëàñ-
ñû [a]α è [b]β íå ëåæàùèå îäèí â äðóãîì è ñîäåð-
æàùèå îáùèé ýëåìåíò c.

Âîçüì¼ì ýëåìåíòû a ∈ [a]αr[b]β è b ∈ [b]βr[a]α.
Òîãäà àðû (a, c) è (c, b) ñîäåðæàòñÿ â α ∪ β.
Åñëè áû ýòî îòíîøåíèå áûëî ýêâèâàëåíòíîñòüþ,
òî îíî, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, ñîäåðæàëî áû è
ïàðó (a, b).
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ëèáî aαb, ëè-
áî aβb.
Ïîñêîëüêó ýòî íå òàê, òî α ∪ β � íå ýêâèâàëåíò-
íîñòü.

2. ( α ∪ β) ∈ E(A) ⇒ α ∪ β = αβ = βα

Ïóñòü α, β è α ∪ β � ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òîãäà ïî òåîðåìå î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíî-
øåíèé:

èç ï. (1) � ïîñêîëüêó α è β ðåôëåêñèâíû, òî
α ⊆ αβ è β ⊆ αβ, îòêóäà α ∪ β ⊆ αβ ïî
ìîíîòîííîñòè îáúåäèíåíèÿ;

èç ï. (3) � ïîñêîëüêó α ⊆ α ∪ β è β ⊆ α ∪ β, à
α∪β òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ (α∪β)2 ⊆ α∪β .

Ñëåäîâàòåëüíî, α ∪ β = αβ.
�

Ïðèìåð 2.6 (èíâàðèàíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòåé). Ïóñòü α è β � ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
A = { a, b, c, d } ñî ñìåæíûìè êëàññàìè

A/α = ( a | b | c, d ) è A/β = ( a, b | c | d ).

1. α ∪ β åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü:
A/(α ∪ β) = ( a, b | c, d ).

2. Âîçüì¼ì ïî äâà ýëåìåíòà èç îäíîãî è èç ðàçíûõ
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè α ∪ β:
a è b èç îäíîãî êëàññà � òîãäà ñïðàâåäëèâî

a(αβ)b, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî è aαa, è aβb;
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a è c èç ðàçíûõ êëàññîâ � òîãäà a(αβ)c
íåñïðàâåäëèâî, ò.ê. íå ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíòà x òàêîãî, ÷òî aαx è xβc âåðíû
îäíîâðåìåííî.

::::::::::
Òåîðåìà 2.8 (îá èíâàðèàíòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòåé). Ïðîèçâåäåíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé áóäåò
ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ïåðåñòà-
íîâî÷íû.

Ýòî ñëåäñòâèå òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ
îòíîøåíèé.

Åñëè S � íåêîòîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà A, òî íàèìåíüøèì ïîäìíîæåñòâîì, îáëàäàþ-
ùèì ñâîéñòâîì S íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ A, ýëåìåíòû êîòîðûõ îáëàäàþò äàííûì
ñâîéñòâîì.

::::::::::
Òåîðåìà 2.9 (î ïðîèçâåäåíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé). Äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ, èõ ñîäåðæàùåé.

Ýòî ñëåäñòâèå äâóõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì.

Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ. Óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
íàèìåíüøåé ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùåé äàííîå îò-
íîøåíèå. Îíî èñïîëüçóåò ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå çà-
ìûêàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ íà íåïóñòîì
ìíîæåñòâå M íàçûâàþò îòîáðàæåíèå C ìíîæåñòâà
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âñåõ ïîäìíîæåñòâ M â ñåáÿ, îáëàäàþùåå äëÿ âñåõ X,
Y ⊆M ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. X ⊆ C(X) � ðåôëåêñèâíîñòü,

2. X ⊆ Y ⇒ C(X) ⊆ C(Y ) � ìîíîòîííîñòü,

3. C(C(X)) = C(X) � èäåìïîòåíòíîñòü.

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè
C(X) = X.

Íàèìåíüøåå ðåôëåêñèâíîå ρ r [ñèììåòðè÷íîå ρ s,
òðàíçèòèâíîå ρ t, ýêâèâàëåíòíîå ρ e] îòíîøåíèå, ñîäåð-
æàùåå äàííîå îòíîøåíèå ρ, íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì
[ñèììåòðè÷íûì, òðàíçèòèâíûì, ýêâèâàëåíòíûì] çàìû-
êàíèåì ρ. Çàìûêàíèå ñîâîêóïíîñòè îòíîøåíèé åñòü çà-
ìûêàíèå èõ îáúåäèíåíèÿ.

Çàìûêàíèÿ îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ

Ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå: ρr = ρ∪M, ρs = ρ ∪ ρ ].

Òðàíçèòèâíîå. Ââåä¼ì îòíîøåíèå ρ+ def
=

∞⋃
n=1

ρn.

ßñíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ,

aρ+b ⇔ ∃n ∃x1, . . . , xn : aρx1 N x1ρx2 N . . . N xnρb,

âî-âòîðûõ, ρ+ òðàíçèòèâíî è, â-òðåòüèõ,
α ⊆ β ⇒ α+ ⊆ β+.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.2. ρ t = ρ+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ + ê ρ ⊆ ρt ⊆ ρ+,
ïîëó÷èì ρ+ ⊆ ρt ⊆ ρ+, ÷òî îçíà÷àåò ρ t = ρ+. �
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Ïðèìåð 2.7. a) ρ, á) ρ2, â) ρ3, ã) ρt

Ýêâèâàëåíòíîå (ρe). Î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî ρ ∈ R(A)

ρ∗
def
= (ρt)r = (ρr)t =M∪ ρ+ =

∞⋃
n=0

ρn.

ρ∗ � ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèå ρ.

Îáîçíà÷åíèå: ρ= def
= (ρ ∪ ρ ] ∪ M)t; ÿñíî, ýòî ýêâèâà-

ëåíòíîñòü è α ⊆ β ⇒ α= ⊆ β=.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.3. ρe = ρ=.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ = ê ρ ⊆ ρe ⊆ ρ=,
ïîëó÷èì ρ= ⊆ ρe ⊆ ρ=, ÷òî îçíà÷àåò ρe = ρ=. �

::::::::::
Òåîðåìà 2.10. Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå ñîâîêóïíîñòè
ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåâîç-
ìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.



2.3. 417 ãð. 61

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ñîâîêóïíîñòü ýêâèâàëåíò-
íîñòåé è E � îáúåäèíåíèå âñåâîçìîæíûõ èõ ïðîèçâå-
äåíèé.

Ïî òåîðåìå î ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé: äëÿ
îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé α, β, γ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Åñëè β ðåôëåêñèâíî, òî α ⊆ αβ è α ⊆ βα.
Îòñþäà M⊆ αn äëÿ ðåôëåêñèâíîãî α, n = 0, 1, . . ..

(3) Åñëè α, β ⊆ γ è γ òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ γ.

Òîãäà

èç (1): ∼⊆ E äëÿ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòè ∼∈ R,
èç (3): E ⊆∼, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

�

Ñëåäñòâèÿ. 1. Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå {α, β}e
äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé α è β ñîâïàäàåò ñ
îáúåäèíåíèåì âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà
αβ, βα, αβα, βαβ . . ..

2. Åñëè α è β � ïåðåñòàíîâî÷íûå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, òî

{α, β}e = α ∪ β = αβ

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû î ïðîèçâåäåíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé).

Ïðèìåð 2.8. 1. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A = {1, . . . , 8}
ýêâèâàëåíòíîñòè α è β ïîðîæäàþòñÿ ðàçáèåíè-
ÿìè

Dα = ( 1, 2 | 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ) è
Dβ = ( 1, 4 | 2, 3 | 5, 6 | 7 | 8 ).
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Òîãäà D(α∪β)e = ( 1, 2, 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ).

2. Ïóñòü α, β ∈ E({ a, b, c, d, e, f }) è

Dα = ( a, b | c | d | e, f ) è Dβ = ( a | b, c | d, e | f ).

Òîãäà
(a, c) ∈ αβ , íî (c, a) 6∈ αβ è

(c, a) ∈ βα , íî (a, c) 6∈ βα.

Òî åñòü

� ýêâèâàëåíòíîñòè α è β íå ïåðåñòàíîâî÷íû;
� íè αβ, íè βα ýêâèâàëåíòíîñòÿìè íå ÿâëÿ-
þòñÿ.

Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå äàííûõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé åñòü {α, β}e = αβ ∪ βα è åìó ñîîòâåòñòâóåò
ðàçáèåíèå (a, b, c | d, e, f).

Äðîáíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïóñòü α è β � äâå ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A.

Âêëþ÷åíèå β ⊆ α îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ñìåæíûé
êëàññ ïî β ëåæèò â íåêîòîðîì ñìåæíîì êëàññå ïî
α. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A íà
ñìåæíûå êëàññû ïî β åñòü ïîäðàçáèåíèå åãî ðàçáèå-
íèÿ íà ñìåæíûå êëàññû ïî α, èëè ðàçáèåíèå ïî β åñòü
èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèÿ ïî α.

Äëÿ òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îïðåäåëèì íà ôàê-
òîðìíîæåñòâå A/β äðîáíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü α/β ïî
ïðàâèëó

[x]β (α/β) [y]β ⇔ [x]α = [y]α

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ A.
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Òàêèì îáðàçîì, äâà ñìåæíûõ êëàññà ïî β ýêâèâà-
ëåíòíû ïî α/β, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîì ñìåæíîì
êëàññå ïî α .

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà
è ρ ⊆ A×B � íåïóñòîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè.

Òîãäà ÿäðîì ñîîòâåòñòâèÿ ρ íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
íîå íà A îòíîøåíèå Ker ρ, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíè-
åì äëÿ a1, a2 ∈ A.

a1(Ker ρ) a2 ⇔ ρ(a1) = ρ(a2).

Î÷åâèäíî Ker ρ åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ (íàñëåäóþòñÿ ñâîéñòâà =), å¼
íàçûâàþò ÿäåðíîé. Ñìåæíûå êëàññû äàííîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ ÿäðàìè, èñïîëüçóþò îáîçíà÷å-
íèå Core(a) = [a]Kerρ.

Ïðè çàäàíèè îòíîøåíèÿ ìàòðèöåé, ÿäðàì áóäóò ñî-
îòâåòñòâîâàòü ñîâîêóïíîñòè îäèíàêîâûõ ñòðîê.

Ïîíÿòèå ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ÿäðà ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî
îòíîøåíèÿ (A = B).

Ïðèìåð 2.9. Äëÿ îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå
{ 1, . . . , 4 } çàäàííîãî ìàòðèöåé

0 0 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 0 1


ÿäðàìè áóäóò { 1, 2 } è { 3, 4 }.

×èñëîì Áåëëà B(n) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âñåâîçìîæ-
íûõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
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ßñíî, ÷òî äëÿ |A| = n èìååì B(n) = |E(A)|. Íà-
ïðèìåð, òð¼õýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî { a, b, c } äîïóñêà-
åò ïÿòü ðàçáèåíèé:

( a | b | c ), ( a | b, c ), ( b | a, c ), ( c | a, b ), ( a, b, c ).

è B(3) = 5.

Çíà÷åíèÿ B(n) äëÿ ïåðâûõ çíà÷åíèé n:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B(n) 1 1 2 5 15 52 203 877 4 140 21 147

×èñëà Áåëëà áûñòðî ðàñòóò: íàïðèìåð,
B(20) = 51 724 158 235 372.

� B(n+ 1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
B(k);

� B(n) =
1

e

∑
06k

kn

k!
� ôîðìóëà Äîáèíñêîãî;

�

∑
06n

B(n)
xn

n!
= ee

x−1 � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèç-

âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.

2.4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.12. Îäíîðîäíûå ðåôëåêñèâíûå è ñèì-
ìåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè òîëå-
ðàíòíîñòè, ñèìâîëè÷åñêè ', τ .

M ⊆ ' = ' ]
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Ïðèìåð 2.10. Îïèñàííûå íèæå îòíîøåíèÿ τ ñóòü òîëå-
ðàíòíîñòè.

1. A è B � òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è
AτB ⇔ |A−B| 6 r > 0.

2. Ñëîâà íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè τ , åñëè îíè îòëè-
÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà îäíó áóêâó.

3. Äëÿ ýëåìåíòîâ x è y íåêîòîðîãî êîëüöà

xτy ⇔ ýëåìåíò x− y íåîáðàòèì.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ïàðó 〈A, '〉, ãäå A � íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî, à ' � òîëåðàíòíîñòü íà í¼ì, íàçûâàþò ïðî-
ñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèìåð 2.11. Ïóñòü A � íåïóñòî è P∗(A) � ñî-
âîêóïíîñòü âñåõ åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Äëÿ

X, Y ∈ P∗(A) ïîëîæèì X ' Y
def
= (X ∩ Y 6= ∅).

Òîãäà 〈 P∗(A), '〉 � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè.

Ìíîæåñòâî P∗({ 1, . . . , n }) íàçûâàþò (n − 1)-
ìåðíûì ñèìïëåêñîì, ñèìâîëè÷åñêè Sn. Ýòî îáîáùåíèå
ïîíÿòèÿ îòðåçêà, òðåóãîëüíèêà è òåòðàýäðà íà ìíîãî-
ìåðíûé ñëó÷àé. Î÷åâèäíî |Sn| = 2n − 1.

Ïðåäñòàâëåíèå òîëåðàíòíîñòè ñèìïëåêñàìè. ×èñëà
1, . . . , n èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âåðøèíû ñèìïëåêñà,
è âîîáùå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà � êàê (k − 1)-
ìåðíûå ãðàíè.

Òîëåðàíòíîñòü ãðàíåé Sn îçíà÷àåò èõ ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ èíöèäåíòíîñòü � íàëè÷èå îáùèõ âåðøèí.
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Ðèñ. 2.1. Ñèìïëåêñ S4 � 3-ìåðíûé òåòðàýäð

Ïðåäñòàâëåíèå ñèìïëåêñîâ ãðàôàìè. Ïðè òàêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ýëåìåíòû Sn ñîïîñòàâëÿþòñÿ âåðøèíàì
(2n − 1)-ýëåìåíòíîãî ãðàôà, ð¼áðà êîòîðîãî îòîáðàæà-
þò ñîîòâåòñòâóþùèå òîëåðàíòíîñòè.

Ðèñ. 2.2. Ãðàôîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñèìïëåñà S3

Ïðåäñòàâëåíèå òîëåðàíòíîñòè (0, 1)-ìàòðèöàìè � ìàò-
ðèöà áóäåò ñèììåòðè÷íà è ñîäåðæàòü åäèíèöû íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè, à ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðèöà � çàäàâàòü òî-
ëåðàíòíîñòü.

Ïðåäñòàâëåíèå òîëåðàíòíîñòè ãðàôàìè � êàê è ëþáîå
áèíàðíîå îòíîøåíèå. Ïðè ýòîì âåðøèíû x è y ãðàôà
G(τ) ïðè xτy ñîåäèíÿþò íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì
(ñèììåòðè÷íîñòü), à ïåòëè ïðè êàæäîé âåðøèíå (ðå-
ôëåêñèâíîñòü) îïóñêàþò.
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Ïðèìåð 2.12. Çàäàíèå ìàòðèöåé è ãðàôîì òîëåðàíòíî-
ñòè íà òð¼õýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå { 1, 2, 3 }:

M(τ) =

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 1 2 3

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä òîëå-
ðàíòíîñòÿìè

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.4. Åñëè ' � òîëåðàíòíîñòü, à ∼ �
ýêâèâàëåíòíîñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå òàêèå,
÷òî '⊆∼, òî 't ⊆∼.

Äîêàçàòåëüñòâî: ïðèìåíÿåì îïåðàöèþ t ê '⊆∼.

Ñëåäñòâèå. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå òîëåðàíòíîñòè
åñòü ìèíèìàëüíàÿ å¼ âêëþ÷àþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.5. Ïóñòü S � ñîâîêóïíîñòü òîëåðàíò-
íîñòåé íà ìíîæåñòâå A.

Òîãäà aSe b äëÿ a, b ∈ A ñïðàâåäëèâî, åñëè è òîëü-
êî åñëè

∃n ∃ a1, . . . , an : aτ1a1 N a1τ2a2 N a2τ3 N . . . N anτn+1b,

ãäå τ1, . . . , τn+1 � íåêîòîðûå, âîçìîæíî ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ, òîëåðàíòíîñòè èç S.

Ñèììåòðèçîâàííîå ïðîèçâåäåíèå ◦ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé α è β:

α ◦ β def
= αβ ∪ βα.
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::::::::::
Òåîðåìà 2.11 (î ñâîéñòâàõ òîëåðàíòíîñòè).

1. Òîëåðàíòíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∪,
∩, ], à îòíîñèòåëüíî � � åñëè è òîëüêî åñëè
òîëåðàíòíîñòè ïåðåñòàíîâî÷íû (è â ýòîì ñëó-
÷àå α � β = α ◦ β).

2. Òîëåðàíòíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ◦.

3. Åñëè τ � òîëåðàíòíîñòü, òî è τ ∪ M òîëå-
ðàíòíîñòü.

4. Åñëè α � ðåôëåêñèâíîå îäíîðîäíîå îòíîøåíèå,
òî îòíîøåíèÿ α ∪ α ], α ∩ α ] è α ◦ α ] ñóòü
òîëåðàíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç ïï. (1) è (2) òåîðå-
ìû îá èíâàðèàíòíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ
îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé.

2. Ïóñòü α è β � òîëåðàíòíîñòè. Òîãäà

R: ðåôëåêñèâíîñòü α◦β ñëåäóåò èç ðåôëåêñèâ-
íîñòè αβ è βα (ï. (1) óïîìÿíóòîé òåîðåìû);

S: (α ◦ β) ] = (αβ ∪ βα) ] = (αβ) ] ∪ (βα) ] =
= β ]α ] ∪ α ]β ] = βα ∪ αβ = α ◦ β.

3. Äîïîëíåíèå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè,
íî ïðåâðàùàåò ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå àíòèðå-
ôëåêñèâíîå.
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4. Îòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòàìè óêàçàí-
íûõ îïåðàöèé íàñëåäóþò ðåôëåêñèâíîñòü α è
ïðèîáðåòàþò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè. �

Ðàñùåïëåíèå ïîíÿòèé ïðè ïåðåõîäå îò ÷àñòíîãî ê îá-
ùåìó:

ýêâèâàëåíòíîñòü ←→ ÿäðî = êëàññ
òîëåðàíòíîñòü ←→ ÿäðî 6= êëàññ

ßäðà òîëåðàíòíîñòè ñóòü êëàññû Core(·) ïî ýêâè-
âàëåíòíîñòè Ker τ , ò.å. ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò îäíîìó
ÿäðó, åñëè îíè òîëåðàíòíû îäíèì è òåì æå ýëåìåíòàì.
ßñíî, ÷òî îíè îáðàçóþò ðàçáèåíèå íîñèòåëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèìåð 2.13.
1. ßäðà òîëåðàíòíîñòè 1�2�3 ñóòü {1}, {2} è {3}.
2. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè

ÿäðàìè áóäóò Core(a) = {a, b}, Core(x) = {x} è
Core(y) = {y}: ýëåìåíòû x è y íå ìîãóò áûòü îáú-
åäèíåíû â ÿäðî, ò.ê. xτx, íî yτx.

Ôàêòîðìíîæåñòâî A∗ = A/Ker τ ïðîñòðàíñòâà
òîëåðàíòíîñòè 〈A, τ 〉 ïî åãî ÿäðó ñîñòîèò èç ÿäåð
òîëåðàíòíîñòè τ .

Åñëè íà A∗ ââåñòè îòíîøåíèå τ ∗ ïî ïðàâèëó
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Core(x) τ ∗Core(y) ⇔ xτy,

òî τ ∗ îêàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè, à
〈A/Ker τ, τ ∗ 〉 � ïðîñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè.

Îòîáðàæåíèå ϕ : A → A/Ker τ, ϕ(x) = Core(x)
ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó åãî ÿäðî,
îáëàäàåò ñâîéñòâîì

xτy ≡ ϕ(x) τ ∗ϕ(y).

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ òîæäå-
ñòâåííî ñîãëàñîâàííî ñ ïàðîé îòíîøåíèé τ è τ ∗ íà
ìíîæåñòâàõ A è A/Ker τ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 2.14. 1. Íà 9-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå
A = {1, . . . , 9} òîëåðàíòíîñòü τ çàäàíà ìàòðèöåé

M(τ) =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1



C1

C1

C2

C3

C4

C3

C5

C6

C5

Ñòðîêè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèå ÿäðàì
C1, . . . , C6 òîëåðàíòíîñòè τ ïîìå÷åíû.

Ìàòðèöà òîëåðàíòíîñòè τ ∗ íà ôàêòîðìíîæåñòâå
A∗ = A/Ker τ = {C1, . . . , C6 } åñòü
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M(τ ∗) =


1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1

 .

2. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè 1�2�3 èìååì
M(τ ∗) = M(τ) .

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äðóãîìó îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè � êëàññàì òîëåðàíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ïóñòü 〈A, τ 〉 � ïðîñòðàíñòâî òîëå-
ðàíòíîñòè.

Ïîäìíîæåñòâî K ⊆ A íàçûâàþò ïðåäêëàññîì òî-
ëåðàíòíîñòè â A èëè τ -ïðåäêëàññîì, åñëè â í¼ì âñå
ïàðû ýëåìåíòîâ òîëåðàíòíû.

Ìàêñèìàëüíûé (ïî âêëþ÷åíèþ) ïðåäêëàññ íàçûâà-
þò êëàññîì òîëåðàíòíîñòè â A èëè τ -êëàññîì.

Ïðèìåð 2.15. 1. Ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè � òðèâèàëüíûé ïðè-
ìåð ïðåäêëàññà.

2. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè 1�2�3 êëàññû òîëåðàíòíî-
ñòè ñóòü { 1, 2 } è { 2, 3 }.

3. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè
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êëàññû òîëåðàíòíîñòè ñóòü { a, b, x } è { a, b, y }.

4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè
〈Sn, '〉.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̃i ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ ãðà-
íåé, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò i, 1 6 i 6 n.
ßñíî, ÷òî K̃i � ïðåäêëàññ.

Åñëè Ki îáúåäèíÿåò âñå ãðàíè, ñîäåðæàùèå ýëå-
ìåíò i, òî îí íåðàñøèðÿåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ êëàññîì òîëåðàíòíîñòè â Sn.

Ãåîìåòðè÷åñêè êëàññ Ki ñîñòîèò èç âñåâîçìîæ-
íûõ ãðàíåé ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó i.

� Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåäêëàññîâ òîëåðàíòíîñòè
ïðîñòðàíñòâà 〈A, τ 〉 îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæå-
ñòâà A, ò.ê. îáúåäèíåíèå âñåõ îäíîýëåìåíòíûõ
ïðåäêëàññîâ óæå îáðàçóåò ïîêðûòèå A.

� Åñëè çàäàíî ïîêðûòèå íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A
åãî ïîäìíîæåñòâàìè, òî òåì ñàìûì çàäàíà è òîëå-
ðàíòíîñòü τ íà í¼ì: âñå ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæà-
ùèõ äàííîìó ïîäìíîæåñòâó, ñ÷èòàåì òîëåðàíòíû-
ìè äðóã äðóãó.

Ïðè ýòîì äàííûå ïîäìíîæåñòâà áóäóò τ -
êëàññàìè òîëåðàíòíîñòè.

(Ñð. ñ òåîðåìîé î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè)
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::::::::
Ëåììà 2.1. Äëÿ âñÿêîãî ïðåäêëàññà ñóùåñòâóåò ñîäåð-
æàùèé åãî êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûé τ -ïðåäêëàññ K è âñå τ -ïðåäêëàññû, åãî ñî-
äåðæàùèå. Ëþáàÿ öåïü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà òàêèõ
ïðåäêëàññîâ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ K, áóäåò êîíå÷íîé, à çà-
êëþ÷èòåëüíûé ïðåäêëàññ áóäåò óæå êëàññîì. �

::::::::::
Òåîðåìà 2.12. Äëÿ âñÿêîé ïàðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-
ñòâà òîëåðàíòíîñòè 〈A, τ 〉, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøå-
íèè τ , ñóùåñòâóåò êëàññ òîëåðàíòíîñòè, èõ ñîäåð-
æàùèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ïàðà ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ïðåä-
êëàññ; íà÷èíàåì ñ íåãî �

Ðàçëîæåíèå òîëåðàíòíîñòè íà êâàäðàòû

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.6. Åñëè K1, . . . , Km � âñå êëàññû òî-
ëåðàíòíîñòè τ , òî

τ =
m⋃
i=1

K2
i .

Ïðèìåð 2.16. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè 1�2�3:

τ = { (1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3) }
K2

1 = { (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) },
K2

2 = { (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3) }.
Èëè ïðè çàäàíèè òîëåðàíòíîñòè (0, 1)-ìàòðèöàìè:

M(τ) =

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 =

 1 1 0
1 1 0
0 0 0

 ∨
 0 0 0

0 1 1
0 1 1

 .
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Ðàçëîæåíèå òîëåðàíòíîñòè íà êâàäðàòû íåïðèâîäè-
ìî, åñëè èç íåãî íåëüçÿ èñêëþ÷èòü åñëè íè îäèí êâàä-
ðàò.

Ïðèìåð 2.17. Ðàññìîòðèì òîëåðàíòíîñòü τ íà 6-
ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, çàäàâàåìóþ ãðàôîì

Êëàññû òîëåðàíòíîñòè:
K1 = { 1, 2, 3 }, K2 = { 2, 3, 5 },
K3 = { 2, 4, 5 }, K4 = { 3, 5, 6 }.

Ðàçëîæåíèÿ

� ïîëíîå τ = K2
1 ∪K2

2 ∪K2
3 ∪K2

4 � èçáûòî÷íî;

� τ = K2
1 ∪K2

3 ∪K2
4 � íåïðèâîäèìî.

Áàçèñ òîëåðàíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.15. Áàçèñîì B(τ) òîëåðàíòíîñòè τ íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ âñÿêèé íàáîð êëàññîâ,
îïðåäåëÿþùèé å¼ íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå íà êâàäðà-
òû.

� Òîëåðàíòíîñòü ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî áàçèñîâ ñ
ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âõîäÿùèõ â íèõ êëàññîâ.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå åäèíñòâåííûé áàçèñ òî-
ëåðàíòíîñòè τ ñîñòîèò èç å¼ êëàññîâ K1, K3 è
K4.

� Êîãäà òîëåðàíòíîñòü îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ, å¼ áàçèñ åäèíñòâåíåí è åãî ñîñòàâëÿþò
ñìåæíûå êëàññû.
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Ïðèìåð 2.18. Ðàññìîòðèì òîëåðàíòíîñòü íà 8-
ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, çàäàííóþ ãðàôîì ñ îáîçíà-
÷åííûìè êëàññàìè:

◦ ◦

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

�
�

�
�

K1

[
[
[
[K2

K3

K4

[
[
[
[
K5

�
�

�
�

K6
K7

Çäåñü êëàññû
K1, . . . , K5 è K7 îáðàçóþò 6-ýëåìåíòíûé, à êëàññû
K1, K3, K4, K6 è K7 � 5-ýëåìåíòíûé
áàçèñû äàííîãî ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ôàêòîðìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà
òîëåðàíòíîñòè 〈A, τ 〉 ïî åãî áàçèñó B(τ) íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû
èç B(τ) è èõ âñåâîçìîæíûå (íå îáÿçàòåëüíî ïîïàðíûå)
íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ.

Îáîçíà÷åíèå: A/B(τ), à â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî áàçè-
ñà � A/τ .

Ïðèìåð 2.19. 1. (ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 2.14 ñ ïðî-
ñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà 〈A, τ 〉
íà 9-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå A)

Çäåñü åäèíñòâåííûé áàçèñ òîëåðàíòíîñòè

B(τ) =
{
{1, 2, 3, 4, 6}︸ ︷︷ ︸

K1

, {1, 2, 3, 5, 7, 9}︸ ︷︷ ︸
K2

, {1, 2, 5, 8}︸ ︷︷ ︸
K3

}
.
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Íåïóñòûå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ:

K1 ∩K2 = { 1, 2, 3} = K4,

K1 ∩K3 = { 1, 2 } = K1 ∩K2 ∩K3 = K5,

K2 ∩K3 = { 1, 2, 5} = K6.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
A ïî áàçèñó B(τ) åñòü A/τ = {K1, . . . , K6 }.
Ýòî ôàêòîðìíîæåñòâî èìååò ëèøü îäèí îá-
ùèé ýëåìåíò K5 ñ òàêæå 6-ýëåìåíòíûì ôàê-
òîðìíîæåñòâîì ïî ÿäðó A/Ker τ , è ïîýòîìó
A/τ 6= A/Ker τ .

2. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòüè 1�2�3 êëàñ-
ñû ñóòü K1 = { 1, 2 } è K2 = { 2, 3 }; îíè è ñî-
ñòàâëÿþò åãî åäèíñòâåííûé áàçèñ.

Äîáàâèâ ê ýòèì êëàññàì

K3 = K1 ∩K2 = { 2 },

ïîëó÷èì ôàêòîðìíîæåñòâî ïî áàçèñó �
{K1, K2, K3 }.
Íàïîìíèì, ÷òî ôàêòîðìíîæåñòâî ïî ÿäðó åñòü
{ {1}, {2}, {3} } = {K1 rK3, K2 rK3, K3 }.

Ïîíÿòèå ôàêòîðìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíò-
íîñòè ïî åãî áàçèñó îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ïîëåçíîì â
ñëó÷àÿõ, êîäà áàçèñ ñîäåðæèò íåáîëüøîå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ.

Îíî èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ìèíèìèçàöèè
êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.
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2.5 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 2.1. Ïðîâåðèòü äèñòðèáóòèâíîñòü ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïå-
ðåñå÷åíèÿ, ò.å. ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C
ñïðàâåäëèâî:

(A ∩B)× C ?
= (A× C) ∩ (B × C) è

A× (B ∩ C)
?
= (A×B) ∩ (A× C) .

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî ðàâåíñòâî.
Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îáîçíà÷èìX = (A∩B)×C è Y = (A×C)∩(B×C).
Èìååì

x ∈ X ⇔ x = (x1, x2), x1 ∈ A ∩B, x2 ∈ C ,
y ∈ Y ⇔ y = (y1, y2), y1 ∈ A ∩B, y2 ∈ C .

Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü A è B � íåïóñòûå êîíå÷íûå ïîä-
ìíîæåñòâà óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U è x ∈ U .
Êàêèå èç íèæåïðèâåä¼ííûõ ñîîòíîøåíèé ñïðàâåäëè-
âû?

(1) ∅× A = ∅; (2) U × A = A;

(3) A ⊆ A× A;

(4) |A× {x} | = |A |;
(5) A×B = B × A ⇔ A = B.

Ðåøåíèå.
Âñå, êðîìå (2) : U × A = { (z, a) | z ∈ U, a ∈ A } .
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Çàäà÷à 2.3. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

(A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D).

Ðåøåíèå.
Ïóñòü X = (A∩B)×(C∩D) è Y = (A×C)∩(B×D) .

(x1, x2) ∈ X ⇔
{
x1 ∈ A ∩B
x2 ∈ C ∩D{

(a, c) ∈ A× C
(b, d) ∈ B ×D ⇔ (y1, y2) ∈ Y ⇔

{
y1 ∈ A ∩B
y2 ∈ C ∩D

Çàäà÷à 2.4. Óêàæèòå ÷åòûðå òàêèõ ìíîæåñòâà
A, B, C è D, ÷òî

(A ∪B)× (C ∪D) 6= (A× C) ∪ (B ×D).

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A = C = { 1 } è B = D = { 2 }.
Îáîçíà÷èì

X = (A ∪B)× (C ∪D) è Y = (A× C) ∪ (B ×D).

Èìååì

X = { (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) } ,
Y = { (1, 1), (2, 2) } 6= X .

Çàäà÷à 2.5. Íåñìîòðÿ íà ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî
óïðàæíåíèÿ ïîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äèñ-
òðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ.
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Ðåøåíèå. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

(A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C) è

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C) .

Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâ, âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.

Îáîçíà÷èìX = (A∪B)×C è Y = (A×C)∪(B×C).
Òîãäà

x ∈ X ⇔ x = (x1, x2), x1 ∈ A ∪B, x2 ∈ C ,
y ∈ Y ⇔ y = (y1, y2), y1 ∈ A ∪B, y2 ∈ C .

Çàäà÷à 2.6. Ïîêàçàòü, ÷òî

(A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D).

Ðåøåíèå.{
(a, b) ∈ A×B
(c, d) ∈ C ×D ⇒ (x1, x2) ∈ X ⇔

⇔
{
x1 ∈ A ∪ C
x2 ∈ B ∪D

⇔ (x1, x2) ∈ Y

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî ⇒ íåëüçÿ çàìåíèòü íà
⇔.

Ïóñòü A = B = {1}, C = D = {2} è

X = (A×B) ∪ (C ×D), Y = (A ∪ C)× (B ∪D) .

Òîãäà

A×B = {(1, 1)} ; C ×D = {(2, 2)} ;
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X = {(1, 1), (2, 2)} ;

A ∪ C = {(1, 2)} = B ∪D ;

Y = { (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) } .

Çàäà÷à 2.7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ìíî-
æåñòâ A è B è ëþáîãî ìíîæåñòâà C

(A×B) ∪ (B × A) = C × C ⇒ A = B = C.

Ðåøåíèå.
ßñíî, ÷òî C 6= ∅ è ðàññìîòðèì c = (c1, c2) ∈ C 2. Èìååì{

c1 ∈ A ,
c1 ∈ B

èëè

{
c2 ∈ B ,
c2 ∈ A ,

îòêóäà C ∈ A ∪B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,{
c1 ∈ A ,
c2 ∈ B

⇒ c ∈ A ∩B .

ò.å. A ∪B = A ∩B = C, îòêóäà A = B = C.

Çàäà÷à 2.8. Äîêàçàòü, ÷òî äâà ìíîæåñòâà ðàâíû åñëè
è òîëüêî åñëè ðåçóëüòàòû èõ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷å-
íèÿ ñîâïàäàþò.

Ðåøåíèå. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî A = B ⇔ A∪B = A∩B .

1. Ïðè A = B óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

2. Ïóñòü A + B = (A ∪ B)r (A ∩ B) = (A ∩ B) ∪
(A ∩ B). Èç âòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
A = B ⇔ A+B = ∅.
Îòñþäà ïðè A 6= B èç ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ñëåäóåò A ∪B 6= A ∩B.
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Çàäà÷à 2.9. Ïóñòü |A| = m, |B| = n. Íàéòè ÷èñëî
Cs(m,n) ñþðúåêòèâíûõ (Imρ = B) ñîîòâåòñòâèé (ρ)
ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B.

Ðåøåíèå. Êàæäûé ýëåìåíò b ∈ B âõîäèò â m ïàð
(a, b), a ∈ A.

Õîòÿ áû îäíó òàêóþ ïàðó âî âñþäó îïðåäåë¼ííîå
ñîîòâåòñòâèå âêëþ÷èòü íóæíî, à ïàðû (∅, b) áûòü íå
ìîæåò. Ò.î. ìîæåò áûòü 2m − 1 ïàð (a, b).

Íî êàæäûé ýëåìåíò b ∈ B ìîæåò áûòü âûáðàí n
ñïîñîáàìè, ò.å. Cs(m,n) = (2m − 1)n.

Çàäà÷à 2.10. Ïóñòü α è β � áèíàðíûå îòíîøåíèÿ (ñî-
îòâåòñòâèÿ) ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B. Ïðîâå-
ðèòü, ñîâïàäàþò ëè

1) ïðîåêöèè èõ îáúåäèíåíèÿ ñ îáúåäèíåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðîåêöèé:

Pr1(α∪β) = Pr1α∪Pr1β , Pr2(α∪β) = Pr2α∪Pr2β;

2) ïðîåêöèè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðîåêöèé:

Pr1(α∩β) = Pr1α∩Pr1β , Pr2(α∩β) = Pr2α∩Pr2β.

Ðåøåíèå. (1) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ A èìååì:

a ∈ Pr1(α∪β)⇔ ∃
B
b : a(α∪β)b ⇔ ∃

B
b : (aαb)∨(aβb)⇔

⇔ ∃
B
b : aαb ∨ ∃

B
b : aβb ⇔ a ∈ Pr1α ∨ a ∈ Pr1β ,

ò.å. Pr1(α ∪ β) = Pr1α ∪ Pr1β è àíàëîãè÷íî äëÿ Pr2.
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(2) Êàçàëîñü áû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ A èìååì:

a ∈ Pr1(α∩β)⇔ ∃
B
b : a(α∪β)b⇔ ∃

B
b : (aαb)N(aβb)

?⇔

⇔ ∃
B
b : aαb N ∃

B
b : aβb ⇔ a ∈ Pr1αN a ∈ Pr1β .

Ýòî ñëåäîâàíèå, îäíàêî, îøèáî÷íî: â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè âìåñòî ðàâíîñèëüíîñòè
?⇔ íåîá-

õîäèìî ïðîñòàâèòü ñëåäîâàíèå ⇒, ïîñêîëüêó
∃x (A(x)NB(x)) �� ∃xA(x) N ∃xB(x), íî íå íàîáî-
ðîò.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé ïðîåêöèè.
Â ýòîì ìåñòå îøèáñÿ äàæå À.Ïóàíêàðå.

Çàäà÷à 2.11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèé (áè-
íàðíûõ îòíîøåíèé) ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâà-
ìè, ñîñòîÿùèìè èç m è n ýëåìåíòîâ?

Ðåøåíèå. 2mn.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç m è
n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò mn óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð, è ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûäåëèòü 2mn åãî ïîäìíî-
æåñòâ.

Çàäà÷à 2.12. Â ÷åì ðàçíèöà ìåæäó îïåðàöèÿìè − è ]?

Ðåøåíèå. Îïåðàöèÿ − ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ëþ-
áîìó ìíîæåñòâó, ñîäåðæàùåìóñÿ â íåêîòîðîì óíèâåð-
ñàëüíîì ìíîæåñòâå.

Îïåðàöèÿ ] ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäìíîæåñòâó äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ.
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Çàäà÷à 2.13. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî íà A îò-
íîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. (ρ ]) ] = ρ ;

2. ρ ] = (ρ) ] ;

3. α ⊆ β ⇒ α ] ⊆ β ] ;

4. (α ∪ β) ] = α ] ∪ β ] ;

5. (α ∩ β) ] = α ] ∩ β ] .

Ðåøåíèå. Äàëåå a, b � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà A:

1. a(ρ ]) ]b = b(ρ ])a = aρb ;

2. bρ ]a = ¬(bρ ]a) = ¬(aρb) = aρb = b(ρ) ]a ;

3. bα ]a = aαb ⇒ aβb = bβ ]a ;

4. b(α ∪ β) ]a = a(α ∪ β)b = aαb ∨ aβb =

= bα ]a ∨ bβ ]a = b(α ] ∪ β ])a .

5. b(α ∩ β) ]a = a(α ∩ β)b = aαbN aβb =

= bα ]aN bβ ]a = b(α ] ∩ β ])a .

Çàäà÷à 2.14. Ïóñòü ρ � îäíîðîäíîå îòíîøåíèå íà êî-
íå÷íîì ìíîæåñòâå. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ìàòðèöà
M(ρ) = ‖ mij ‖, åñëè...

(1) Åñëè çàäàíà ìàòðèöà M(ρ), òî êàê áóäåò âû-
ãëÿäåòü ìàòðèöà M(ρ ])?
M(ρ ]) = M(ρ)T (òðàíñïîíèðîâàííàÿ).

(2) Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ìàòðèöà M(ρ), åñëè ρ �
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1. íåñîáñòâåííîå: ìàòðèöû I, ó êîòîðîé âñ¼ ýëåìåí-
òû ðàâíû 1 (óíèâåðñàëüíàÿ ìàòðèöà) è O, ó êî-
òîðîé âñ¼ ýëåìåíòû ðàâíû 0 (íóëü-ìàòðèöà);

2. åäèíè÷íîå: ñîäåðæèò 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è 0
íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ;

3. ðåôëåêñèâíîå: ñîäåðæèò 1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè;

4. àíòèðåôëåêñèâíîå: ñîäåðæèò 0 íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè;

5. ñèììåòðè÷íîå: ñèììåòðè÷íà, ò.å. M(ρ) = M(ρ)T ;

6. àíòèñèììåòðè÷íîå: ñîäåðæèò 1 íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè è ïðè i 6= j áóäåò mi,j = 1, òîëüêî åñëè
mj,i = 0.
Áóäåò ëè ìàòðèöà M(ρ) àíòèñèììåòðè÷íîé?
Íåò! (âîçìîæíî mi,j = mj,i = 0).

7. òðàíçèòèâíîå: M 2(ρ) = M(ρ).

Èëè: mij = 1 ⇒ ∀
1, ... , n

k (mjk = 1 ⇒ mik = 1 ).

8. ýêâèâàëåíòíîñòü: ñîäåðæèò 1 íà ãëàâíîé äèàãîíà-
ëè. mij = 1 ⇒ mii = 1, mjj = 1, mji = 1,
mij = 1.

Ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
ñòðîê ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà M(ρ) îòíî-
øåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåò ñîñòîÿòü èç ñîâî-
êóïíîñòè ìàòðèö I ðàçíîãî ïîðÿäêà, ðàñïîëîæåí-
íûõ ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Çàäà÷à 2.15. Ïóñòü ρ � îäíîðîäíîå îòíîøåíèå íà ìíî-
æåñòâå A. ßâëÿåòñÿ ëè ρn äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíè-
åì n ìíîæåñòâ ρ?
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Ðåøåíèå. Íåò (ñì. îïðåäåëåíèå äåêàðòîâà ïðîèçâåäå-
íèÿ è ñòåïåíè îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ: ρ� . . .�ρ 6= ρ×
. . .× ρ).

Çàäà÷à 2.16. Äàíî êîíå÷íîå îäíîðîäíîå îòíîøåíèå ρ
íà N:

ρ = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 5) } .
Íàéòè:

1. Pr1ρ, Pr1ρ
], Pr1(ρ ∪ ρ ]);

2. Îáðàçà ýëåìåíòîâ 1 è 4 è ïîäìíîæåñòâà
{ 1, 2 } ïðè ñîîòâåòñòâèè ρ;

3. Îòíîøåíèÿ ρρ ], ρ ]ρ è ρ2.

Ðåøåíèå. Èìååì

ρ ] = { (1, 1), (2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 2), (5, 3) }.

1. Pr1ρ = { 1, 2, 3 }, Pr1ρ
] = { 1, 2, 3, 4, 5 },

Pr1(ρ ∪ ρ ]) = { 1, 2, 3, 4, 5 };
2. ρ(1) = { 1, 2, 3 }, ρ(4) = ∅,
ρ({ 1, 2 }) = { 1, 2, 3, 4 };

3.

M(ρ) =


1 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , M(ρ ]) =


1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

 ,
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M(ρρ ]) =


1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , M(ρρ ]) =


1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1

 .

Ïîýòîìó

ρρ ] = { (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3) } ;

ρ ]ρ = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3),

(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 3), (5, 5)} ;

ρ2 = { (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 5) } .

Çàäà÷à 2.17. Åñëè îòíîøåíèå ρ ∈ R(R>0), òî ìíîæå-
ñòâî òî÷åê, åìó óäîâëåòâîðÿþùèõ (ãðàôèê ρ) åñòü
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïåðâîãî êâàäðàíòà êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè.

Óêàæèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ýòîãî
ãðàôèêà, åñëè ρ

1) ðåôëåêñèâíî;

2) ñèììåòðè÷íî;

3) òðàíçèòèâíî?

Ðåøåíèå. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ ∈ Fun (A,B) ãðà-
ôèêîì Gr(ϕ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî { (a, b) ∈ A ×
B | ϕ(a) = b }.

1) ñîäåðæèò áèññåêòðèñó ïåðâîãî êâàäðàíòà;
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2) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîãî
êâàäðàíòà;

3) åñëè òî÷êè A = (a, b) è B = (b, c) ïðèíàäëåæàò
ãðàôèêó, òî åìó ïðèíàäëåæèò è òî÷êà C = (a, c).

Çàäà÷à 2.18. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ãðàôèê îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè íà R>0?

Ðåøåíèå. Ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû
ïåðâîãî êâàäðàíòà, ñîäåðæà å¼.
Åñëè A è B ïðèíàäëåæàò ãðàôèêó è îðäèíàòà A ðàâ-
íà àáöèññå B, òî åìó ïðèíàäëåæèò è òî÷êà, ëåæàùàÿ
íà ïåðåñå÷åíèè àáöèññû A è îðäèíàòû B.

Çàäà÷à 2.19. Äëÿ îòíîøåíèé

α = { (x, y) ∈ R2 | x = y2 } è

β = { (x, y) ∈ R2 | xy > 0, }

íàéòè α ], αβ, βα è αα.

Ðåøåíèå.

� xα ]y = { (x, y) ∈ R2 | y = x2 }.
� x(αβ)y = ∃ z : (x = z2)N(yz > 0) ⇔
⇔ (x > 0) N (y > 0).

� x(βα)y = ∃ z : (xz > 0) N (z = y2) ⇔ x > 0.

� xα2y = { (x, y) ∈ R2 | x = y4 }.
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Çàäà÷à 2.20. Ïóñòü A, B è C � íåïóñòûå ìíîæå-
ñòâà, α ⊆ A×B è β ⊆ B × C.
Âûðàçèòü îòíîøåíèÿ αβ è αβ è ïðîèíòåðïðåòèðî-
âàòü ðåçóëüòàò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a ∈ A, c ∈ C.

a(αβ)c = ¬∃
B
b (aαb&bβc) = ∀

B
b¬ (aαb&bβc) =

= ∀
B
b
(
aαb ∨ bβc

)
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâà aα è cβ
]
îáðàçóþò

ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà B.

a(αβ)c = ∃
B
b
(
aαb&bβc

)
= ∃

B
b¬ (aαb ∨ bβc) =

= ¬∀
B
b (aαb ∨ bβc) .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâà aα è cβ ] íå îáðàçóþò
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà B.

Çàäà÷à 2.21. Èçâåñòíî, ÷òî èç 100 ñòóäåíòîâ æèâî-
ïèñüþ óâëåêàþòñÿ 28, ñïîðòîì � 42, ìóçûêîé � 30,
æèâîïèñüþ è ñïîðòîì � 10, æèâîïèñüþ è ìóçûêîé �
8, ñïîðòîì è ìóçûêîé � 5, æèâîïèñüþ, ñïîðòîì è
ìóçûêîé � 3. Îïðåäåëèòü:

1. êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, óâëåêàþùèõñÿ òîëüêî
ñïîðòîì;

2. êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, íè÷åì íå óâëåêàþùèõñÿ.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà ñòóäåíòîâ, óâëåêàþ-
ùèõñÿ æèâîïèñüþ � P , ñïîðòîì � S , ìóçûêîé � M
è ìíîæåñòâî âñåõ ñòóäåíòîâ � U . Òîãäà

(1) êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, óâëåêàþùèõñÿ òîëüêî
ñïîðòîì åñòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

S r ((S ∩ P ) ∪ (S ∪M)r (P ∩ S ∩M))

èëè 42− (10 + 5− 3) = 42− 12 = 30.

(2) êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, íè÷åì íå óâëåêàþùèõñÿ
åñòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Ur[(S∪P∪M)r((S∩P )∪(P∩M)∪(M∩S))∪(P∩S∩M)]

èëè

100− ((28 + 42 + 30)− (10 + 8 + 5) + 3) =

= 100− (100− 13 + 3) = 10.

Çàäà÷à 2.22. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ α, β ∈ A×B ñïðàâåä-
ëèâî

α = β ⇔ α ] = β ].

Ðåøåíèå.

α ] = β ] ⇔ ∀
A×B

(a, b)
(

(b, a) ] ∈ α ≡ (b, a) ∈ β ]
)
⇔

∀
A×B

(a, b) ( (a, b) ∈ α ≡ (a, b) ∈ β ) ⇔ α = β .

Çàäà÷à 2.23. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà îòíîøåíèÿ ñèì-
ìåòðè÷íû, òî èõ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå òàêæå
ñèììåòðè÷íû.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü α ] = α è β ] = β îäíîðîäíûå îòíî-
øåíèÿ. Òîãäà (α ∪ β) ] = α ] ∪ β ] = α ∪ β.
Äëÿ ∩ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 2.24. Ïîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå A×B×C íà A× (B×C),
ñîõðàíÿþùåå ïåðâóþ ïðîåêöèþ ïîëíîãî îòíîøåíèÿ è
ïåðåâîäÿùåå Pr2 â Pr1(Pr2), à Pr3 â Pr2(Pr2).

Ðåøåíèå. Âîçì¼ì â êà÷åñòâå

ϕ : A×B × C → A× (B × C)

òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ϕ(x) = x (ñëåâà è ñïðàâà
x èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ).

Çàäà÷à 2.25. Íàéòè ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ àíòèñèì-
ìåòðè÷íûõ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå èç
n ýëåìåíòîâ.

Ðåøåíèå. 3
n(n−1)

2 .
Óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî

ãëàâíîé äèàãîíàëè ýëåìåíòîâ ýëåìåíòîâ �
n(n− 1)

2
.

Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû âîçìîæíû 3 ñèòóàöèè:
(0, 0), (0, 1), (1, 0).

Çàäà÷à 2.26. Äëÿ ρ ∈ R(A) è ρ � ðåôëåêñèâíî è òðàí-
çèòèâíî, òî ρ = ρn, n = 1, 2, . . ..
Ïóñòü ρ = ρ2 ( ρ � ¾ñèëüíî òðàíçèòèâíî¿). Áóäåò
ëè ρ ðåôëåêñèâíûì?
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Ðåøåíèå. Íåò. Äëÿ îòíîøåíèÿ ρ ∈ R({a, b}), çàäàâàå-
ìîãî ìàòðèöåé

M(ρ) =

(
1 1
0 0

)
èìååò ìåñòî ρ = ρ2 è M 6∈ ρ.

2.6 Ñîîòâåòñòâèÿ

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâèé. Äëÿ íåïóñòûõ
ñîîòâåòñòâèé ρ, α, β ⊆ A×B è σ ⊆ B ×C è ïîäìíî-
æåñòâ X, X1, X2 ⊆ A, Y ⊆ B ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-
íèÿ:

ρ(A) = Im ρ, ρ ](B) = Dom ρ;

X1 ⊆ X2 ⇒ ρ(X) ⊆ ρ(Y ); α ⊆ β ⇒ α(X) ⊆ β(X);

α ⊆ β ⇒
{

Domα ⊆ Dom β
Imα ⊆ Im β

;

ρ ⊆ ρρ ]ρ.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ñîîò-
íîøåíèÿ: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ A è b ∈ B èìååì

aρb = (aρb) N (bρ ]a) N (aρb) ⇒ a(ρρ ]ρ)b.

ρ(X1 ∪X2) = ρ(X1) ∪ ρ(X2), ρ(X1 ∩X2)⊆ρ(X) ∩ ρ(Y );

(α ∪ β)(X) = α(X) ∪ β(X), (α ∩ β)(X)⊆α(X) ∩ β(X);

X ⊆ Dom ρ ⇔ X ⊆ (ρρ ])(X),

Y ⊆ Im ρ ⇔ Y ⊆ (ρ ]ρ)(Y );
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Dom(ρσ) = ρ ](Domσ) , Im(ρσ) = σ(Im ρ) .

Äîêàæåì ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà: î÷åâèäíî,

Domσ = σ ](C) è Im ρ = ρ(A).

è äàëåå:

Dom(ρσ) = (ρσ) ](C) = (σ ]ρ ])(C) =

= ρ ](σ ](C)) = ρ ](Domσ) ⊆ Dom ρ;

Im(ρσ) = (ρσ)(A) = σ(ρ(A)) = σ(Im ρ) ⊆ Imσ.

Ñîîòâåòñòâèå ρ ⊆ A × B íàçûâàþò âïîëíå ýôôåê-
òèâíûì, åñëè Dom(ρ) = A è Im(ρ) = B.

Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà f(m,n) âïîëíå ýôôåêòèâ-
íûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó A è B â êîíå÷íîì ñëó÷àå
|A| = m > 2, |B| = n > 0:

f(m,n) =
n∑
i=0

(−1)n−i
(
n

i

) (
2i − 1

)m
.

Òèïû ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëåíèå 2.17. Ñîîòâåòñòâèå ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè
A è B íàçûâàåòñÿ �

� ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì èëè âñþäó îïðåäå-
ë¼ííûì ñîîòâåòñòâèåì, åñëè MA⊆ ρρ ] (÷òî ýê-
âèâàëåíòíî Dom ρ = A);

� ÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì A â B , åñëè
ρ ]ρ ⊆MB (ýêâèâàëåíòíî aρb1 N aρb2 ⇒ b1 = b2).
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� ôóíêöèîíàëüíûì èëè îòîáðàæåíèåì A â B ,
åñëè MA⊆ ρρ ] N ρ ]ρ ⊆MB (÷òî ýêâèâàëåíòíî
∀ a ∈ A ∃! b ∈ B : aρb);

Îòîáðàæåíèå ϕ èç A â B íàçûâàþò ôóíêöèåé
èç A â B èëè îïåðàöèåé íà A;

� äèôóíêöèîíàëüíûì èëè êâàçèîäíîçíà÷íûì îòîá-
ðàæåíèåì, åñëè ρρ ]ρ ⊆ ρ (èëè, ïî äîêàçàííîìó
âûøå, ρρ ]ρ = ρ).

Â êîíå÷íîì ñëó÷àå (0, 1)-ìàòðèöà áóäåò ìàòðèöåé
äèôóíêöèîíàëüíîãî îòíîøåíèÿ i� â ïðÿìîóãîëüíèêå èç
äâóõ ñòðîê è äâóõ ñòîëáöîâ ïðè òîì, ÷òî â òð¼õ óãëàõ
ñòîÿò 1, òî è â ÷åòâ¼ðòîì óãëó ñòîèò 1.

::::::::::
Òåîðåìà 2.13 (Ê�àëüìàð-ßêóáîâè÷). Ïðîèçâîëüíîå îòíî-
øåíèå òîëåðàíòíîñòè ' íà ìíîæåñòâå A ìîæåò
áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ìíîãîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ ϕ èç A íà ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæ-
íûõ êëàññîâ òîëåðàíòíîñòè êàê

x ' y ⇔ ϕ(x) ∩ ϕ(y) 6= ∅ .

2.7 Îñíîâíûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé:

ϕ : A→ B, A
ϕ→ B, xϕ = b.

Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé A → B áóäåì îáî-
çíà÷àòü Fun (A,B) èëè BA, ïðè A = B � Fun (A).
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Ïóñòü B = 〈A, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà.
Ìíîæåñòâî AAn

âñåõ ôóíêöèé èç An â A îáðàçóåò
áóëåâó àëãåáðó 〈AAn

, +, ·, −,0, 1 〉, ãäå îïåðàöèè è âû-
äåëåííûå ýëåìåíòû çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f + g)(a) = f(a) t g(a), (f · g)(a) = f(a) u g(a),

f(a) = f ′(a), 0 = 0(a) ≡ o , 1 = 1(a) ≡ ι

(âåçäå a = (a1, . . . , an) ∈ An).

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 2.7. Îáúåäèíåíèå [ ïåðåñå÷åíèå ] äâóõ
îòîáðàæåíèé ϕ : A→ B è ψ : A→ B ÿâëÿåòñÿ îòîá-
ðàæåíèåì, åñëè è òîëüêî åñëè ϕ = ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ϕ è ψ � îòîáðàæåíèÿ èç
A â B, äëÿ êàæäîãî a ∈ A ϕ è ψ ñîäåðæàò ëèøü
ïî îäíîé ïàðå (a, b1) è (a, b2) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
b1, b2 ∈ B.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî b1 6= b2, òî ϕ∪ψ ñîäåðæèò
äâå, à ϕ ∩ ψ � íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïàðû ñ ïåðâûì
ýëåìåíòîì a. �

Îòðèöàíèå îòîáðàæåíèÿ, î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèåì
íå ÿâëÿåòñÿ. Ò.î. ïðèìåíåíèå ê îòîáðàæåíèÿì îáû÷íûõ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèé èíòåðåñà íå ïðåä-
ñòàâëÿåò.

::::::::::
Òåîðåìà 2.14. Åñëè ìíîæåñòâà A,B è C íåïóñòû, ϕ �
îòîáðàæåíèå èç A â B, à ψ � îòîáðàæåíèå èç B â C,
òî ϕψ � îòîáðàæåíèå èç A â C.

Äîêàçàòåëüñòâî.{
MA⊆ ϕϕ ], ϕ ]ϕ ⊆MB
MB⊆ ψψ ], ψ ]ψ ⊆MC

⇒ MA⊆ ϕϕ ] =
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= ϕ MB ϕ
] ⊆ ϕ(ψψ ])ϕ ] = (ϕψ)(ψ ]ϕ ]) = (ϕψ)(ϕψ) ],

Âêëþ÷åíèå (ϕψ) ](ϕψ) ⊆MC ïîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
�

Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé êàê îòîáðàæåíèé ïðèíÿòî
çàïèñûâàòü êàê èõ êîìïîçèöèþ ∗ :

(ϕ ∗ ψ)(x) = (ϕ � ψ)(x) = ψ(ϕ(x)),

èëè â àëüòåðíàòèâíîé íîòàöèè

(xϕ)ψ = x(ϕψ) = xϕψ.

Âèäû îòîáðàæåíèé. Åäèíè÷íîå îòíîøåíèå MA,
ðàññìàòðèâàåìîå êàê îòîáðàæåíèå A íà ñåáÿ, íàçûâà-
þò òîæäåñòâåííûì. Äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæå-
íèÿ áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèå idA.

Îïðåäåëåíèå 2.18. Îòîáðàæåíèå ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ

� âëîæåíèåì èëè èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A

â B, åñëè idA = ϕϕ ], ñèìâîëè÷åñêè A
ϕ
↪→ B; ïðè

ýòîì ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû A îòîáðàæàþòñÿ â ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòû B.

Åñëè A ⊆ B, òî âëîæåíèå A
ϕ
↪→ B òàêîå, ÷òî

ϕ(x) = x, íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì
ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B .

Ñ èíúåêöèåé ñâÿçàí ïðèíöèï Äèðèõëå: íå ñóùå-
ñòâóåò èíúåêöèè ìíîæåñòâà ñ á�îëüøèì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâî ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ.



96 417 ãð. Ãëàâà 2. Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ

� íàëîæåíèåì èëè ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì
A â B, ñþðúåêöèåé, åñëè ϕ ]ϕ = idB, ò.å. êàæäûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà B èìååò ñâîé ïðîîáðàç.

Îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ � ñþðúåêòèâíûå
îòîáðàæåíèÿ A1 × . . . × An

πi→ Ai, îïðåäåëÿåìûå
êàê (a1, . . . , ai, . . . , ak)

πi7→ ai, i = 1, n.

� áèåêöèåé èëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæå-
íèåì, åñëè idA = ϕϕ ] N ϕ ]ϕ = idB, ò.å. îíî ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîâðåìåííî è âëîæåíèåì, è íàëîæåíèåì.

Ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé èç A â B îáîçíà÷àåì
Bij (A,B), à â ñëó÷àå A = B � Bij (A).

ϕ ∈ Bij (A) � ïåðåñòàíîâêà A.

SymA = 〈Bij (A), ∗, −1, idA 〉 � ñèììåòðè÷åñ-
êàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà A.

Ïñåâäîîáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ ϕ : A→ B ñîîòâåò-
ñòâèå ϕ ], ìîæåò è íå áûòü îòîáðàæåíèåì èç B â A.
Åäèíñòâåííûé òèï îòîáðàæåíèé, èìåþùèõ îáðàòíîå �
áèåêöèè.

Áèåêöèÿ è ðàâíîìîùíîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî ìíî-
æåñòâà íàçûâàþò ðàâíîìîùíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñó-
ùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî çàìêíóòûé èíòåðâàë
[ 0, 1 ] ðàâíîìîùåí îòêðûòîìó (0, 1): ïîëîæèì

S = [ 0, 1 ]r { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . }
è òîãäà [ 0, 1 ] = { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S,

( 0, 1 ) = { 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S.



2.7. 417 ãð. 97

Îòîáðàæåíèå f : [ 0, 1 ]→ ( 0, 1 ), îïðåäåë¼ííîå êàê

f(x) =

 1/2, åñëè x = 0 ,
1/(n+ 2), åñëè x = 1/n, n = 1, 2, . . . ,
x, åñëè x ∈ S ,

áóäåò áèåêöèåé.

::::::::::
Òåîðåìà 2.15 (Êàíòîð-Øð¼äåð-Áåðíøòåéí). Åñëè êàæ-
äîå èç ìíîæåñòâ A è B ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó
äðóãîãî, òî A ðàâíîìîùíî B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò áèåê-
öèè θ1 ìåæäó A è ïîäìíîæåñòâîì B è θ2 ìåæäó B
è ïîäìíîæåñòâîì A, òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó A
è B.

Îáîçíà÷èì A0 = A è A1 = Im(θ2).
ßñíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

� A0 ⊃ A1 è Im(θ1) ⊂ B,

� A è B � áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà,

� èíà÷å òåîðåìà òðèâèàëüíî ñïðàâåäëèâà.
Êîìïîçèöèÿ óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé äà¼ò âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå θ = θ1 ∗ θ2 ìíîæåñòâà A0 íà
ñâî¼ ïîäìíîæåñòâî A2 è A1 ⊃ A2.

Îáîçíà÷èì θ(Ai) = Ai+2, i = 0, 1, 2 . . .. Ïîëó÷èì
öåïî÷êó ñòðîãî ñîäåðæàùèõñÿ äðóã â äðóãå ïîäìíî-
æåñòâ A: A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . ..

Äàëåå îáîçíà÷èì Ci = Ai r Ai+1, i = 0, 1, 2 . . . è

C =
⋂
i>0

Ai.
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Ïî ïîñòðîåíèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè C0, C2, C4, . . .
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå θ:

C2i+2 = θ(A2i)r θ(A2i+1) = θ(C2i).

Ïîñòðîèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

ϕ : A0
1:1←→ A1 �

ϕ(x) =

{
θ(x), åñëè x ∈ C2i, i = 0, 1, . . .
x, èíà÷å

Ò.î. èìååì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ

A
ϕ→ A1

θ−12→ B è ϕ ∗ θ−1
2 � èñêîìàÿ áèåêöèÿ. �

::::::::::
Òåîðåìà 2.16 (ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà). Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà óñëî-
âèÿ ñþðúåêòèâíîñòè, èíúåêòèâíîñòè è áèåêòèâíî-
ñòè ðàâíîñèëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ϕ ∈ Fun (A), |A| = n ãðàô

Γ =
−→
G(ϕ) èìååò n âåðøèí è n äóã, ïðè÷¼ì èç êàæ-

äîé âåðøèíû èñõîäèò ðîâíî îäíà äóãà:

� ϕ ñþðúåêòèâíî ⇒ â êàæäóþ âåðøèíó Γ âõîäèò
äóãà ⇒ ϕ � èíúåêòèâíî;

� â êàæäóþ âåðøèíó â êàæäóþ âåðøèíó Γ âõîäèò
ðîâíî îäíà äóãà⇒ ñ êàæäîé âåðøèíîé Γ ñâÿçàíû
ðîâíî ïî îäíîé âõîäÿùåé è èñõîäÿùåé äóãè⇒ ϕ�
áèåêòèâíî;

� áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ âëå-
÷¼ò ñþðúåêòèâíîñòü. �

Åñëè ∼ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà A, òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ π : A → A/∼, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîìó ýëåìåíòó a ∈ A åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å.
π(a) = [a]∼.

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì
(êàíîíè÷åñêèì, íàòóðàëüíûì); ñèìâîëè÷åñêè �
nat(A, ∼) èëè nat(∼).

Ïðèìåð 2.20 (ïðîäîëæåíèå Ïðèìåðà 2.5). Åñëè A �
ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñûïàííûõ â ìåøêè, è äëÿ ç¼ðåí a
è b ïîëîæèòü a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì ìåøêå, òî
êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ç¼ðåí,
ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå, à ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ �
ìíîæåñòâî ìåøêîâ.

Òîãäà π(a) � ìåøîê, â êîòîðîì ëåæèò çåðíî a.

Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå ϕ : A → B. Åãî ÿäðîì íà-
çûâàåòñÿ îòíîøåíèå Kerϕ ∈ R(A), çàäàííîå êàê

a1(Kerϕ)a2 ⇔ ϕ(a1) = ϕ(a2).
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ßäðî îòîáðàæåíèÿ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîíÿòèÿ ÿäðà
ñîîòâåòñòâèÿ è ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ:

Kerϕ = ϕϕ ].

Ñ ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ ϕ èç
A ñâÿçàíî ôàêòîðìíîæåñòâî A/Kerϕ è íàòó-
ðàëüíîå îòîáðàæåíèå nat(A, Kerϕ), äëÿ êîòîðîãî
nat(A, Kerϕ)(x) = [x]Kerϕ.

Îòîáðàæåíèÿ ϕ : A → B è nat(A, Kerϕ) èìåþò
îáùóþ ÿäåðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, íî îòîáðàæàþò A â
ðàçíûå ìíîæåñòâà: ñîîòâåòñòâåííî â B è â A/Kerϕ.

Êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû. Åñëè A, B, C, D �
íåêîòîðûå ìíîæåñòâà è

α : A→ B, β : B → C, γ : A→ C,
δ : B → D, ε : C → D,

òî äàííûå îòîáðàæåíèÿ íàãëÿäíî çàäàþò â âèäå äèà-
ãðàìì:

A B A B

C C D

w
α

[
[
[
[]γ

�
�

�
��

β

w
α

u

γ

u

δ

w
ε

Ãîâîðÿò, ÷òî ýòè äèàãðàììû êîììóòàòèâíû, åñëè
γ = αβ è αδ = γε ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü è äëÿ áîëåå ñëîæíûõ äèà-
ãðàìì.
Áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü íà äèà-
ãðàììàõ äâóíàïðàâëåííûìè ñòðåëêàìè ↔.
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::::::::::
Òåîðåìà 2.17 (î ðàçëîæåíèè îòîáðàæåíèé). Åñëè A, B �
íåïóñòûå è ϕ � îòîáðàæåíèå èç A â B, òî

ϕ = π ∗ ϕ ′ ∗ µ, (∗)

ãäå π = nat(Kerϕ), ϕ ′ � áèåêöèÿ ìåæäó A/Kerϕ,
à Imϕ è µ � âëîæåíèå Imϕ â B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñïðàâåä-
ëèâî â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

ßñíî, ÷òî Imϕ åñòü ïîäìíîæåñòâî B.
Â êà÷åñòâå µ âîçüì¼ì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ Kerϕ îòîáðàæåíèå
ϕ ′ : A/Kerϕ → Imϕ áèåêòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî
ðàçëîæåíèå (∗) áóäåò ñïðàâåäëèâûì, åñëè â êà÷åñòâå
π âçÿòü nat(Kerϕ). �

::::::::::
Òåîðåìà 2.18 (îñíîâíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé). Ïóñòü
äàíû íåïóñòûå ìíîæåñòâà A, B è îòîáðàæåíèå
ϕ : A→ B. Òîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ψ : A/Kerϕ → B ÿâëÿþùååñÿ âëîæåíèåì, è òàêîå,
÷òî íèæåñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

A B

A/Kerϕ

w
ϕ

'
'
'')

nat (Kerϕ) [
[
[[]

ψ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ψ = ϕ ′ ∗ µ â (∗).
Òîãäà ψ([a]Kerϕ) = ϕ(a) � îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîå
âëîæåíèå Kerϕ â B, ò.å. ϕ = π ∗ ψ. �

Îñíîâíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé: ëþáîå îòîáðàæåíèå
ϕ : A→ B (A è B íåïóñòû) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå êîìïîçèöèè íàëîæåíèÿ π è âëîæåíèå ψ:

ϕ = π ∗ ψ,
ãäå π = nat (Kerϕ) è Kerϕ

ψ
↪→ B.

Î÷åâèäíî ψ � áèåêöèÿ ïðè ñþðúåêòèâíîñòè ϕ.

::::::::::
Òåîðåìà 2.19 (î äðîáíûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ). Ïóñòü äà-
íî ìíîæåñòâî A è ýêâèâàëåíòíîñòè α, β íà í¼ì
òàêèå, ÷òî β ⊆ α. Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå
ϕ : A/β → A/α è áèåêöèÿ ψ : (A/β)/(α/β) → A/α
òàêèå, ÷òî äèàãðàììà

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[
[
[[̂

nat β
'
'
'
'
'')

nat α

w
ϕ

'
'
'
'')nat (α/β)

][
[
[
[[̂ ψ

êîììóòàòèâíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[
[
[[̂

nat β
'
'
'
'
'')

nat α

w
ϕ

'
'
'
'')nat (α/β)

][
[
[
[[̂ ψ

Çàäàäèì ôóíêöèþ ϕ([a]β) = [a]α (çàäàíèå êîððåêòíî,
ò.ê. êàæäîìó êëàññó [a]β ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé
êëàññ [a]α) è ïðèìåíèì òåîðåìó îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ
îòîáðàæåíèé ê íèæíåé ÷àñòè äèàãðàììû.
Ïîñêîëüêó ϕ åñòü íàêðûòèå, òî

ψ([[a]β]α/β) = ϕ([a]β) = [a]α � áèåêöèÿ.
�

2.8 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Óñòíûå âîïðîñû

Çàäà÷à 2.27. Êàêîå ñîîòâåòñòâèå ρ ìåæäó A è B
íàçûâàåòñÿ

� ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì èëè âñþäó îïðåäå-
ë¼ííûì ñîîòâåòñòâèåì?

MA⊆ ρρ ] (÷òî ýêâèâàëåíòíî Domρ = A );

� ÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì (÷àñòè÷íîé ôóíêöè-
åé) A â B ?
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ρ ]ρ ⊆MB (÷òî ýêâèâàëåíòíî
aρb1 N aρb2 ⇒ b1 = b2 äëÿ a ∈ A, ïðè ýòîì
Domρ ⊆ A );

� ôóíêöèîíàëüíûì èëè îòîáðàæåíèåì A â B ?

MA⊆ ρρ ] N ρ ]ρ ⊆MB (÷òî ýêâèâàëåíòíî ñó-
ùåñòâîâàíèþ äëÿ âñåõ a ∈ A åäèíñòâåííîãî
b ∈ B òàêîãî, ÷òî aρb ).

Çàäà÷à 2.28. Ïóñòü |A| = m, |B| = n. Íàéòè ÷èñëî
Mm(m,n) âñþäó îïðåäåë¼ííûõ ñîîòâåòñòâèé (ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé) ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B.

Ðåøåíèå. Êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A âõîäèò â n ïàð
(a, b), b ∈ B.

Õîòÿ áû îäíó òàêóþ ïàðó âî âñþäó îïðåäåë¼ííîå
ñîîòâåòñòâèå âêëþ÷èòü íóæíî, à ïàðû (a,∅) áûòü íå
ìîæåò. Ò.î. ìîæåò áûòü 2n − 1 ïàð (a, b).

Íî êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A ìîæåò áûòü âûáðàí m
ñïîñîáàìè, ò.å. Mm(m,n) = (2n − 1)m.

Çàäà÷à 2.29. Ïóñòü |A| = m, |B| = n. Íàéòè ÷èñ-
ëî Mp(m,n) ÷àñòè÷íûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè A è B.

Ðåøåíèå. Êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A âõîäèò â n ïàð
(a, b), b ∈ B.

Â ÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå ìîæíî âêëþ÷èòü íå6 áî-
ëåå îäíîé òàêîé ïàðû. Ò.î. ìîæåò áûòü n+ 1 ïàð (a, b).

Íî êàæäûé ýëåìåíò a ∈ A ìîæåò áûòü âûáðàí m
ñïîñîáàìè, ò.å. Mp(m,n) = (n+ 1)m.
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Çàäà÷à 2.30. Ïðèâåäåòå ïðèìåðû îòíîøåíèÿ íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå �

1. ðåôëåêñèâíîãî è ñèììåòðè÷íîãî, íî íå òðàíçè-
òèâíîãî;

2. ðåôëåêñèâíîãî è òðàíçèòèâíîãî, íî íå ñèììåò-
ðè÷íîãî;

3. ñèììåòðè÷íîãî è òðàíçèòèâíîãî, íî íå ðåôëåê-
ñèâíîãî.

Ðåøåíèå.
1. Äëÿ òî÷åê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé îòíîøåíèå íà-

õîäèòüñÿ íå ðàññòîÿíèè íå áîëüøèì, ÷åì äàííîå
(¾áëèçîñòü¿, îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè);

2. Äëÿ òî÷åê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé îòíîøåíèå 6.

3. Ñ ìàòðèöåé

(
1 0
0 0

)

Çàäà÷à 2.31. Êàê âûãëÿäÿò ìàòðèöû M(ρ) îòîáðàæå-
íèÿ ρ : A→ B (A è B êîíå÷íû), åñëè ρ

� âëîæåíèå?

� íàëîæåíèå?

� áèåêöèÿ?

Ðåøåíèå. ρ �

âëîæåíèå � â êàæäîé ñòðîêå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà 1.

íàëîæåíèå � â êàæäîì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ íå ìåíåå
îäíîãî 1.
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áèåêöèÿ � Ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, â êàæäîé ñòðîêå
è êàæäîì ñòîëáöå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà
1 (M(ρ) � ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà).

Çàäà÷à 2.32. Ïóñòü f : N→ N,

f(x) = y
def
= min { z | x < z }.

Ïîñòðîèòü f ′ ñóæåíèå f íà 2N.

Ðåøåíèå. Íà N èìååì f(x) = x+ 1.
Íà 2N ïî îïðåäåëåíèþ f ′(x) = x+ 2.
Îäíàêî f ′(2n) 6= f(2n), ïîýòîìó ñóæåíèÿ f(x) íà 2N
íå ñóùåñòâóåò.

Îçíà÷àåò ëè ýòî ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñóæåíèÿ f(x)
íè íà êàêîå ïîäìíîæåñòâî N?
- Íåò! Ñóùåñòâóåò ñóæåíèå íà n, n+ 1, . . ..

Çàäà÷à 2.33 (ñ îòâåòàìè). Êàêîå îòîáðàæåíèå
ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ

� ïîñòîÿííûì èëè êîíñòàíòîé?
ϕϕ ] = OA.

� èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A â B ?
idA = ϕϕ ].

� ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A â B ?
ϕ ]ϕ = idB.

� áèåêöèåé, áèåêòèâíûì, âçàèìíîîäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì?
idA = ϕϕ ] N ϕ ]ϕ = idB,
ò.å. îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âëîæåíèåì, è
íàëîæåíèåì.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 2.34. Äëÿ îòíîøåíèé

α = { (x, y) ∈ R2 | x = y2 } è

β = { (x, y) ∈ R2 | xy > 0, }

íàéòè α ], αβ, βα è αα.

Ðåøåíèå.

� xα ]y = { (x, y) ∈ R2 | y = x2 }.

� x(αβ)y = ∃
R

z
(
x = z2 N yz > 0

)
⇔ x > 0Ny > 0.

� x(βα)y = ∃
R

z
(
xz > 0 N z = y2

)
⇔ x > 0.

� xα2y = { (x, y) ∈ R2 | x = y4 }.

Çàäà÷à 2.35. Ïóñòü M = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } îïðåäåëåíî
îòíîøåíèå ρ � ¾îòëè÷àòüñÿ íà 2¿. Ïîñòðîèòü ìàò-
ðèöû îòíîøåíèÿ ρ è åãî ðåôëåêñèâíîãî çàìûêàíèÿ ρ∗.

Ðåøåíèå. aρb = a = b+ 2 ∨ a+ 2 = b. Ìàòðèöû ρ è ρ∗

ïîêàçàíû íèæå.

ρ 1 2 3 4 5 6
1 0 0 1 0 0 0
2 0 0 0 1 0 0
3 1 0 0 0 1 0
4 0 1 0 0 0 1
5 0 0 1 0 0 0
6 0 0 0 1 0 0

ρ∗ 1 2 3 4 5 6
1 1 0 1 0 1 0
2 0 1 0 1 0 0
3 1 0 1 0 1 0
4 0 1 0 1 0 1
5 1 0 1 0 1 0
6 0 1 0 1 0 1
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Çàäà÷à 2.36. Ïóñòü M = { a, b, c, d, e, f, g }, à îòíî-
øåíèå ρ íà M çàäàíî ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:

ρ a b c d e f g
a 0 1 0 0 0 0 0
b 0 0 1 0 0 0 0
c 0 0 0 1 0 0 0
d 0 0 0 0 1 0 0
e 0 0 0 0 0 0 0
f 0 0 0 0 0 0 1
g 0 0 0 0 1 0 0

Îïðåäåëèòü òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ρt.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ρt = ρ+ =
⋃
n∈N

ρn.

Èìååì äëÿ ρ2 è ρ3

0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0


è



0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


Ïåðâàÿ ìàòðèöà � äëÿ ρ3.
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Äàëåå M(ρn) = O ïðè n > 4. Âòîðàÿ ìàòðèöà �
äëÿ ρt.

0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


,



0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0


Çàäà÷à 2.37. Íà ìíîæåñòâå N2

0 ïîëîæèì ïî îïðåäåëå-
íèþ, ÷òî

〈 a, b 〉 ∼ 〈 c, d 〉 ⇔ a+ d = b+ c.
1. Ïîêàæèòå, ÷òî ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-

âàëåíòíîñòè.

2. Îïèøèòå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäàå-
ìûå ∼.

Ðåøåíèå. (1)
R: a+ b = b+ a ⇒ 〈 a, b 〉 ∼ 〈 a, b 〉;

S: a+ d = b+ c ⇒ c+ b = d+ a. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
〈 a, b 〉 ∼ 〈 c, d 〉 ⇒ 〈 c, d 〉 ∼ 〈 a, b 〉.

T: {
a+ d = b+ c
c+ f = d+ e

∣∣∣∣ + ⇒ a+ f = b+ e .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî{
〈 a, b 〉 ∼ 〈 c, d 〉
〈 c, d 〉 ∼ 〈 e, f 〉 ⇒ 〈 a, b 〉 ∼ 〈 e, f 〉 .
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(2) Èìååì 〈 a, b 〉 ∼ 〈 c, d 〉 ⇒ d = c+ b− a.
Äàëåå 〈 a, b 〉 = 〈 a, a+ b− a 〉.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíû ýëåìåíòû òîëüêî ñëå-
äóþùåãî âèäà 〈x, x+ z 〉 ∼ 〈 y, y + z 〉.

Çàäà÷à 2.38. Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ϕ � ψ èíúåê-
öèé (ñþðúåêöèé) ϕ ∈ A × B è ψ ∈ B × C òàêæå
ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé (ñþðúåêöèåé).

Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ èíúåêöèé. Ïîñêîëüêó ϕ
è ψ � èíúåêöèè, òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî idA = ϕϕ ] è
idB = ψψ ].

Íî òîãäà

(ϕψ)(ϕψ) ] = (ϕψ)(ψ ]ϕ ]) = ϕ(ψψ ])ϕ ] =

= ϕidBϕ
] = ϕϕ ] = idA ,

ò.å. ϕψ � èíúåêöèÿ (èç A â C).
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñþðúåêöèé. Ïîñêîëüêó ϕ è ψ �
ñþðúåêöèè, òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ϕ ]ϕ = idB è
ψ ]ψ = idC .

Íî òîãäà

(ϕψ) ](ϕψ) = (ψ ]ϕ ])(ϕψ) = ψ ](ϕ ]ϕ)ψ =

= ψ ]idBψ = ψ ]ψ = idC ,

ò.å. ϕψ � ñþðúåêöèÿ (èç A â C).

Çàäà÷à 2.39. Ïóñòü äàíû îòîáðàæåíèÿ f : A → B è
g : C → D. Ïîêàçàòü, ÷òî

1. åñëè f ñþðúåêòèâíî è g � ôóíêöèÿ, òî Im (g ]�
f) = C;
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2. åñëè f è g � áèåêöèè, òî (g−1 � f)−1 = f−1 � g;
3. åñëè Img ⊆ Imf , òî (f � f−1 � g)(C) = Img.

Ðåøåíèå.

1. åñëè f ñþðúåêòèâíî è g � ôóíêöèÿ, òî
Im (g ] � f) = C;

2. åñëè f è g � áèåêöèè, òî (g−1 � f)−1 = f−1 � g;
3. åñëè Img ⊆ Imf , òî (f � f−1 � g)(C) = Img.

Çàäà÷à 2.40. Ïóñòü A = { 1, . . . , n }. Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè îòîáðàæåíèå f : A→ A ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì,
òî f � áèåêöèÿ (ïåðåñòàíîâêà) íà A.

Ðåøåíèå. Åñëè f � íàëîæåíèå, òî êàæäûé ýëåìåíò
a ∈ A èìååò ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ f−1(a) ⊆ A. Ëèøü
ïðè |f−1(a)| = 1 ∈ A îòîáðàæåíèå f íå áóäåò ìíîãî-
çíà÷íûì.

Çàäà÷à 2.41. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé:

1. f(x) : X → Y � èíúåêöèÿ åñëè è òîëüêî åñëè
f � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå:

∀
X
x1 ∀

X
x2 : (f(x1) = f(x2)) ⇔ (x1 = x2); (∗)

2. f(x) : X → Y � ñþðúåêöèÿ åñëè è òîëüêî åñ-
ëè f � îòîáðàæåíèå ¾íà¿ (êàæäûé ýëåìåíò Y
èìååò ïðîîáðàç)

∀
Y
y ∃
X
x : f(x) = y. (∗∗)
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Ðåøåíèå. (1) Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (∗). Òîãäà îïðåäåëåíî
÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå f ] èç Y â X, ò.å. ff ] ⊆ idX .
Íî îòîáðàæåíèå f âñþäó îïðåäåëåíî, è ïîýòîìó
ff ] = idX .

Ïóñòü òåïåðü (∗) íåñïðàâåäëèâî.
Òîãäà f ] � âñþäó îïðåäåë¼ííîå (ìíîãîçíà÷íîå) ñîîò-
âåòñòâèå, è äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X ìíîæåñòâî ff ](x)
áîëåå, ÷åì îäíîýëåìåíòíî, ò.å. ff ] 6= idX .

(2) Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (∗∗).
Òîãäà, ïîñêîëüêó f � ôóíêöèÿ, ïðîîáðàçû f ](y) ýëå-
ìåíòîâ y ∈ Y íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èõ
f(f ](y)) ñîâïàäàþò ñ y è f ]f = idY .

Ïóñòü òåïåðü (∗∗) íåñïðàâåäëèâî. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò y ∈ Y íå èìåþùèé ïðîîáðàçà, è, ñëåäîâàòåëüíî,
f ]f 6= idY .

Çàäà÷à 2.42. ßâëÿåòñÿ ëè âñþäó ëîæíîå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòüþ?

Ðåøåíèå. Íåò, ò.ê. îíî íå ðåôëåêñèâíî.

Çàäà÷à 2.43. Äëÿ îòíîøåíèÿ ρ íà { a, b, c } çàäàííîãî
ìàòðèöåé

ρ a b c
a 0 1 0
b 1 0 0
c 0 1 0

îïðåäåëèòü îòíîøåíèÿ ρ, ρ ], ρ2, ρ+ è ρ∗.
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Ðåøåíèå.
ρ a b c
a 1 0 1
b 0 1 1
c 1 0 1

ρ ] a b c
a 0 1 0
b 1 0 1
c 0 0 0

ρ2 a b c
a 1 0 0
b 0 1 0
c 1 0 0

ρ+ a b c
a 1 1 0
b 1 1 0
c 1 1 0

ρ∗ a b c
a 1 1 0
b 1 1 0
c 1 1 1

Çàäà÷à 2.44. 1. Ïóñòü ρ � îäíîðîäíîå îòíîøåíèå
íà N , òàêîå, ÷òî ρ = { (x, y) | y = x+ 1 }.
Íàéòè ρt è ρ∗ .

2. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå îòíîøåíèå < � íà Q.
Íàéòè <t è <∗ .

3. Ïóñòü α � îäíîðîäíîå îòíîøåíèå íà Q , òàêîå,
÷òî α = { (x, y) | x · y = 1 }.
Íàéòè αt è α∗ .

Ðåøåíèå.

1. ρt =<; ρ∗ =6.

2. <t =<; <∗=6.

3. αt = { (x, x) | x 6= 0 } ∪ α; α∗ = αt ∪ {(0, 0)}.

Çàäà÷à 2.45. Êîììóòàòèâíà ëè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
îòîáðàæåíèé? ñîîòâåòñòâèé? Ïðèâåñòè ïðèìåðû.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâà îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà A = { 1, 2, 3 } â ñåáÿ:

ϕ =

(
1 2 3
2 1 3

)
, ψ =

(
1 2 3
1 3 2

)
.

Òîãäà

ϕ � ψ =

(
1 2 3
3 1 2

)
, íî ψ � ϕ =

(
1 2 3
2 3 1

)
Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óìíîæåíèå îòîáðàæåíèé
(à òåì áîëåå ñîîòâåòñòâèé) íå êîììóòàòèâíî.

Çàäà÷à 2.46. Ïîêàæèòå ôîðìàëüíî, ÷òî åñëè ϕ �

îòîáðàæåíèå èç A â B, òî ϕϕ ] ýêâèâàëåíòíîñòü
íà A.

Ðåøåíèå. Èìååì ϕ ∈ A×B,
(
MA⊆ ϕϕ ]

)
N
(
ϕ ]ϕ ⊆MB

)
(∗)

R: MA⊆ ϕϕ ] ïî (∗).
S: (ϕϕ ]) ] = (ϕ ]) ]ϕ ] = ϕϕ ].

T: (ϕϕ ])2 = ϕϕ ]ϕϕ ] = ϕ(ϕ ]ϕ)ϕ ]
(∗)
⊆ ϕ MB ϕ ] = ϕϕ ].

ϕϕ ] = Ker ϕ
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Ãëàâà 3

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà

3.1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðåäïîðÿäêàìè íàçûâàþò ðåôëåêñèâ-
íûå (R) è òðàíçèòèâíûå (T) îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ.

Ïðèìåð 3.1. Ïðåäïîðÿäêàìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå îòíîøåíèÿ:

1) îòíîøåíèå äåëèìîñòè | íà ìíîæåñòâå Zr {0};
2) îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè ` â ëîãèêå: åñëè èç ëî-

ãè÷åñêîé ôîðìóëû A âûâîäèòñÿ ôîðìóëà B, òî
ïèøóò A ` B;

3) îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ (íàïðèìåð, ïî öåíå èëè
ïîëåçíîñòè òîâàðà) â ýêîíîìèêå.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ðåôëåêñèâíûå (R), àíòèñèììåòðè÷-
íûå (AS) è òðàíçèòèâíûå (T) îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ
íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 3.2. Âñå ïðåäïîðÿäêè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà
íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè.

1. Äëÿ ýëåìåíòîâ Zr{0} èç m | n è n | m ñëåäóåò
íå m = n, à ëèøü |m| = |n|.
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2. Âîçìîæíî A ` B è B ` A, íî A 6= B
(ôîðìóëû A è B íå ñîâïàäàþò êàê ñòðî-
êè ñèìâîëîâ): íàïðèìåð, äëÿ A = x �� y è
B = (¬x ∨ y) N (z ∨ ¬z) ;

3. ßñíî, ÷òî îäèíàêîâûå è öåíó, è ïîëåçíîñòü ìîãóò
èìåòü ðàçíûå òîâàðû.

Ïðèìåð 3.3. ×àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè ÿâëÿþòñÿ:

� Îòíîøåíèå 6 íà ìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ, öå-
ëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

� Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ íà ñîâîêóïíîñòè
A = {A1, A2, . . .} ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà � âàæíåéøèé ïðèìåð ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà. Ãîâîðÿò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü A óïîðÿäî÷åíà
ïî âêëþ÷åíèþ.

� Äèàãîíàëüíîå îòíîøåíèå M íà ïðîèçâîëüíîì ìíî-
æåñòâå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê ýêâè-
âàëåíòíîñòü, íî è êàê ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.
Ìíîæåñòâî ñ òàêèì ïîðÿäêîì íàçûâàþò òðèâè-
àëüíî óïîðÿäî÷åííûì.

Ïîðÿäîê èç ïðåäïîðÿäêà ρ ìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè
îòîæäåñòâèòü òàêèå ýëåìåíòû a è b, äëÿ êîòîðûõ îä-
íîâðåìåííî è aρb è bρa.

::::::::::
Òåîðåìà 3.1. Åñëè � � ïðåäïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå P ,
òî

1) îäíîðîäíîå îòíîøåíèå ε íà P , îïðåäåëÿåìîå
óñëîâèåì
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a ε b ⇔ a � bN b � a
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ;

2) îäíîðîäíîå îòíîøåíèå ≤ íà ôàêòîðìíîæåñòâå
P/ε, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

[ a ]ε ≤ [ b ]ε ⇔ a � b,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, îòíîøåíèå ε ïðè-
îáðåòàåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè (S) â äîïîëíå-
íèå ê ñâîéñòâàì ðåôëåêñèâíîñòè (R) è òðàíçèòèâ-
íîñòè (T), íàñëåäóåìûõ îò �.

2. Ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè (R) è òðàíçèòèâíîñòè
(T) ≤ íàñëåäóþòñÿ îò îòíîøåíèÿ �.
Â ñèëó ñâîéñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ε,
îíî îêàçûâàåòñÿ åù¼ è àíòèñèììåòðè÷íûì (AS).

�

Ïðèìåð 3.4. 1. [n]ε = {n, −n} è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
≤ åñòü îòíîøåíèå äåëèìîñòè | íà ôàêòîðìíîæå-
ñòâå {Zr {0}}/ε.

2. Åñëè íà ìíîæåñòâå âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë A
ââåñòè îòíîøåíèå ' äåäóêòèâíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ïî ïðàâèëó

A ` B NB ` A ⇔ A ' B ,

òî A/' � ôàêòîðìíîæåñòâî êëàññîâ äåäóêòèâíî
ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë, ÿâëÿþùååñÿ, áîëåå òîãî,
áóëåâîé àëãåáðîé è íàçûâàåìîé àëãåáðîé Ëèíäåí-
áàóìà�Òàðñêîãî (ñèìâîëè÷åñêè L∗).
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3. Ñèòóàöèþ ñ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ â ýêîíîìè-
êå îñòàâëÿåì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçáîðà.

Ïîðÿäêè: îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíû

� Ñèìâîëû îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà:
v, 6, 4 . . ..

� Åñëè a v b, òî ãîâîðÿò, ÷òî a ïðåäøåñòâóåò b ,
b ñëåäóåò çà a , ñîäåðæèò a.

� Èíòåðâàë: [ a, b ] = {x | (a v x) N (x v b) }.
� Åñëè [ a, b ] = { a, b }, òî ãîâîðÿò, ÷òî a íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðåäøåñòâóåò b è ÷òî b íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäóåò çà a èëè ïîêðûâàåò, äîìèíèðóåò íàä
a (ñèìâîëè÷åñêè al b).

� Ýëåìåíòû a è b ñðàâíèìû, åñëè (a v b)∨(b v a),
è íåñðàâíèìû èíà÷å (ñèìâîëè÷åñêè a ∼ b è a � b
ñîîòâåòñòâåííî).

� Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà: x < y ⇔ x v y è
x 6= y,

� Äâîéñòâåííûé ïîðÿäîê : x w y ⇔ y v x è àíà-
ëîãè÷íî äëÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïàðó P = 〈P, v〉, ãäå P � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî, à v � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà í¼ì, íàçûâà-
þò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (ñîêðàù¼í-
íî ÷.ó. ìíîæåñòâîì).

Ïîíÿòèå ÷.ó. ìíîæåñòâà ââåäåíî Ô. Õàóñäîðôîì â
1914 ã., íî ðàçâèòèå òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ êàê ñàìîñòîÿ-
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òåëüíîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ã. Áèðê-
ãîôà â 1930-õ ãîäàõ.

Ãàððåò Áèðêãîô

(Garrett Birkho�, 1911�1996)
� àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
Ðàáîòàë âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ

�÷èñòîé� è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè,
çàëîæèë îñíîâû óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû.

×.ó. ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð îñîáîãî
òèïà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû � ìîäåëè. ÀÑ ÿâëÿåòñÿ
ìîäåëüþ, åñëè â íåé îòñóòñòâóþò îïåðàöèè íà íîñèòåëå,
íî èìåþòñÿ îòíîøåíèÿ íà í¼ì.

Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå, çàäàâ íà í¼ì íåêîòîðûé ïîðÿäîê. Íà-
ïðèìåð, íà äâóõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {x, y } ìîæíî
ïîñòðîèòü 3 ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêà: òðèâèàëüíûé, x v y
è y v x.

Ïðèìåð 3.5. ×.ó. ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ:

� ìîäåëè 〈R, 6 〉, 〈N, 6 〉, 〈N, | 〉, 〈Bn, 4 〉 è
〈 P(·), ⊆〉;

� ñîâîêóïíîñòü ëó÷åé íà ïðÿìîé ñ îòíîøåíèåì
âêëþ÷åíèÿ;

� äëÿ A 6= ∅ ìîäåëü 〈 E(A), ⊆〉 åñòü ÷.ó. ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà A (èìåÿ
â âèäó âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ðàçáè-
åíèÿìè ìíîæåñòâà è îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íà í¼ì); ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî A óïîðÿäî÷åí-
íî ïî èçìåëü÷åíèþ;
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� ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ãäå

( a1, . . . , ak ) v ( b1, . . . , bl )

îçíà÷àåò, ÷òî k 6 l è ai = bi ïðè 1 6 i 6 k.

Åñëè 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî, Q ⊆ P è v|Q �
ñóæåíèå îòíîøåíèÿ v íà Q, òî è 〈Q, v|Q 〉 � ÷.ó.
ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ÷.ó. ïîäìíîæåñòâîì P .

Åñëè íà ìíîæåñòâå P çàäàíû ïîðÿäêè v1 è v2 è
v1⊆v2 (èç x v1 y ñëåäóåò x v2 y äëÿ âñåõ x, y ∈ P ),
òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîðÿäîê v1 ñîäåðæèòñÿ â ïîðÿäêå v2.
Ïðè ïîñòðîåíèè ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî äàííûé, ãîâî-
ðÿò î ïðîäîëæåíèè ïîñëåäíåãî. Íàïðèìåð, òðèâèàëü-
íûé ïîðÿäîê íà íåîäíîýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ñîäåð-
æèòñÿ â ëþáîì äðóãîì è ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî
íåãî.

Â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè P ðàçëè÷àþò êîíå÷íûå
è áåñêîíå÷íûå ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Áåñêîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî, âñå èíòåðâàëû êîòîðî-
ãî êîíå÷íû, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì.

Íàïðèìåð, ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈N, 6 〉 è 〈Q, 6 〉 áåñêî-
íå÷íû, íî ïåðâîå ëîêàëüíî êîíå÷íî, à âòîðîå � íåò.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü 〈P, v〉 � ëîêàëüíî êîíå÷íîå
÷.ó. ìíîæåñòâî, è x, y ∈ P . Òîãäà x v y, åñëè è òîëü-
êî åñëè â P ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû z0, . . . , zn
(äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N0), ÷òî x = z0, y = zn è
zi l zi+1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëå-
ìåíòîâ n. �
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà íååäèíè÷-
íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà P ñðàâíèìû, òî îíî íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì èëè öåïüþ.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � ëèíåé-
íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Çàäàäèì íà P × Q îä-
íîðîäíîå îòíîøåíèå v ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(p1, q1) v (p2, q2) ⇔ ( p1 <P p2 ) ∨
( (p1 = p2) N (q1 vQ q2) ).

Îíî íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïî-
ðÿäêà.

×.ó. ìíîæåñòâî ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì ëè-
íåéíî óïîðÿäî÷åííî. Äîêàçàòåëüñòâî ýëåìåíòàðíî.

� Äëÿ ñòðîãîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà îáîçíà÷åíèå <.

� n-ýëåìåíòíóþ öåïü áóäåì îáîçíà÷àòü n. Äëèíà
öåïè n åñòü ÷èñëî n− 1.

� Öåïü v1 < . . . < vn áóäåì çàïèñûâàòü êàê
[ v1, . . . , vn ]. Îáîçíà÷èì [n] = [ 1, . . . , n ].

� Öåïü â ÷.ó. ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
èëè íàñûùåííîé, åñëè å¼ îáúåäèíåíèå ñ ëþáûì,
íå ïðèíàäëåæàùèì åé ýëåìåíòîì, öåïüþ íå ÿâëÿ-
åòñÿ.
Â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈N, | 〉 öåïüþ áóäåò, íàïðèìåð,
ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ ñòåïåíåé ïðîñòîãî ÷èñëà,
à { 2n | n ∈ N } � ïðèìåð åãî ìàêñèìàëüíîé öåïè.

Íàïðèìåð, Bn ñîäåðæèò n! ìàêñèìàëüíûõ öå-
ïåé.
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Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ èñ-
ïîëüçóþò äèàãðàììû Õàññå.
Íà íèõ èçîáðàæàþò ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ, è åñëè ýëå-
ìåíò a ïðåäøåñòâóåò ýëåìåíòó b, òî a ðèñóþò íèæå
b è ñîåäèíÿþò èõ îòðåçêîì, åñëè ýòî ïðåäøåñòâîâàíèå
íåïîñðåäñòâåííîå.

Äèàãðàììû Õàññå � íå åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ÷.ó. ìíî-
æåñòâà â âèäå íàïðàâëåííîãî ãðàôà.

3 {1, 2, 3}

2 {1, 2} {1, 3} {2, 3}
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Ðèñ. 3.1. Äèàãðàììû Õàññå öåïè 4 è áóëåâîé àëãåáðû
B3
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Ðèñ. 3.2. Äèàãðàììà D(180) âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà
180 = 22325. Ïîêàçàíû: îäíà èç ìàêñèìàëüíûõ öåïåé
è èíòåðâàë [3, 60].

Ðèñ. 3.3. Äèàãðàììû 3-ýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ
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Ðèñ. 3.4. Äèàãðàììû âñåõ 4-ýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå îáîçíà÷åíû:
� h(n) � ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ äèàãðàìì,

� p(n) � ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ,

� k(n) � ÷èñëî ïðåäïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî

íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå.

n 1 2 3 4 5 6 7
h(n) 1 2 5 16 63 318 2 045
p(n) 1 3 19 219 4 231 130 023 6 129 859
k(n) 1 3 29 355 6 942 209 527 9 535 241

Òî÷íûõ ýôôåêòèâíûõ (íå ñîäåðæàùèõ ñóììèðîâà-
íèÿ è íå ïîäðàçóìåâàþùèõ ïåðåáîðà âñåõ èëè ïî÷òè



3.2. 417 ãð. 125

âñåõ ýëåìåíòîâ) ôîðìóë äëÿ íèõ h(n), p(n) è k(n)
íåèçâåñòíî è âðÿä ëè îíè ñóùåñòâóþò.

Âåëè÷èíó h(n) ìîæíî ëåãêî îöåíèòü ñíèçó: íà íåêî-
òîðîì n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå çàäàäèì ÷àñòè÷íûé ïî-
ðÿäîê òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà Õàññå åñòü
äâóäîëüíûé ãðàô, à ïîñêîëüêó òàêèõ ïîðÿäêîâ íå ìå-

íåå, ÷åì 2(n/2)
2

, h(n) > 2n
2/4. Äîêàçàíî ðàâåíñòâî

h(n) = 2n
2/4+3n/2+O(log2 n) è ïîëó÷åííàÿ âûøå ãðóáàÿ

îöåíêà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷.ó. ìíîæåñòâ ñòðóêòóðíî íåîáîçðè-
ìî: íåèçâåñòíî íèêàêîé óäîáíîé åãî õàðàêòåðèçàöèè.
Â í¼ì âûäåëÿþò ëèøü îòäåëüíûå êëàññû, êîòîðûå, ñ
îäíîé ñòîðîíû � â ñóììå äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþò âñåõ
÷.ó. ìíîæåñòâ, à ñ äðóãîé � ñàìè ñîäåðæàò ÷.ó. ìíîæå-
ñòâà ñ òðóäíî îïðåäåëÿåìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

3.2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîé-

ñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ýëåìåíò u ∈ P ÷.ó. ìíîæåñòâà
〈P, v〉 íàçûâàþò:

� ìàêñèìàëüíûì, åñëè u v x ⇒ u = x,
� ìèíèìàëüíûì, åñëè u w x ⇒ u = x,
� íàèáîëüøèì, åñëè x v u,
� íàèìåíüøèì, åñëè x w u

äëÿ ëþáûõ x ∈ P .

Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâî èìååò íàèáîëüøèé è íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò, òî îíî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
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Ïðèìåð 3.6. Îñîáûå ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ

1. Ðàññìîòðèì ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈N 1
f , 4 〉,

ãäå N 1
f � ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ íà-

áîðîâ ìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè
f(x1, . . . , x5) = x1 ∨ x2x3 ∨ x3x4x5.

Äëÿ N 1
f

� íèæíèå åäèíèöû (10000), (01100) è (00111)
ôóíêöèè f � ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû,

� 1̃ = (11111) � ìàêñèìàëüíûì è íàèáîëüøèì
ýëåìåíòîì,

� íàèìåíüøèé ýëåìåíò îòñóòñòâóåò.

2. Äèàãðàììà ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈 { 1, . . . , 18}, | 〉 :

1 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò, 10, . . . , 18 � ìàêñè-
ìàëüíûå, à íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà íåò.
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3. Â îãðàíè÷åííîì ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈 P(A), ⊆〉 íàè-
ìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî
∅, à íàèáîëüøèì � ñàìî ìíîæåñòâî A.

4. Âî ìíîæåñòâå âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ íåïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà A ïðè |A| > 1 íåò íàèìåíüøåãî
ýëåìåíòà, à ìèíèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå îäíîýëå-
ìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà.

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0(A) ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷-
íûõ ïîäìíîæåñòâ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A.
Â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈 P0(A), ⊆〉 íàèìåíüøèì ýëå-
ìåíòîì áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî, à ìàêñèìàëüíûõ
(ñëåäîâàòåëüíî, è íàèáîëüøåãî) ýëåìåíòîâ íåò.

::::::::::
Òåîðåìà 3.2 (î ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ýëåìåí-
òàõ êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà). Â êîíå÷íîì ÷.ó. ìíîæå-
ñòâå êàæäûé ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàê-
ñèìàëüíîì ýëåìåíòå è ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìèíè-
ìàëüíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ÷.ó.
ìíîæåñòâà 〈P, v〉. Åñëè x íå ìàêñèìàëåí, òî íàéä¼òñÿ
òàêîé ýëåìåíò x1 ∈ P , ÷òî x v x1. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-
äåíèÿ äëÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì âîçðàñòàþùóþ
öåïü x v x1 v . . ..

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî P êîíå÷íî, òî è äàííàÿ öåïü
êîíå÷íà, à å¼ ïîñëåäíèé ýëåìåíò xn, ïî îïðåäåëåíèþ
áóäåò ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì P è x v xn.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà ðàññóæäå-
íèÿ àíàëîãè÷íû, ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ óáûâàþùàÿ öåïü.
�
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×.ó. ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü íå áîëåå, ÷åì ïî îäíî-
ìó íàèáîëüøåìó è íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó. Èõ íàçûâà-
þò ñîîòâåòñòâåííî åäèíèöåé (ι) è íóë¼ì (o), à òàêæå
óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè äàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Âûñîòîé ÷.ó. ìíîæåñòâà P , ñèìâîëè÷åñêè h(P ), íà-
çûâàþò äëèíó ñàìîé äëèííîé åãî öåïè. Âûñîòîé ýëå-
ìåíòà v (ñèìâîëè÷åñêè h(v) ) â êîíå÷íîì óïîðÿäî÷åí-
íîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç äëèí öåïåé
[ v0, . . . , v ], ãäå v0 � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

n-ýëåìåíòíîå òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ÷.ó. ìíî-
æåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü n1.

Àíòèöåïü åñòü íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ÷.ó. ìíî-
æåñòâà P , â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëåìåíòà íåñðàâíèìû.
Íàïðèìåð, â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈N, | 〉 àíòèöåïüþ ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêðàòíûõ ÷èñåë,
à â ìíîæåñòâå 〈Bn, 4 〉 � ñîâîêóïíîñòè âåðõíèõ íó-
ëåé ëèáî íèæíèõ åäèíèö íåêîòîðîé (íå òîæäåñòâåííîé
êîíñòàíòàì) ìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè.

Àíòèöåïü, ïåðåñòàþùàÿ áûòü òàêîâîé ïðè äîáàâëå-
íèè ê íåé ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàþò íàñûùåí-
íîé. Ìàêñèìàëüíîé íàçîâ¼ì àíòèöåïü ñ íàèáîëüøèì
÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Ïðîáëåìà Äåäåêèíäà � çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà ψ(n) àíòèöåïåé â Bn, åé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëè-
òåðàòóðà.

Òàáëèöà ïåðâûõ çíà÷åíèé ψ(n) :

n 1 2 3 4 5 6 7

ψ(n) 3 6 20 168 7 581 7 828 354 2 414 682 040 998

Òî÷íîé ôîðìóëû äëÿ ψ(n) íåèçâåñòíî è âðÿä ëè îíà ñó-
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ùåñòâóåò. Íàéäåíû, îäíàêî, àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ ψ(n).

Øèðèíîé ÷.ó. ìíîæåñòâà P , ñèìâîëè÷åñêè w(P ),
íàçûâàþò ìîùíîñòü åãî ìàêñèìàëüíîé àíòèöåïè.

::::::::::
Òåîðåìà 3.3 (Äèëîóðñ). Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öåïåé, íà
êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P ,
ðàâíî w(P ) .

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà
íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âçàèìíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ öåïåé. Àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îòûñêàòü îä-
íî èç òàêèõ ðàçáèåíèé.
Ïóñòü äàíî ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈 { v1, . . . , vn }, v〉 .

1. Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô Γ(P ) ñ äîëÿìè
A = {x1, . . . , xn } è B = { y1, . . . , yn }, â êî-
òîðîì ðåáðî (xi, yj) èìååòñÿ åñëè òîëüêî åñëè
vi < vj.

2. Âûáåðåì â ãðàôå Γ(P ) íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòà-
íèå U . Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (xi, yj) ∈ U ôèêñèðó-
åì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþ-
ùóþ äâóõýëåìåíòíóþ öåïü [ vi, vj ].

3. Ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíî-
ñòè, îáúåäèíèì äâóõýëåìåíòíûå öåïè èç ïðåäû-
äóùåãî øàãà â ìàêñèìàëüíûå:

[ vi, vj ] ∪ [ vj, vk ] → [ vi, vj, vk ].

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðûé íàáîð öåïåé,
ïðè÷åì ýòè öåïè ïîïàðíî îáùèõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò.
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Äîáàâèâ ê ýòîìó íàáîðó äâóõýëåìåíòíûå öåïè íå âî-
øåäøèõ â îáúåäèíåíèÿ, ïîëó÷èì íåêîòîðîå ðàçáèåíèå
äàííîãî ìíîæåñòâà íà öåïè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíî
ìèíèìàëüíî.

Ðîáåðò Äèëîóðñ (Äèëâîðò)
(Robert Palmer Dilworth, 1914�1993) �

àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,
âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â

òåîðèþ ðåø¼òîê è òåîðèþ ãðóïï.

Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ êóá B4 íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öå-
ïè.

Ðèñ. 3.5. Äèàãðàììà ÷.ó. ìíîæåñòâà B4 è åãî ìèíèìàëü-
íîå ðàçáèåíèå íà öåïè
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
3 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
4 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ðèñ. 3.6. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà Γ(B4)
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Ðèñ. 3.7. Äâóäîëüíûé ãðàô Γ(B4)

Ðèñ. 3.8. Îäíî èç ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ãðàôà
Γ(B4)

Äâóõýëåìåíòíûå öåïè, ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàííî-
ìó ìàêñèìàëüíîìó ñóòü [v1, v2], [v2, v6], [v3, v9], [v4, v11],
[v5, v8], [v6, v12], [v7, v14], [v8, v13], [v9, v15], [v10, v16].

Èñïîëüçóÿ òðàíçèòèâíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà,
ñêëåèì ïîäõîäÿùèå öåïè:
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[v1, v2, v6, v12], [v3, v9, v15], [v4, v11],
[v5, v8, v13], [v7, v14], [v10, v16].

Ïîñêîëüêó íå îñòàëîñü ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà
âíå óêàçàííûõ öåïåé, ýòîò íàáîð öåïåé è ÿâëÿåòñÿ èñ-
êîìûì. Â öåïè [v10, v16] ýëåìåíòû íå ñëåäóþò äðóã çà
äðóãîì íåïîñðåäñòâåííî.

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà. Âñå ìàêñèìàëü-
íûå öåïè ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ýëåìåíòàìè ëîêàëü-
íî êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ äëè-
íó.

Åñëè âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæå-
ñòâà P èìååò îäíó è òó æå äëèíó l, òî ãîâîðÿò, ÷òî
P � ãðàäóèðîâàííîå (ðàíæèðîâàííîå) ÷.ó. ìíîæåñòâî
ðàíãà l.

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà âûïîëíÿåòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.

Äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ îïðåäåë¼ííàÿ èõ ýëåìåíòàõ ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ
ρ òàêàÿ, ÷òî ρ(x) = 0, åñëè x � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò
è ρ(y) = ρ(x) + 1, åñëè xl y.
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Åñëè ρ(x) = k, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x èìååò
ðàíã k. Ýëåìåíòû îäíîãî ðàíãà îáðàçóþò ñëîé ÷.ó. ìíî-
æåñòâà.

Ïðèìåð 3.7. Ãðàäóèðîâàííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà �

� Öåïü è áóëåàí Bn ñóòü ãðàäóèðîâàííûå ìíîæå-
ñòâà.

� ×.ó. ìíîæåñòâî 〈N, | 〉 ðàíæèðîâàíî: ρ(1) = 0 è
åãî k-é (k > 0) óðîâåíü ñîñòîèò èç âñåõ òåõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå êîòîðûõ
ñîäåðæèò k ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, íå îáÿçàòåëü-
íî ðàçëè÷íûõ.

� Ñëîé ãðàäóèðîâàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà åñòü íàñû-
ùåííàÿ àíòèöåïü. Îáðàòíîå íåâåðíî:

• • ◦

◦ • •

◦

[
[
[[

[
[
[[

[
[
[[

�
�

��

Ìîùíîñòü Wk k-ãî ñëîÿ ðàíæèðîâàííîãî ÷.ó. ìíî-
æåñòâà � ÷èñëî Óèòíè.

Ðàçáèåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ åãî
ïðåäñòàâëåíèå ñóììîé íàòóðàëüíûõ íåâîçðàñòàþùèõ
ñëàãàåìûõ:

n = n1 + n2 + . . .+ nr, n1 > n2 > . . . > nr,
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ïðè ýòîì ñëàãàåìûå ni íàçûâàþòñÿ ÷àñòÿìè, à èõ ÷èñ-
ëî r � ðàíãîì ðàçáèåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ñëåäîâà-
íèÿ ÷àñòåé íå ó÷èòûâàåòñÿ, òî åñòü ðàçáèåíèÿ, îòëè-
÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ÷àñòåé, ñ÷èòàþòñÿ îäèíà-
êîâûìè. Çàïèñûâàþòñÿ ðàçáèåíèÿ îáû÷íî â âåêòîðíîé
ôîðìå: (n1, . . . , nr).

×èñëî ðàçáèåíèé Π(n) íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÿâëÿ-
åòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ â
òåîðèè ÷èñåë. Íàïðèìåð, Π(3) = { (3), (2, 1), (1, 1, 1) }.

Íà ìíîæåñòâå Π(n) óñòàíàâëèâàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïî-
ðÿäîê ïî èõ âëîæèìîñòè: ðàçáèåíèå a = (n1, . . . , nt)
âëîæèìî â ðàçáèåíèå b = (m1, . . . ,mr) (ñèìâîëè-
÷åñêè a 4 b ), åñëè a ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç b
ïîäðàçáèåíèåì íåêîòîðûõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð,
(2, 2, 2) 4 (4, 2), íî (2, 2, 2) 64 (3, 3).

Π(n) � ãðàäóèðîâàííîå ìíîæåñòâî è n−r åñòü ðàíã
ýëåìåíòà (n1, . . . , nr).
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(6)

(5, 1) (4, 2) (3, 3)

(4, 1, 1) (3, 2, 1) (2, 2, 2)

(3, 1, 1, 1) (2, 2, 1, 1)
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Ðèñ. 3.9. Äèàãðàììà ÷.ó. ìíîæåñòâà Π(6)
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LYM -ñâîéñòâî (Ëþáåëÿ-ßìàìîòî-Ìåøàëêèíà).
Êîíå÷íîå ãðàäóèðîâàííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P ñ ðàíãîâîé
ôóíêöèåé ρ è âûñîòû h îáëàäàåò LYM-ñâîéñòâîì, åñ-
ëè LYM-íåðàâåíñòâî∑

x∈Q⊆P

1

Wρ(x)
6 1

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé àíòèöåïè Q â P , ò.å.
êàæäûé ýëåìåíò x àíòèöåïè áåð¼òñÿ â âåñîì

1
ìîùíîñòü ñëîÿ, ñîäåðæàùåãîx .

Ïðèìåð 3.8. 1. ×.ó. ìíîæåñòâî

íå îáëàäàåò LYM -ñâîéñòâîì: äëÿ âûäåëåííîé àíòèöåïè
èìååì 2 · 1

3 + 2 · 1
3 = 4

3 > 1.

2. Bn îáëàäàåò LYM -ñâîéñòâîì.
Ïóñòü àíòèöåïü Q èìååò ak ýëåìåíòîâ â k-ì ñëîå

Bn; k = 0, n. Íî

� êàæäûé ýëåìåíò k-ãî ñëîÿ ñîäåðæèòñÿ â îäíîé è

òîé æå
1(
n
k

)-é äîëå âñåõ n! ìàêñèìàëüíûõ öåïåé;

� è íåò öåïè, ñîäåðæàùåé áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà
íåêîòîðîé àíòèöåïè.
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Ïîýòîìó ñóììà äîëåé ìàêñèìàëüíûõ öåïåé, ñîäåðæà-
ùèõ êàæäûé ýëåìåíò íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü åäèíèöû:∑

x∈Q⊆P

1

Wρ(x)
=

n∑
k=0

ak(
n
k

) 6 1.

Ðàâåíñòâî áóäåò â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà àíòè-
öåïü � âåñü íåêîòîðûé ñëîé Bn.

Ñå÷åíèÿ öåïåé. Ñå÷åíèåì öåïè 〈C, 6 〉 íàçûâàþò
ðàçáèåíèå å¼ íà äâà ïîäìíîæåñòâà A (íèæíèé êëàññ
ñå÷åíèÿ) è B (âåðõíèé êëàññ ñå÷åíèÿ) òàê, ÷òî a < b
äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.
Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå âèäû ñå÷åíèé:

� ñêà÷îê � â íèæíåì êëàññå èìååòñÿ íàèáîëüøèé
ýëåìåíò, à â âåðõíåì êëàññå � íàèìåíüøèé;

� äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå � ëèáî â íèæíåì êëàññå èìå-
åòñÿ íàèáîëüøèé ýëåìåíò, à â âåðõíåì êëàññå íàè-
ìåíüøåãî ýëåìåíòà íåò, ëèáî â âåðõíåì êëàññå
èìååòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò, à â íèæíåì êëàñ-
ñå íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà íåò;

� ùåëü � â íèæíåì êëàññå íåò íàèáîëüøåãî ýëåìåí-
òà, à â âåðõíåì � íàèìåíüøåãî.

Öåïü íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè âñå å¼ ñå÷åíèÿ
äåäåêèíäîâû.

::::::::::
Òåîðåìà 3.4. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî àíòèöåïåé, íà êîòî-
ðûå ìîæåò áûòü ðàçáèòî êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî
P åñòü h(P ) + 1 (íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü öåïè â P ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè h(P ) = 0, òî P � òðèâè-
àëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî = àíòèöåïü. Ïóñòü
h(P ) > 1 è òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ h−1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç A1 ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ P . Ïî-
ñêîëüêó A1 � àíòèöåïü, è P ′ = P rA1 èìååò âûñîòó
h− 1 (ò.ê. èç êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè áûëî óäàëåíî
ïî ýëåìåíòó), òî ÷.ó. ìíîæåñòâî P ′ ìîæåò áûòü ðàçëî-
æåíî â àíòèöåïè A2, . . . , Ah+1 è P = A1+. . .+Ah+1 �
èñêîìîå ðàçáèåíèå. �

Àòîìû ÷.ó. ìíîæåñòâ. Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâî èìå-
åò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî ýëåìåíòû, íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþùèå çà íèì, íàçûâàþò àòîìàìè.

Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ êîàòîìû: ýòî ýëåìåíòû,
íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèå íàèáîëüøåìó ýëå-
ìåíòó.

Ïðèìåð 3.9. 1. Êîíå÷íàÿ íåòðèâèàëüíàÿ öåïü ñîäåð-
æèò åäèíñòâåííûå àòîì è êîàòîì.

2. Â öåïè [ 0, . . . , 1
4 ,

1
3 ,

1
2 , 1 ] àòîìû îòñóòñòâóþò.

3. Ïîëîæèì ôîðìàëüíî, ÷òî 0|0. Òîãäà â ÷.ó. ìíî-
æåñòâå 〈N0, | 〉 íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ
1, íàèáîëüøèì � 0, àòîìû ñóòü ïðîñòûå ÷èñëà, à
êîàòîìû îòñóòñòâóþò.

Òð¼õñëîéíûå ÷.ó. ìíîæåñòâ. ×.ó. ìíîæåñòâî P ,
âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òð¼õ íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ àíòèöåïÿõ X1, X2 è X3 òàêèõ, ÷òî

� |X1| ≈ |X3| ≈ |P |/4;
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� äëÿ âñåõ a ∈ X1, c ∈ X3 èìååò ìåñòî a < c (ò.å.
âñå ýëåìåíòû èç X3 ñîäåðæàò âñå ýëåìåíòû X1);

� åñëè a < b è a ∈ Xi, b ∈ Xj, òî i < j.

íàçûâàþò òð¼õñëîéíûì.

::::::::::
Òåîðåìà 3.5. Ïðè n → ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñå n-
ýëåìåíòíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ òð¼õñëîéíû-
ìè.

Ýòîò ðåçóëüòàò ðàäèêàëüíî ðàñõîäèòñÿ ñ îáû÷íûì
ïðåäñòàâëåíèåì î ¾òèïè÷íîì¿ ÷.ó. ìíîæåñòâå.

3.3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è

ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è
A ⊆ P .
Ìíîæåñòâà AM è AO îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

AM =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a v x)

}
è

AO =
{
x ∈ P | ∀

A
a (x v a)

}
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñòâà
A, à èõ ýëåìåíòû � âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíÿìè
ìíîæåñòâà A ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè A = {a} îäíîýëåìåíòíî, òî ïîëüçóþòñÿ îáî-
çíà÷åíèÿìè aM è aO.

Ïîíÿòíî, íàïðèìåð, ÷òî åñëè a v b,
òî aM ∩ bO = [ a, b ].
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::::::::::
Òåîðåìà 3.6 (îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíåãî è íèæíåãî êî-
íóñîâ). Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî, A,B ⊆ P
è x, y ∈ P . Òîãäà

1. A ⊆ B ⇒ BO ⊆ AO è BM ⊆ AM (àíòèìîíîòîí-
íîñòü êîíóñîâ ïîäìíîæåñòâ ïî âêëþ÷åíèþ);

2. A ⊆ AMO ∩ AOM;
3. AM = AMOM; AO = AOMO;

4. (A ∪B)M = AM ∩BM; (A ∪B)O = AO ∩BO;
5. x v y ⇔ xO ⊆ yO .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Àíòèìîíîòîííîñòü îïåðàöèé ïåðåõîäà ê âåðõíåìó
è íèæíåìó êîíóñàì ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ âû-
òåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

2. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ x ∈ A è y ∈ AM ñïðàâåäëè-
âî x v y, òî A ⊆ AMO.
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ A ⊆ AOM, îòêóäà è ñëå-
äóåò òðåáóåìîå A ⊆ AMO ∩ AOM.

3. AM
(2)

⊆ (AM)OM = (AMO)M
(1)

⊆ AM è àíàëîãè÷íî
äëÿ (4) .

4. Âêëþ÷åíèå (A∪B)M ⊆ AM∩BM âûòåêàåò èç (4) .

Åñëè æå x ∈ AM ∩ BM, òî y v x äëÿ âñåõ y ∈ A
è y ∈ B, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà
(5) è àíàëîãè÷íî äëÿ (6).

5. Ñâîéñòâî x v y ⇔ xO ⊆ yO ñðàçó ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèé.

�
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Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è
A ⊆ P .

Åñëè â AM ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî îí
íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è
îáîçíà÷àåòñÿ sup A.

Åñëè â AO ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî îí
íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è
îáîçíà÷àåòñÿ inf A.

Ïîíÿòíî ÷òî inf A v a v sup A äëÿ âñåõ a ∈ A.

Ïðèìåð 3.10. 1. Ïóñòü P = { a, b, c, d } è äâà ðàç-
ëè÷íûõ ïîðÿäêà íà P çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè äèà-
ãðàììàìè:

d d

c c

a b a b
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Äëÿ A = {a, b} èìååì AM = {c, d} â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ, íî â ïåðâîì sup A îòñóòñòâóåò, à âî âòîðîì
sup A = c 1.

2. Äëÿ ýëåìåíòà α̃ ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈Bn, 4 〉 èìååì

α̃M = [ α̃, 1̃ ], α̃O = [ 0̃, α̃ ].
1âòîðàÿ äèàãðàììà íå åñòü äèàãðàììà Õàññå: ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå d ñ

a è b çäåñü èçëèøíè
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3. Ïóñòü 〈P, v〉� ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ B ⊆ P . Åñ-
ëè ñóùåñòâóþò sup A è sup B (inf A è inf B ),
òî sup A v sup B (inf A w inf B).

4. Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ åñòå-
ñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì èìååì

� sup {x ∈ Q | x < 0 } = 0;

� sup
{
x ∈ Q | x2 < 2

}
íå ñóùåñòâóåò;

5. Åñëè S � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà, òî, ïî âêëþ÷åíèþ, sup S ñîâïàäàåò
ñ îáúåäèíåíèåì, à inf S � ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ
ïîäìíîæåñòâ èç ñîâîêóïíîñòè S.

Âèäû îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ïóñòü 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � ÷.ó.
ìíîæåñòâà è x, y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç P .
Îòîáðàæåíèå ϕ : P → Q íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

� èçîòîííûì, (ìîíîòîííûì, ïîðÿäêîâûì ãîìîìîð-
ôèçìîì), åñëè x vP y ⇒ ϕ(x) vQ ϕ(y);

� îáðàòíî èçîòîííûì, åñëè
ϕ(x) vQ ϕ(y) ⇒ x vP y;

� àíòèèçîòîííûì, åñëè x vP y ⇒ ϕ(x) wQ ϕ(y).

Åñëè ϕ èçîòîííî, îáðàòíî èçîòîííî è èíúåêòèâíî,
òî åãî íàçûâàþò âëîæåíèåì èëè (ïîðÿäêîâûì) ìîíî-
ìîðôèçìîì ÷.ó. ìíîæåñòâà P â ÷.ó. ìíîæåñòâî Q, ÷òî

îáîçíà÷àþò P
ϕ
↪→ Q.
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� Ñþðúåêòèâíûé ìîíîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâ íà-
çûâàþò (ïîðÿäêîâûì) èçîìîðôèçìîì, ñèìâîëè÷å-
ñêè P ∼= Q èëè, ñ óêàçàíèåì íà îòîáðàæåíèå �

P
ϕ∼= Q, (ÿñíî, ÷òî ϕ � áèåêöèÿ).

� Èçîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâà â ñåáÿ íàçûâàþò (ïî-
ðÿäêîâûì) àâòîìîðôèçìîì.

� Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ P è Q îòîáðà-
æåíèå ϕ : P → Q èõ íîñèòåëåé åñòü ïîðÿäêîâûé
èçîìîðôèçì i� ϕ � èçîòîííàÿ è îáðàòíî èçîòîí-
íàÿ áèåêöèÿ, ò.å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ P ñïðàâåäëè-
âî x vP y ⇔ ϕ(x) vQ ϕ(y).

� Åñëè îòîáðàæåíèå ϕ : P → P ′ ìåæäó íîñèòåëÿ-
ìè ÷.ó. ìíîæåñòâ P è Q áèåêòèâíî è äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ P ñïðàâåäëèâî x vP y ⇔ ϕ(x) wQ ϕ(y),
òî ãîâîðÿò, ÷òî P è Q àíòèèçîìîðôíû.

Ïðèìåð 3.11. 1. Îòîáðàæåíèå

P({1, 2, 3}) ϕ→ 4, ϕ(x) = |x| � èçîòîííî, íî íå
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èíúåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèåì íå ÿâ-
ëÿåòñÿ.

2. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 〈N, | 〉 â 〈N, 6 〉
èçîòîííî, íî íå îáðàòíî èçîòîííî è, ñëåäîâàòåëü-
íî, âëîæåíèåì òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ.

3. Åñëè P � íåîäíîýëåìåíòíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ñ
òðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì, à P ′ � òî æå ñàìîå ìíî-
æåñòâî ñ ïðîèçâîëüíûì íåòðèâèàëüíûì ïîðÿä-
êîì, òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå P íà ñåáÿ
ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì è âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, íî
íå îáðàòíî èçîòîííûì.

4. Åñòåñòâåííîå âëîæåíèå nZ â Z äëÿ íàòóðàëüíîãî
n åñòü ìîíîìîðôèçì.

5. Îòîáðàæåíèå P(X)
ϕ→ P(X), ϕ(A) = A,

A ⊆ X 6= ∅ àíòèèçîòîííî.

6. Ëþáàÿ n-ýëåìåíòíàÿ öåïü èçîìîðôíà öåïè [n] ñ
åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì.

7. Îòîáðàæåíèå a ↔ c, b 7→ b, d ↔ f , e 7→ e,
g↔ k, h 7→ h äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî
íà íèæåñëåäóþùåì ðèñóíêå åñòü àâòîìîðôèçì:

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ïóñòü f : P → P � èçîòîííîå îòîá-
ðàæåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâà íîñèòåëÿ P ÷.ó. ìíîæåñòâà â
ñåáÿ (èçîòîííûé ýíäîìîðôèçì). Òîãäà p ∈ P íàçû-
âàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f , åñëè è
f(p) = p.

Îòîáðàæåíèå, íå èìåþùåå íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà-
çûâàþò ñâîáîäíûì îò íåïîäâèæíûõ òî÷åê .
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×.ó. ìíîæåñòâî P îáëàäàåò ñâîéñòâîì èìåòü ôèê-
ñèðîâàííûå òî÷êè (FPP), i� êàæäîå èçîòîííîå îòîáðà-
æåíèå åãî íîñèòåëÿ â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ïðèìåð: g h k
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Ðèñ. 3.10. Ïåðâîå ÷.ó. ìíîæåñòâî (êîðîíà sn) íå îáëàäà-
åò FPP, à âòîðîå � îáëàäàåò.

Íåòðèâèàëüíîñòü FPP ñâÿçàíà, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì,
÷òî îíî íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäó ê ÷.ó. ïîäìíî-
æåñòâó. Íåèçâåñòíî íèêàêîé õàðàêòåðèçàöèè ÷.ó. ìíî-
æåñòâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì èìåòü ôèêñèðîâàííûå
òî÷êè.
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Ïîðÿäêîâûå èäåàëû è ôèëüòðû

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî.
Ïîäìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ P íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿä-
êîâûì èäåàëîì, åñëè

(x ∈ I) N (y v x) ⇒ y ∈ I.
Ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ P íàçûâàåòñÿ åãî ïî-

ðÿäêîâûì ôèëüòðîì, åñëè

(x ∈ F ) N (x v y) ⇒ y ∈ F.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ∅ � ïîðÿäêîâûé èäåàë ëþ-

áîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.
Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ

åñòü ïîðÿäêîâûé èäåàë.
xO è xM, x ∈ P � ïîðÿäêîâûé èäåàë è ôèëüòð ñî-

îòâåòñòâåííî. Òàêèå èäåàëû è ôèëüòðû íàçûâàþò ãëàâ-
íûìè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ∅ � ïîðÿäêîâûé èäåàë
ëþáîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Îáîçíà÷åíèÿ:

� J(x) = xO.

� J(P ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ
÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, v〉 , óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ-
÷åíèþ � òàêæå ÷.ó. ìíîæåñòâî.

Êðàéíèå ñëó÷àè: åñëè P � n-ýëåìåíòíûå

öåïü � J(n) ∼= (n + 1);

àíòèöåïü � J(n1) ∼= Bn.

� J0(P ) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãëàâíûõ ïîðÿäêî-
âûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà P , óïîðÿäî÷åííîå ïî
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âêëþ÷åíèþ � òàêæå ÷.ó. ìíîæåñòâî.
Ïîíÿòíî, ÷òî J0(P ) 6 J(P ).

::::::::::
Òåîðåìà 3.7 (î ïðåäñòàâëåíèè ÷.ó. ìíîæåñòâ). Ëþáîå ÷.ó.
ìíîæåñòâî P èçîìîðôíî J0(P ) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæåò áûòü âëîæåíî â áóëåàí ïîäõîäÿùåãî ìíîæå-
ñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî ϕ(x) = xO � èñêîìûé èçîìîðôèçì.
1) Ïîêàæåì, ÷òî ϕ � áèåêöèÿ.
à) ϕ � âëîæåíèå, ïîñêîëüêó

ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ (xO = yO) ⇔ (xO ⊆ yO) N (yO ⊆ xO) ⇔
⇔ (x v y) N (y v x) ⇔ x = y .

á) ϕ � íàëîæåíèå, ò.ê. êàæäîìó ãëàâíîìó èäåàëó
xO ñîîòâåòñòâóåò ïîðîæäàþùèé åãî ýëåìåíò x.

2) Èçîòîííîñòü è îáðàòíàÿ èçîòîííîñòü ϕ óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ñâîéñòâ íèæíåãî êîíóñà:

x v y ⇔ xO ⊆ yO ⇔ ϕ(x) ⊆ ϕ(y).

Òàêèì îáðàçîì, P
xO∼= J0(P )

id
↪→ J(P )

id
↪→ P(P ). �

Ìåæäó àíòèöåïÿìè è ïîðÿäêîâûìè èäåàëàìè êîíå÷-
íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå.

Ïóñòü 〈P, v〉, A � àíòèöåïü â P , I ∈ J(P ).

Åñëè I =
⋃
a∈A

aO, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ïîðîæäàåò I.

Â ñëó÷àå A = {a1, . . . , ak} ïèøóò I = 〈a1, . . . , ak〉
è ãîâîðÿò, ÷òî èäåàë I êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé.
ßñíî, ÷òî J(a) = 〈a〉.
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Ðèñ. 3.11. ×.ó. ìíîæåñòâà P è J(P ) (ïîäìíîæåñòâî
J0(P ) âûäåëåíî)

3.4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Äâîéñòâåííîñòü

Åñëè P � ÷.ó. ìíîæåñòâî ñ ïîðÿäêîì v, òî ÷.ó.
ìíîæåñòâî ñ òåì æå íîñèòåëåì è ïîðÿäêîì w íàçûâàþò
äâîéñòâåííûì èëè äóàëüíûì ê P è îáîçíà÷àþò P ].

Åñëè P ∼= P ], òî P � ñàìîäâîéñòâåííîå ÷.ó. ìíî-
æåñòâî.
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Ðèñ. 3.12. Çèãçàãè èëè çàáîðû: Z3 èëè Λ; Z ]
3 èëè V ;

Z4 èëè N : Λ è V äâîéñòâåííû äðóã äðóãó, à N � ñà-
ìîäâîéñòâåííî

Ðèñ. 3.13. 5-ýëåìåíòíûå ñàìîäâîéñòâåííûå ÷.ó. ìíîæå-
ñòâà

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ �

〈P, v〉
id∼= 〈P ], w〉.

Ïåðåñå÷åíèå

Åñëè 〈P, v1 〉 è 〈P, v2 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà ñ
îáùèì íîñèòåëåì, òî èõ ïåðåñå÷åíèåì áóäåò ÷.ó. ìíî-
æåñòâî 〈P, v〉 ñ ïîðÿäêîì v=v1 ∩ v2.
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Ïðèìåð:

Ðèñ. 3.14. Ïåðåñå÷åíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ ìîãóò íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè
ïåðåñå÷åíèè, íàïðèìåð ñâîéñòâî ¾áûòü ëèíåéíûì ïî-
ðÿäêîì¿: ïóñòü P � öåïü, òîãäà P ] � òàêæå öåïü, à
P ∩ P ] � òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Ïðÿìàÿ ñóììà

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà,
P ∩ Q = ∅, òî èõ ïðÿìîé èëè êàðäèíàëüíîé ñóììîé
P + Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî P ∪ Q ñ ÷àñòè÷íûì ïî-
ðÿäêîì v òàêèì, ÷òî x v y êîãäà ëèáî x vP y, ëèáî
x vQ y.

Äèàãðàììà ïðÿìîé ñóììû ñîñòîèò èç äâóõ äèà-
ãðàìì ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàå-
ìûõ êàê åäèíàÿ äèàãðàììà.

� P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
n

∼= nP .

� n-ýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü èçîìîðôíà n1.
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Ïîðÿäêîâàÿ ñóììà

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà
P ∩ Q = ∅, òî èõ ïîðÿäêîâîé èëè îðäèíàëüíîé ñóììîé
P ⊕Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî P ∪ Q ñ ÷àñòè÷íûì ïî-
ðÿäêîì v òàêèì, ÷òî x v y êîãäà ëèáî x vP y, ëèáî
x vQ y, ëèáî x ∈ P è y ∈ Q.

� Îïåðàöèÿ ⊕ àññîöèàòèâíà, íî íå êîììóòàòèâíà

� n ∼= 1⊕ . . .⊕ 1︸ ︷︷ ︸
n

Äèàãðàììà ïîðÿäêîâîé ñóììû P ⊕ Q ñîñòîèò èç
äèàãðàìì ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, ïðè÷¼ì äèà-
ãðàììà P ðàñïîëàãàåòñÿ ïîä äèàãðàììîé Q, è ìåæäó
íèìè äîáàâëåíû îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ìàêñèìàëüíûå
ýëåìåíòû P ñ ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè Q.
Ïðèìåð

Ðèñ. 3.15. Ïîðÿäêîâàÿ ñóììà Z4 ⊕ Z3

×.ó. ìíîæåñòâî, íå ïðåäñòàâèìîå â âèäå êàðäèíàëü-
íîé [ îðäèíàëüíîé ] ñóììû ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ, íàçûâà-
åòñÿ êàðäèíàëüíî [ îðäèíàëüíî ] íåðàçëîæèìûì.
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::::::::::
Òåîðåìà 3.8. Âñÿêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êàð-
äèíàëüíîé ñóììîé ñâîèõ êàðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûõ
ïîäìíîæåñòâ.

Âåðíà òàêæå àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ îðäèíàëüíîé
ñóììû.

×.ó. êàðäèíàëüíî è/èëè îðäèíàëüíî ðàçëî-
æèìûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ïàðàëëåëüíûìè ÷.ó. ìíîæåñòâàìè.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà

Ïóñòü 〈P, vP 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî, êàæäîìó ýëåìåí-
òó x êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈Qx, vx 〉.
Ñåìåéñòâî âñåõ ÷.ó. ìíîæåñòâ Qx, èíäåêñèðîâàííûõ
ýëåìåíòàìè P , îáîçíà÷èì F .

Óïîðÿäî÷åííîé (ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé) ñóììîé∑
P Qx ñåìåéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ F íàä ÷.ó. ìíî-

æåñòâîì 〈P, vP 〉 íàçûâàåòñÿ ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈R, v〉,
ñ íîñèòåëåì R = { (x, q) | x ∈ P, q ∈ Qx }
è ïîðÿäêîì íà í¼ì, çàäàâàåìûì ñîîòíîøåíèåì
(x, q) v (x ′, q ′) ⇔ ëèáî x <P x

′, ëèáî x = x ′

è q vx q ′.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà
∑

P Qp òðèâèàëüíà, åñëè ÷.ó.
ìíîæåñòâî P èëè âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà F îäíîýëå-
ìåíòíû (â ýòîì ñëó÷àå

∑
P Qp èçîìîðôíî ëèáî åäèí-

ñòâåííîìó Q, ëèáî P ).
Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû

∑
P Qp �

1) ñòðîÿò äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà P ;

2) îòáðàñûâàþò îòðåçêè ìåæäó ýëåìåíòàìè P ;
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3) êàæäûé ýëåìåíò x ∈ P çàìåíÿþò äèàãðàììîé
Qx;

4) ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåí-
òû Qx ñî âñåìè ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè Qy,
åñëè x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y â P .

Ïðèìåð

Ðèñ. 3.16. ×.ó. ìíîæåñòâî P , ñåìåéñòâî ÷.ó. ìíîæåñòâ
F = {Qa, Qb, Qc}, èíäåêñèðîâàííûõ ýëåìåíòàìè P è
ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ ñóììà

∑
P Qp.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà, òî
èõ ïðÿìûì èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî P ×Q ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì v òàêèì,
÷òî (p, q) v (p ′, q ′) ⇔ p vP p ′ è q vQ q ′.

Îáîçíà÷åíèå: P n def
= P × . . .× P .

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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P ×R ∼= Q×R ⇒ P ∼= Q , îòêóäà
P n ∼= Qn ⇒ P ∼= Q.

Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâà P × Q:

1) ñòðîÿò äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà P ;

2) îòáðàñûâàþò îòðåçêè ìåæäó ýëåìåíòàìè P ;

3) çàìåíÿþò êàæäûé ýëåìåíò x ∈ P äèàãðàììîé
Qx;

4) ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè êîïèè ýëåìåíòîâ èç Q â Qx

è Qy, åñëè x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y â
P .

Ïðèìåð

Ðèñ. 3.17. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Z3 × Z4

Äèàãðàììû èçîìîðôíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ P×Q è Q×
P îáû÷íî âûãëÿäÿò ñîâåðøåííî íå ïîõîæèìè äðóã íà
äðóãà.

Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâà P è Q ãðàäóèðîâàíû è èõ ðàí-
ãîâûå ôóíêöèè ñóòü ρP è ρQ, òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå òàêæå ãðàäóèðîâàíî.

Ïðè ýòîì

� ðàíã ýëåìåíòà x = (x1, x2) åñòü
ρ(x) = ρP (x1) + ρQ(x2);
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� äëÿ ÷èñåë Óèòíè Wk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Wk(P ×Q) =
∑
i

Wi(P )Wk−i(Q).

Îòñþäà ñëåäóåò è èçâåñòíîå ðàâåíñòâî
Wk(2

n) =
(
n
k

)
.

Åñëè äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà îáëàäàþò LYM -ñâîéñòâîì,
òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýòèì ñâîéñòâîì ìîæåò è íå
îáëàäàòü.

::::::::::
Òåîðåìà 3.9 (Îðå). Êàæäûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èçî-
ìîðôåí íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó äåêàðòîâà ïðîèç-
âåäåíèÿ öåïåé.

Îéñòèí �Îðå (Øystein Ore, 1899-1968) �
íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê, ñïåöèàëèñò â

îáëàñòè àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë
è òåîðèè ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ
÷.ó. ìíîæåñòâà P íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî k
ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ Li òàêèõ, ñóùåñòâóåò âëîæåíèå
P ↪→ L1 × . . .× Lk.

Ñòåïåíü

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà, òî
îáîçíà÷èì ÷åðåç QP ìíîæåñòâî âñåõ èçîòîííûõ îòîá-
ðàæåíèé èç P â Q.
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〈QP , v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî c ïîðÿäêîì v äëÿ f, g ∈ QP

f v g ⇔ f(x) vQ g(x) äëÿ âñåõ x ∈ P .

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

2n ∼= (n + 1).

(ìû çàêëþ÷àåì n + 1 â ñêîáêè, ÷òîáû îòëè÷èòü n+ 1-
ýëåìåíòíóþ öåïü îò ïðÿìîé ñóììû n-ýëåìåíòíîé öåïè
è òðèâèàëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà).
Ïðèìåð

Ðèñ. 3.18. ×. ó. ìíîæåñòâî NΛ

Âûäåëåííîìó ýëåìåíòó • ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå
f : Λ→ N, f(x1) = f(x3) = y3, f(x2) = y4

Àðèôìåòèêà êàðäèíàëîâ

� Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòââ � P è ïðîèçâîëüíûõ Q è R
ñïðàâåäëèâî

RP ∼= RQ ⇒ P ∼= Q , (QP ) ] ∼= (Q ])P
]

.

� Äëÿ ââåä¼ííûõ îïåðàöèé +, × íàä ÷.ó. ìíî-
æåñòâàìè âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè,
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êîììóòàòèâíîñòè è ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çà-
êîí �

P × (Q+R) ∼= (P ×Q) + (P ×R),

è äëÿ ñòåïåíè � ñîîòíîøåíèÿ

RP+Q ∼= RP ×RQ, (PQ)R ∼= PQ×R,

(P ×Q)R ∼= PR ×QR.

� Òàêæå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ¾åäèíèöû¿:

1× P ∼= P , 1P ∼= 1.

� Âàæíîå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñîîòíîøå-
íèå �

nP ∼=
(
2n−1)P ∼= 2P×(n−1).

3.5 Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà

::::::::::
Òåîðåìà 3.10. 1. Ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P ìî-

æåò áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî íà òîì æå
ìíîæåñòâå, íàçûâàåìûì ëèíåéíûì ïðîäîëæå-
íèåì P .

2. Êàæäûé ïîðÿäîê åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñâîèõ ëè-
íåéíûõ ïðîäîëæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü 〈P, v〉 �
÷.ó. ìíîæåñòâî è P � íå öåïü. Ïîñòðîèì ëèíåéíûé ïî-
ðÿäîê 6, ñîäåðæàùèé äàííûé ÷àñòè÷íûé.

Â P íàéäóòñÿ íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû a è b. Ïðîèç-
âîëüíî îïðåäåëèì ïîðÿäîê íà íèõ: äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
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ïîëîæèì, íàïðèìåð, a 6 b. Äàëåå äëÿ âñåõ x v a è
b v y ïîëàãàåì x 6 y. Åñëè 〈P, 6 〉 åù¼ íå öåïü, òî
âûáåðåì íîâóþ ïàðó íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ è ïîñòó-
ïàåì, êàê óêàçàíî âûøå.

×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷àåì ëèíåéíûé ïî-
ðÿäîê.

Ïîñêîëüêó âîçìîæåí ðàçëè÷íûé âûáîð ïàð íåñðàâ-
íèìûõ ýëåìåíòîâ a è b è ïðè êàæäîì âûáîðå ìîæíî
ïîëàãàòü êàê a 6 b, òàê è b 6 a, òî äåéñòâóÿ óêàçàí-
íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå
ïðîäîëæåíèÿ èñõîäíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà v äî ëè-
íåéíîãî 6.

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ öåïåé äàñò èñõîäíîå ÷.ó.
ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x v y, òî àíàëîãè÷-
íîå ñëåäîâàíèå áóäåò è âî âñåõ ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ
ïîðÿäêàõ, à ïðè íåñðàâíèìûõ x è y âñåãäà íàéä¼òñÿ
ïàðà öåïåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì èõ ñëåäîâàíèåì, ÷òî â
ïåðåñå÷åíèè öåïåé è äàñò íåñðàâíèìîñòü ýòèõ ýëåìåí-
òîâ. �

Äëÿ ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè.

Ïðèìåð: ÷.ó. ìíîæåñòâî è åãî ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå
(4, 2, 1, 3)

3 2

1 4

[
[
[[
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Îáîçíà÷åíèå: L(P ) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëèíåéíûõ ïðî-
äîëæåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâà P . Ïî ïðèíöèïó ïðîäîëæåíèÿ
ïîðÿäêà:

P =
⋂

L∈L(P )

L.

Â ñîâðåìåííîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ
ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà èãðàåò ðîëü, ñîïîñòàâè-
ìóþ ñ àêñèîìîé âûáîðà.

Ïîèñê òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ÷.ó. ìíî-
æåñòâ, çàäàííûõ ïàðàìè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ
äðóã çà äðóãîì âåðøèí â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðî-
âàíèè íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé. Òåðìèí
êðàéíå íåóäà÷åí: óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà íå èìååò íèêà-
êîãî îòíîøåíèÿ íè ê ñîðòèðîâêå, íè ê òîïîëîãèè (ðàç-
äåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè).

Ñ÷¼òíî-áåñêîíå÷íûå ÷.ó. ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî íèæ-
íèå êîíóñû ëþáûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íû, íàçûâàåòñÿ êà-
çóàëüíûìè.

Ïðèìåðû: 〈N, 6 〉, 〈N, | 〉.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ

êàçóàëüíîãî ìíîæåñòâà P :

1) â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå çàïèñûâàåì ìèíèìàëü-
íûå ýëåìåíòû M1 ìíîæåñòâà P ,

2) óäàëÿåì èç P ìíîæåñòâî M1, ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâî
P1;

3) â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå çàïèñûâàåì ìèíèìàëü-
íûå ýëåìåíòû M2 ìíîæåñòâà P1

4) óäàëÿåì èç P1 ìíîæåñòâîM2, ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâî
P2;
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5) è ò.ä. (ñðåäè ìíîæåñòâ M1, M2, . . . ìîãóò áûòü
áåñêîíå÷íûå).

Ïðèìåð 3.12. Ïîñòðîåíèå ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êàçó-
àëüíîãî ìíîæåñòâà 〈N, | 〉 :

� ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì áóäåò 1,

� çàòåì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå íà êàæäîì øàãå
ðàñïîëàãàåì âñå ïðîñòûå ÷èñëà,

� ïîòîì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå � âñå ÷èñëà, ïðåä-
ñòàâèìûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ (íå îáÿçà-
òåëüíî íåðàâíûõ) ïðîñòûõ,

� òð¼õ ïðîñòûõ è ò.ä.

Ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ äàííûé
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê v (ò.å. v⊆6) íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå íàçûâàþò ëèíåàðèçàöèåé èëè ëèíåéíûì ïðîäîë-
æåíèåì (ðàñøèðåíèåì) èñõîäíîãî ïîðÿäêà.

Èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âñåõ
ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.

×èñëî ñêà÷êîâ â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ðàñøèðåíèè
L ÷.ó. ìíîæåñòâà P, åñòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàð
íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ P â L.

Íàïðèìåð, â ëèíåàðèçàöèè [ b, d, a, c ]
çèãçàãà N ïðèñóòñòâóåò
îäèí ñêà÷îê: ïàðà (d, a).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ÷.ó. ìíî-
æåñòâà ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ñêà÷êîâ NP-òðóäíà.
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×.ó. ìíîæåñòâà ñ äèàãðàììàìè Õàññå, ÿâëÿþùèìè-
ñÿ äâóäîëüíûìè ãðàôàìè íàçûâàþò äâóäîëüíûìè ÷.ó.
ìíîæåñòâàìè. Km,n � îáîçíà÷åíèå äëÿ äâóäîëüíîãî
÷.ó. ìíîæåñòâà ñ m ìàêñèìàëüíûìè è n ìèíèìàëü-
íûìè ýëåìåíòàì, ó êîòîðîãî ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ýëå-
ìåíò ñîäåðæèò âñå ìèíèìàëüíûå.

Ðàíåå óæå áûëè óêàçàíû ÷.ó. ìíîæåñòâà, íàçûâàå-
ìûå çàáîðàìè.

Îáîáùèì ýòî ïîíÿòèå: çàáîðàìè èëè çèãçàãàìè áó-
äåì íàçûâàòü äâóäîëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç
n > 2 ýëåìåíòîâ {v1, . . . , vn} ñ îòíîøåíèÿìè âêëþ÷å-
íèÿ v2i−1 l v2i è v2i m v2i+1 (ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ïðè
÷¼òíîì n è i = n/2 îòñóòñòâóåò) è äâîéñòâåííûå èì;
ñèìâîëè÷åñêè Zn. Îáû÷íî ýëåìåíòû íèæíåé è âåðõíåé
äîëåé ìíîæåñòâà Zn îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñèì-
âîëàìè a è b ñ èíäåêñàìè.

Åñëè â 2n-ýëåìåíòíîì çàáîðå ïðè n > 3 äîáàâèòü
óñëîâèå ¾ïîñëåäíèé ýëåìåíò ïîêðûâàåò ïåðâûé¿, òî ïî-
ëó÷èì ìàëóþ êîðîíó sn:

Ïîëíàÿ êîðîíà Sn � ýòî 2n-ýëåìåíòíîå äâó-
äîëüíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî, ò.å. Sn = A ∪ B, ãäå



3.5. 417 ãð. 163

A = { a1, . . . , an } � ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ, à
B = { b1, . . . , bn } � ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ.

Ïîðÿäîê v íà Sn çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ ýëåìåíòîâ ai ∈ A è bi ∈ B ïîëàãàþò ai v bj
äëÿ âñåõ i 6= j, i, j = 1, . . . , n (è, åñòåñòâåííî, v
ðåôëåêñèâåí).

b1 b2 b3 b4 b5

a1 a2 a3 a4 a5
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Ðèñ. 3.19. Êîðîíà S5

×èñëî e(P ) = âñåâîçìîæíûõ ëèíåàðèçàöèé êîíå÷-
íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà P , î÷åâèäíî ðàâíî ìîùíîñòè ìíî-
æåñòâà Ã¼ëüäåðà äëÿ P (ïðîáëåìà Ðåéíè).

e(P ) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê íåêîòîðàÿ
îöåíêà ñëîæíîñòè P . ßñíî, ÷òî e(n1) = n!, e(C) = 1
äëÿ öåïè C è ýòî ìàêñèìàëüíî è ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ e(·) .

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë

� e(P ⊕Q) = e(P ) e(Q);

� e(P+Q) =
(
n+m
n

)
e(P ) e(Q), n = |P |, m = |Q|.

� e(2× n) =
1

n+ 1
Cn

2n � ÷èñëà Êàòàëàíà.
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Çàäà÷à e(P ) = ? ïðè n > 5 ðåøåíà ëèøü äëÿ î÷åíü
íåìíîãèõ òèïîâ ÷.ó. ìíîæåñòâ.
Ïðèìåð. ×.ó. ìíîæåñòâî 2×3 è åãî 5-ýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî Ã¼ëüäåðà (e(2× 3) = 1

4

(
6
3

)
= 6·5·4

4·1·2·3 = 5):

6

4 5 { (1, 2, 3, 4, 5, 6), (1, 3, 2, 4, 5, 6),

2 3 (1, 2, 3, 5, 4, 6), (1, 3, 2, 5, 4, 6),

1 (1, 3, 5, 2, 4, 6) }

[
[�

�

[
[�

�
�
�

[
[ �

�

�

∑
n>0

e(Zn)x
n

n!
= tg x + secx.

Çíà÷åíèÿ e(Zn) ïðè ÷¼òíûõ n íàçûâàþò ÷èñëàìè
ñåêàíñà, à ïðè íå÷¼òíûõ � ÷èñëàìè òàíãåíñà:

tg x =x+
1

3
x3 +

2

15
x5 + . . .

. . .+
22n(22n − 1)Bn

(2n)!
x2n−1 + . . . ,

secx = 1 +
x2

2
+

5

24
x4 +

61

720
x6 + . . .+

. . .+
En

(2n)!
x2n + . . . ,

ãäå Bn è En � ÷èñëà Áåðíóëëè è Ýéëåðà ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íàïðèìåð, e(Z5) = 2

15 · 5! = 16.
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Çíà÷åíèå e(Zn) áûëî âïåðâûå óñòàíîâëåíî êàê
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà up-down ïåðåñòàíîâîê: èõ
îáðàçóþò ïåðâûå n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåñòàâ-
ëåííûå òàê, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ëèáî áîëüøå, èáî
ìåíüøå îáîèõ ñâîèõ ñîñåäåé.

� Ëåãêî íàéòè, ÷òî e(Sn) = (n + 1)!(n− 1)!. Ñîîò-
íîøåíèå äëÿ e(sn) áóäåò ïðèâåäåíî äàëåå.

�

log(e(Bn))

2n
= log

(
n

bn/2c

)
− 3

2
log e+ o(1).

� Â îáùåì ñëó÷àå: lim
m→∞

|mP|
mn

=
e(P)

n!
.

� Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ e(P ) � #P-ïîëíàÿ çàäà÷à.

Îäèí èç ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ e(P ) � âåðîÿòíîñò-
íûé. Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈 { v1, . . . , vn }, v〉 â n-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ìíî-
ãîãðàííèê P :

P =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn |
0 6 xi 6 1, vi v vj ⇒ xi 6 xj

}
Åñëè vol(P) � îáú¼ì P , òî e(P ) = n! · vol(P).
Äëÿ îöåíîê vol(P) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñâÿçàííîå ñ ÷.ó.
ìíîæåñòâîì Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íà ìíîæåñòâå âñåõ ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà
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〈P, v〉 : êàæäîé e(P ) åãî ëèíåàðèçàöèé ïðèïèñûâàþò
ðàâíóþ âåðîÿòíîñòü.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z, . . . äàí-
íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþò ñîáûòèÿ E âèäà
x v y, (x v y) N (x v z) è ò.ä. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî
ñîáûòèÿ:

Pr [E] =
÷èñëî ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðûõ èìååò ìåñòîE

e(P )

::::::::::
Òåîðåìà 3.11 (XYZ -òåîðåìà). Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó.
ìíîæåñòâî è x, y, z ∈ P . Òîãäà

Pr [x v y ] · Pr [x v z ] 6 Pr [ (x v y) N (x v z) ].

Ïðèìåð 3.13. ×.ó. ìíîæåñòâî
c d

a b

[
[
[
[

èìååò ïÿòü ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé:

[a, b, c, d], [a, b, d, c], [b, a, c, d], [b, a, d, c], [b, d, a, c],

îòêóäà

Pr[a v b] =
2

5
, Pr[a v d] =

4

5
è

Pr [(a v b)N(a v d)] =
2

5
.

Ïî XY Z-òåîðåìå: 8/25 6 2/5.
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Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîðòèðîâêè � ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L ñ ïîìî-
ùüþ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà âîïðîñîâ ¾âåðíî ëè, ÷òî
x < y â L?¿.

Îáîáùåíèå ýòîé ïðîáëåìû � çàäà÷à âîññòàíîâëåíèè
íåêîòîðîé çàôèêñèðîâàííîé, íî íåèçâåñòíîé ëèíåàðè-
çàöèè L ÷.ó. ìíîæåñòâà P ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà òàêèõ âîïðîñîâ.

¾1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå¿: Ëþáîå íå ÿâëÿþùåå-
ñÿ öåïüþ ÷.ó. ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïàðó íåñðàâíèìûõ
ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ

1

3
6 Pr [x < y ] 6

2

3

Ïðèìåð 2 + 1 � ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûå ãðàíèöû
íåñóæàåìû.

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå äî ñèõ ïîð óñïåøíî ïðîòè-
âîñòîèò âñåì ïîïûòêàì åãî äîêàçàòü è, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì êîìáè-
íàòîðíîé òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ.

Íàèáîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò íà ñåãîäíÿøíèé äåíü:

0,2764 ≈ 5−
√

5

10
6 Pr[x < y] 6

5 +
√

5

10
≈ 0,7236

äëÿ íåêîòîðûõ íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y èç ïðî-
èçâîëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Ñïåêòð ÷.ó. ìíîæåñòâà. Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà
〈P, v〉 ñîâîêóïíîñòü

{Pr [ a v b ] | a, b ∈ P, a 6= b }
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âñåõ çíà÷åíèé Pr [x < y] íàçûâàþò ñïåêòðîì P .

� Äëÿ âñåõ íåîäíîýëåìåíòíûõ òðèâèàëüíî óïîðÿäî-
÷åííûõ ìíîæåñòâ ñïåêòð åñòü

{
1
2

}
.

� Pr [ a v b ] = 1 − Pr [ b v a ] ⇒ ñïåêòð ñèììåò-
ðè÷åí îòíîñèòåëüíî 1

2 .

�

{
0, 1

2 , 1
}

� åäèíñòâåííûé òð¼õýëåìåíòíûé
ñïåêòð.

� Âñå ÷åòûð¼õýëåìåíòíûå ñïåêòðû äîëæíû èìåòü
âèä { 0, α, 1− α, 1 }, ãäå 0 < α < 1

2 .

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âûñêàçàíî íåäîêàçàííîå äî
ñèõ ïîð ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñåãäà α = 1

3
(E.B. Halvorsen, 2002).

3.6 Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðåàëèçàöèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà P ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå-
÷åíèåì âñåõ e(P ) ñâîèõ ëèíåàðèçàöèé, îäíàêî òîò æå
ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå
÷èñëî ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé.
Íàïðèìåð, ÷.ó. ìíîæåñòâî

b c d

a

[
[
[[

�
�

��

èìåþùåå 6 ëèíåàðèçàöèé, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ïåðåñå÷åíèÿ 2 öåïåé: [ a, b, c, d ] è [ a, d, c, b ].
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Åñëè P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è R = {C1, . . . , Ck } �
ñîâîêóïíîñòü öåïåé òàêàÿ, ÷òî P = C1 ∩ . . . ∩ Ck, òî
ãîâîðÿò, ÷òî R ðåàëèçóåò ÷.ó. ìíîæåñòâî P .

Îïðåäåëåíèå 3.13. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîðÿä-
êîâ, äàþùèõ â ïåðåñå÷åíèè äàííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P
íàçûâàåòñÿ åãî (ïîðÿäêîâîé) ðàçìåðíîñòüþ ïîñëåäíåãî
è îáîçíà÷àåòñÿ dim(P ).

Äëÿ âûøåïðåâåä¼ííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà dim(P ) 6 3.

::::::::::
Òåîðåìà 3.12 (Îðå). Ïîðÿäêîâàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ðàçìåðíîñòè ÷.ó. ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò.

Ïðèâåä¼ííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íå ðàçëè÷àòü óêà-
çàííûå âèäû ðàçìåðíîñòè è ïîëüçîâàòüñÿ åäèíûì ñèì-
âîëîì dim(·).

Ðàçìåðíîñòü 1 èìåþò òîëüêî öåïè.
Ïðèìåð ×.ó. ìíîæåñòâî P âûäåëåíî æèðíûì �

P ↪→ [ a, b, c ] × [ d, e ],
P = [ 1, 2, 3, 4, 5 ] ∩ [ 2, 4, 1, 3, 5 ].

dim(·) � áîëåå òîíêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ÷.ó. ìíî-
æåñòâà, ÷åì e(·); â íåêîòîðîì ñìûñëå dim(·) èãðàåò òó
æå ðîëü, ÷òî è õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äëÿ ãðàôîâ.
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� Ðàçìåðíîñòü 2 èìåþò:
� òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûå íåîäíîýëåìåíò-
íûå ìíîæåñòâà;

� âñå îòëè÷íûõ îò öåïåé ÷.ó. ìíîæåñòâ, èìåþ-
ùèå íå áîëåå 5 ýëåìåíòîâ;

� çèãçàãè ëþáîé äëèíû.

� Ðàçìåðíîñòü 3 èìåþò 6-ýëåìåíòíûå ÷.ó. ìíîæå-
ñòâà êîðîíà s3, ¾øåâðîí¿ sh è sh ]:

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè
n � ïîëíàÿ êîðîíà Sn (dim(Sn) = n).

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
÷.ó. ìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

A
A
A
A
A
A
A
AA

�
�

��

[
[
[[



Ðèñ. 3.20. ×.ó. ìíîæåñòâî P ðàçìåðíîñòè 3

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà dim(P ) 6 t ïîëèíî-
ìèàëüíà ïðè t = 1, 2 è ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðè 3 6 t.
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Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ P è Q ñïðàâåäëèâî:

� ∅ 6= Q ⊆ P ⇒ dim(Q) 6 dim(P ) è ïðè óäàëå-
íèè èç ÷.ó. ìíîæåñòâà îäíîãî ýëåìåíòà åãî ðàç-
ìåðíîñòü óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1.

� dim(P+Q) = max {dim(P ), dim(Q)}, åñëè õîòÿ áû
îäíî èç ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ è dim(P +
Q) = 2, èíà÷å.

� dim(P×Q) 6 dim(P )+dim(Q), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà è P , è Q � êîíå÷-
íûå íåîäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà.

Â ÷àñòíîñòè:

� ðàçìåðíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ n öå-
ïåé (ìû íå ñ÷èòàåì îäíîýëåìåíòíûå ìíîæå-
ñòâà öåïÿìè) åñòü n; îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàç-
ìåðíîñòü n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Rn, ðàññìîòðåííîãî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ R ðàâíà n;

� dim(2n) = n;

� dim(Sn × Sn) = 2n− 2.

� dim(P ) 6
|P |
2

ïðè |P | > 4 (òåîðåìà Õèðàãó÷è).

� dim(P ) 6 |P − A|, ãäå A � àíòèöåïü â P òàêàÿ,
÷òî |P − A| > 2.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü äâóäîëüíûõ ÷.ó. ìíî-
æåñòâ íå ïðåâûøàåò ìîùíîñòè íàèìåíüøåé äîëè,
åñëè îáå äîëè íå îäíîýëåìåíòíû.

� dim(P ) 6 w(P ).
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ßñíî, ÷òî íàëè÷èå ó ÷.ó. ìíîæåñòâà êîðîíû Sn â
êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî åãî ðàçìåðíîñòü
óæå íå ìåíåå n. Îäíàêî ÷.ó. ìíîæåñòâî áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè ìîæåò è íå ñîäåðæàòü ñòàíäàðòíîãî ïðèìåðà
â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà.
Íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòü óïîðÿäî÷åííîé ïî âêëþ÷åíèþ
ñîâîêóïíîñòè îäíî- è äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò ïðè
n→∞.

Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãðàíèö äëÿ ïî÷òè âñåõ n-
ýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ P :

n

4

(
1− c1

log n

)
6 dim(P ) 6

n

4

(
1− c2

log n

)
,

ãäå c1 è c2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

d-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà. ×.ó. ìíîæåñòâî P
íàçûâàåòñÿ d-íåñâîäèìûì äëÿ íåêîòîðîãî d > 2, åñëè
dim(P ) = d è dim(P ′) < d äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî
÷.ó. ïîäìíîæåñòâà P ′ < P .

� Åäèíñòâåííîå 2-íåñâîäèìîå ìíîæåñòâî � 1 + 1.

� 3-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà: s3, sh, sh
], . . ..

Ðèñ. 3.21. 4-íåñâîäèìîå ÷.ó. ìíîæåñòâî
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� Åäèíñòâåííîå 2n-ýëåìåíòíîå n-íåñâîäèìîå ìíî-
æåñòâî � êîðîíà Sn.

Îáùåïðèíÿòàÿ òî÷êà çðåíèÿ:
3-íåñâîäèìûå ìíîæåñòâà ðåäêè, õîðîøî èçó÷åíû è ðå-
ãóëÿðíû,
4-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷à-
þòñÿ è âåñüìà ïðè÷óäëèâû.

Ïðîáëåìà Íîãèíà. Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
π(d, n) ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ
d-íåñâîäèìûõ n-ýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ ïðè d > 4?

Äàííàÿ ïðîáëåìà ñ 1990 ã. îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 3.2. π(d, n) 6 n− d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü â
d-íåñâîäèìîì n-ýëåìåíòíîì ÷.ó. ìíîæåñòâå P . Òîãäà
|A| = w(P ) è |P−A| > 2. Ïîýòîìó, d = dim(P ) 6 n−
w(P ) è w(P ) 6 n− dim(P ) .
Î÷åâèäíî, π(P ) 6 w(P ), îòêóäà π(P ) 6 n− dim(P ). �

3.7 Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

è ñìåæíûå âîïðîñû

Ëåììà Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà: åñëè â ÷.ó. ìíîæåñòâå
âñå öåïè èìåþò âåðõíèå ãðàíè, òî ëþáîé åãî ýëå-
ìåíò ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì
(LKZ, èëè ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè).
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Ïðèíöèï Õàóñäîðôà: âñÿêàÿ öåïü ÷.ó. ìíîæåñòâà
ìîæåò áûòü âëîæåíà â íåêîòîðóþ ìàêñèìàëüíóþ
öåïü.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðèâåä¼ííûå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû � ëþáîå èç íèõ ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç äðó-
ãîãî.

Áîëåå òîãî, îíè òàêæå ýêâèâàëåíòíû ïðèâîäèìûì
äàëåå ôóíäàìåíòàëüíûì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì àê-
ñèîìàì âûáîðà è î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè.

Àêñèîìà âûáîðà (AC): ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå êàæäîìó íåïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó
B ìíîæåñòâà A ýëåìåíò èç B.

ÀÑ: äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A 6= ∅ íàéä¼òñÿ òàêàÿ
ôóíêöèÿ fA, ÷òî fA(B) ∈ B äëÿ ëþáîãî B ∈ P∗(A)
(= óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âñþäó îïðåäåë¼ííîãî
ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü âëîæåííîå â íåãî ôóíê-
öèîíàëüíîå).

Îïðåäåëåíèå 3.14. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
íàçûâàþò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì (â.ó. ìíîæåñòâî), åñëè
êàæäîå åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò.

ßñíî, ÷òî â.ó. ìíîæåñòâî âñåãäà ñîäåðæèò íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò. Ýëåìåíòû â.ó. ìíîæåñòâà òðàäèöèîííî
îáîçíà÷àþò ñòðî÷íûìè ãðå÷åñêèìè áóëàâàìè α, β, . . ..

Âî â.ó. ìíîæåñòâå êàæäûé ýëåìåíò α,
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� åñëè òîëüêî îí íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì, èìååò
åäèíñòâåííûé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé, îáî-
çíà÷àåìûé α + 1,

� åñëè òîëüêî îí íå íàèìåíüøèé, ìîæåò èìåòü íå
áîëåå îäíîãî íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåãî;
â ýòîì ñëó÷àå, åñëè α íå èìååò íåïîñðåäñòâåííî
ïðåäøåñòâóþùåãî ýëåìåíòà, îí íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåëüíûì.

Ïðèìåð 3.14. 1. Âïîëíå óïîðÿäî÷åíû âñå êîíå÷íûå
öåïè, à òàê æå öåïü 〈N, 6 〉. Â ýòèõ ÷.ó. ìíîæå-
ñòâàõ íåò ïðåäåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

2. ×.ó. ìíîæåñòâî 〈Z, 6〉 íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿ-
äî÷åííûì, ïîñêîëüêó îíî íå èìååò íàèìåíüøåãî
ýëåìåíòà.

3. Ìíîæåñòâî{
0,

1

2
,

2

3
,

3

4
, . . . , 1, 1 +

1

2
, 1 +

2

3
, . . . ,

. . . m, m+
1

2
, m+

2

3
, . . .

}
ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿ-
äî÷åííûì, åãî ïðåäåëüíûå ýëåìåíòû � íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà.

4. Ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå êàçóàëüíîãî ìíîæåñòâà
〈N, | 〉 ïî ðàíåå ðàññìîòðåííîìó àëãîðèòìó ÿâëÿ-
åòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

Òåîðåìà Öåðìåëî (ïðèíöèï ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ):
ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿ-
äî÷èòü.
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Ïðèìåð 3.15. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ìîæíî âïîëíå
óïîðÿäî÷èòü ñ÷èòàÿ, íàïðèìåð, ÷òî

0 < 1 < −1 < 2 < −2 < 3 < −3 . . . èëè

1 < 2 < . . . < 0 < −1 < −2 < . . .

Óòâåðæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå ïðèâåä¼ííûì: î ðàâ-
íîìîùíîñòè ìíîæåñòâ X è X×X; î íåïóñòîòå äåêàðòî-
âà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè íåïóñòûõ
ìíîæåñòâ è äð.

Ò.î. èñòèííûìè èëè ëîæíûìè âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ
ìîãóò áûòü òîëüêî îäíîâðåìåííî.

×òî æå èìååò ìåñòî �â äåéñòâèòåëüíîñòè�? Îòâåò çà-
âèñèò îò òîãî, êàêèìè ñâîéñòâàìè ìû íàäåëÿåì ïîíÿòèå
ìíîæåñòâà â äàííîé àêñèîìàòèêå.

Îá àêñèîìå âûáîðà AC (ïðåäëîæåíà Öåðìåëî ïðè ðàç-
ðàáîòêå àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ):

� Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ å¼ ñïðàâåäëèâîñòü î÷å-
âèäíà, íî ïðè ðàññìîòðåíèè áåñêîíå÷íûõ ñîâîêóï-
íîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýòà î÷åâèäíîñòü òå-
ðÿåòñÿ.

� âñå ïîïûòêè ñâåñòè AC ê äðóãèì ôóíäàìåíòàëü-
íûì ïðèíöèïàì îêàçàëèñü áåçóñïåøíûìè2.

� AC ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò îñòàëüíûõ àêñèîì
òåîðèè ìíîæåñòâ óòâåðæäåíèåì è äîáàâëåíèå ê

2Äîêàçàòåëüñòâî íåâîçìîæíîñòè îïðîâåðãíóòü AC â àêñèîìàòèêå NBG

äàë â 1940 ã. Ê.Ã¼äåëü. Â 1963 ã. Ï.Êîýí äîêàçàë íåçàâèñèìîñòü AC îò îñòàëü-

íûõ àêñèîì ZFC. Àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ NBG è ZFC ðàâíîîáú¼ìíû:

ëþáàÿ òåîðåìà î ìíîæåñòâàõ, äîêàçóåìàÿ â îäíîé ñèñòåìå, òàêæå äîêàçóåìà

è â äðóãîé.
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íèì êàê ñàìîé ýòîé àêñèîìû, òàê è å¼ îòðèöàíèÿ
ïîðîæäàåò äâå ðàâíîïðàâíûå íåïðîòèâîðå÷èâûå
àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ.

� Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ, íå ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñàìè îñ-
íîâàíèé ìàòåìàòèêè è òåîðèè ìíîæåñòâ èññëåäî-
âàíèÿõ, ìîæíî êàê ïðèíÿòü àêñèîìó âûáîðà, òàê
è îòêàçàòüñÿ îò íå¼.

Ê ÷åìó âåä¼ò ïðèíÿòèå/îòêëîíåíèå ÀÑ
Îòêëîíåíèå ÀÑ � îáåäíåíèå ñîäåðæàíèÿ êîíêðåò-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé: íå óäà¼òñÿ äîêàçàòü �

� óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ
÷.ó. ìíîæåñòâ;

� íàëè÷èå áàçèñà ó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà;

� ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè â òî÷êå (íà ÿçûêå ε�δ è ÷åðåç ïðå-
äåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé);

� ...

Ïðèíÿòèå ÀÑ âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòîâ ñ ïà-
ðàäîêñàëüíûìè ñâîéñòâàìè:

� íåèçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë;

� òàêîãî ðàçáèåíèÿ øàðà íà ÷åòûðå ÷àñòè, ÷òî èç
íèõ äâèæåíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå îêàçûâàåòñÿ âîç-
ìîæíûì ñîñòàâèòü äâà òàêèõ æå øàðà;

� ...

Ê. Ã¼äåëü ïîêàçàë:
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� ïðèñîåäèíåíèå ÀÑ ê ñèñòåìå àêñèîì òåîðèè ìíî-
æåñòâ íå óâåëè÷èâàåò îïàñíîñòè âïàñòü â ïðîòè-
âîðå÷èå (ò.å. åñëè â ðàñøèðåííîé ñèñòåìå âñòðå-
òèëîñü ïðîòèâîðå÷èå, òî ïðè÷èíà åãî â èñõîäíîé
ñèñòåìå, à íå â ÀÑ);

� âñÿêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äîêàçûâà-
åìîå ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà, ìîæåò áûòü
äîêàçàíî è áåç íå¼ (ò.å. â òåîðèè ÷èñåë ÀÑ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê âñïîìîãàòåëüíîå
ñðåäñòâî, íóæíîå ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâ).

Ïðè êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ
ÀÑ, êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàþò. Äîêàçàòåëüñòâà, íå èñ-
ïîëüçóþùèå àêñèîìó âûáîðà (èëè ýêâèâàëåíòíûå åé
óòâåðæäåíèÿ) íàçûâàþò ýôôåêòèâíûìè.

Â íàøåì êóðñå ìû îñòà¼ìñÿ â ðàìêàõ íàèâíîé òåî-
ðèè ìíîæåñòâ ñ àêñèîìàìè (x, y, . . . � ìíîæåñòâà)

îáú¼ìíîñòè: (x ⊆ y)N(y ⊆ x) �� (x = y);

ñâ¼ðòêè: y = {x | ϕ(x) } , ϕ(x) � ïðåäèêàò.

Íåîãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå àêñèîìû ñâ¼ðòêè ìî-
æåò ïðèâåñòè ê ïðîòèâîðå÷èÿì (ïàðàäîêñàì).

Ïðèìåð 3.16 (Ïàðàäîêñ Ðàññåëà). Ìíîæåñòâî Ðàññå-
ëà � R = {x | x 6∈ x }, ò.å. z ∈ R ⇔ z 6∈ z. Ïðè
ïîäñòàíîâêå z 7→ R ïîëó÷àåì R ∈ R ⇔ R 6∈ R �
ïðîòèâîðå÷èå.
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Â ñîâðåìåííûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ òåîðèÿõ ìíîæåñòâ
íè R, íè ïîäîáíûå ¾ýêçîòè÷åñêèå¿ ìíîæåñòâà íå ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû.

Åñëè α � ýëåìåíò â.ó. ìíîæåñòâà, òî èíòåðâàë

[ o, α )
def
= αOr {α} íàçûâàþò íà÷àëüíûì îòðåçêîì α.

Ñèìâîë [ o, o ) ïîíèìàåòñÿ êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî.

::::::::::
Òåîðåìà 3.13 (ñâîéñòâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ).
Ïóñòü 〈C, 6 〉 � â.ó. ìíîæåñòâî. Òîãäà

1) åñëè è C ] âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, òî C � êîíå÷íàÿ
öåïü;

2) åñëè α � ïðåäåëüíûé ýëåìåíò âïîëíå óïîðÿäî-
÷åííîãî ìíîæåñòâà, òî

[o, α) =
⋃
β<α

[o, β).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîñêîëüêó C è C ] âïîëíå óïîðÿäî÷åíû, òî C ñî-
äåðæèò o è ι, êàæäûé å¼ ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò ι
èìååò ïîñëåäóþùèé, à îòëè÷íûé îò o � ïðåäøå-
ñòâóþùèé. Ñëåäîâàòåëüíî â C îòñóòñòâóþò ïðå-
äåëüíûå ýëåìåíòû, âñå å¼ ñå÷åíèÿ � ñêà÷êè, ÷òî
âìåñòå ñ íàëè÷èåì o è ι îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü C.

2. Åñëè γ ∈ [ o, α ), òî ïîñêîëüêó ìåæäó γ è γ + 1
ýëåìåíòîâ íåò, γ+ 1 6 α. Îäíàêî â ñèëó ïðåäåëü-
íîñòè α, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì

γ ∈ [ o, γ + 1 ) ⊆
⋃
β<α

[ o, β ), ò.å.
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[ o, α ) ⊆
⋃
β<α

[ o, β ).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. �

Ñðàâíåíèå â.ó. ìíîæåñòâ è êàðäèíàëüíûå ÷èñëà

::::::::::
Òåîðåìà 3.14 (î ñðàâíåíèè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-
æåñòâ). Ïóñòü A è B � äâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâà.

Òîãäà èìååòñÿ ëèøü îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæ-
íîñòåé:

1. A ∼= B;

2. A ∼= íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó îòðåçêó B;

3. B ∼= íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó îòðåçêó A.

Ôàêò ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò

A = B, à íåðàâíîìîùíîñòè � A 6= B.

Ïîä X ïîíèìàåòñÿ íîâûé îáúåêò, ñâÿçàííûé ñ ìíî-
æåñòâîì X, íàçûâàåìûé êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì X èëè
êàðäèíàëîì.

::::::::::
Òåîðåìà 3.15 (î ñðàâíåíèè ìíîæåñòâ � çàêîí òðèõîòî-
ìèè). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B èìååòñÿ ëèøü
îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

1. A = B (A ýêâèâàëåíòíî B);

2. A = B ′ äëÿ íåêîòîðîãî B ′ ⊆ B,

íî ∀A′ ⊆ A : A′ 6= B;
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3. B = A′ äëÿ íåêîòîðîãî A′ ⊆ A,

íî ∀B ′ ⊆ B : B ′ 6= A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àêñèîìå î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè äëÿ
A è B ñïðàâåäëèâà ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà (î ñðàâíåíèè
â.ó.ì.).

Òîãäà ëèáî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ (2) �(3) , ëè-
áî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Êàíòîðà-Øð¼äåðà-
Áåðíøòåéíà (åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ ðàâíîìîùíî
ïîäìíîæåñòâó äðóãîãî, òî ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû),
÷òî âëå÷¼ò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1) . �

Çàêîí òðèõîòîìèè � ëåæèò â îñíîâå ó÷åíèÿ î ìîù-
íîñòè ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿÿ ââåñòè ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå

êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë: ñ÷èòàòü, ÷òî A < B è A > B ñî-
îòâåòñòâåííî â ñëó÷àÿõ (2) è (3) òåîðåìû.

::::::::::
Òåîðåìà 3.16 (Êàíòîð). A < P(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A
îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî {a} ìíîæåñòâà A, ïî-

ëó÷èì âëîæåíèå A â P(A), è ïîýòîìó A 6 P(A).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ ìíîæåñòâà A â P(A).

Âî ìíîæåñòâå A îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî M :

M = {a ∈ A | a 6∈ ϕ(a)} ∈ P(A).

Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ýëåìåíò
m ∈ A òàêîé, ÷òî ϕ(m) = M . Íî òîãäà ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå:

m ∈M ⇒ m 6∈ϕ(m) = M è m 6∈M ⇒ m ∈ϕ(m) = M.
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�

Èç òåîðåìû Êàíòîðà ñðàçó ñëåäóåò Ïàðàäîêñ
Êàíòîðà: îáðàçóåì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ:
V = {x | x = x }.
Íî òîãäà P(V ) 6 V � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ íå ñóùå-
ñòâóåò (ïðè÷èíà: íå âñÿêîå ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò ìíîæå-
ñòâî, ò.å. äåëî â àêñèîìå ñâ¼ðòêè).

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë
âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, îòêóäà ïîëó÷àþò ìíîãî âàæíûõ è
èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé.

::::::::::
Òåîðåìà 3.17 (ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè).
Ïóñòü C � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ êàæ-
äûì ýëåìåíòîì α êîòîðîãî ñâÿçàíî óòâåðæäåíèå Sα,
êîòîðûå îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü S.
Òîãäà, åñëè èç ñïðàâåäëèâîñòè Sβ äëÿ âñåõ β ∈ [o, α)
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü Sα, òî âåðíû âñå óòâåðæäå-
íèÿ èç S.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñðåäè S èìååòñÿ íåâåðíîå óòâåð-
æäåíèå è òîãäà ìíîæåñòâî E íåâåðíûõ óòâåðæäåíèé
íåïóñòî.

Ïóñòü α � íàèìåíüøèé ýëåìåíò E, êîòîðûé âñåãäà
ñóùåñòâóåò â ñèëó ïîëíîãî ïîðÿäêà íà C. Íî òîãäà, ïî-
ñêîëüêó Sβ ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ β ∈ [o, α), ñïðàâåä-
ëèâî è Sα � ïðîòèâîðå÷èå. �

::::::::
Ëåììà 3.1. Ïóñòü 〈A, '〉 � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíò-
íîñòè, à 〈C, 6 〉 � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
êàæäîìó ýëåìåíòó α êîòîðîãî ñîïîñòàâëåí ïðåä-
êëàññ òîëåðàíòíîñòè Eα ⊆ A òàê, ÷òî èç α1 < α2

ñëåäóåò Eα1
⊆ Eα2

.
Òîãäà îáúåäèíåíèå

⋃
Eα = E ÿâëÿåòñÿ ïðåäêëàñ-

ñîì òîëåðàíòíîñòè â A.

::::::::
Ëåììà 3.2 (î êëàññàõ òîëåðàíòíîñòè). Äëÿ âñÿêîãî ïðåä-
êëàññà ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé åãî êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçèñ èíäóêöèè ìîæåò áûòü íà÷àò ñ
ëþáîãî êëàññà. �

Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ è LKZ � äâà àëüòåðíà-
òèâíûõ ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâ ñâîéñòâ ÷.ó. ìíîæåñòâ.

3.8 Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó.

ìíîæåñòâ

Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòââ â ìàòåìàòèêå
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1. Èñïîëüçîâàíèå ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ â òåîðèè ÷è-
ñåë, òåîðèè ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêå (òåîðèÿ
ðàçáèåíèé è äð.) óæå áûëè óïîìÿíóòû.

2. Ðàññìàòðèâàþò ÀÑ, íîñèòåëè êîòîðûõ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åíû.

Íàèáîëåå èññëåäîâàíû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå
ãðóïïû, êîëüöà è ïîëóãðóïïû (íàïðèìåð, ñèñòå-
ìû Òóý).

3. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï ïåðåñòàíîâîê èñïîëü-
çóþò ò.í. PQ-äåðåâüÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðàñøèðåíèåì
ïîíÿòèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà.
Èõ ïðèìåíÿþò ïîèñêà ïåðåñòàíîâîê, îãðàíè÷åíèÿ
íà êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû ïîñòåïåííî, îäíî
çà äðóãèì (âîññîçäàíèå ÄÍÊ, ïðîâåðêà ïëàíàðíî-
ñòè ãðàôà è äð.).

Ïëàíàðíûé ãðàô � ãðàô, êîòîðûé ìîæåò áûòü
èçîáðàæ¼í íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð.

Èíòåðâàëüíûé ãðàô � ãðàô ïåðåñå÷åíèé ìóëü-
òèìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé, èìåþùèé ïî
îäíîé âåðøèíå äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà â ìíîæå-
ñòâå è ïî ðåáðó ìåæäó êàæäîé ïàðîé âåðøèí, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû ïåðåñåêàþòñÿ:

PQ-äåðåâüÿ � êîðíåâûå ïëàíàðíûå äåðåâüÿ, âèñÿ-
÷èå âåðøèíû â êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ïåðåñòàâ-
ëÿåìûå ýëåìåíòû, à îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò
ïîìåòêó ëèáî P, ëèáî Q.

Âåðøèíû ñ ïîìåòêîé Q èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå
3 ïîòîìêà è èõ ïîðÿäîê ðàçðåøàåòñÿ îáðàùàòü, à
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âåðøèíû ñ ïîìåòêîé P � ïî êðàéíåé ìåðå 2 ïî-
òîìêà è èõ ðàçðåøàåòñÿ êàê óãîäíî ïåðåñòàâëÿòü.

Ïðèìåð: ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (1, 2, 3, 4, 5), ñîäåðæàùàÿ, âìåñòå ñ åäèíè÷íîé,
ïåðåñòàíîâêó êðàéíèõ è ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòà-
íîâêó òð¼õ âíóòðåííèõ ýëåìåíòîâ, îïèñûâàåòñÿ
PQ-äåðåâîì �

Ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷.ó. ìíîæåñòâ

� Ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè ñîáûòèé âî âðå-
ìåííûõ ðÿäàõ.

� Ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
ïðèìåíÿþò äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîïóñêíîé ñïî-
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ñîáíîñòè ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòå-
ìû ïðè íàçíà÷åíèè çàäà÷ äëÿ âûïîëíåíèÿ íà òîì
èëè èíîì ïðîöåññîðå.

Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â èññëåäîâàíèè îïå-
ðàöèé. Âàæíûì ðàçäåëîì èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ÿâ-
ëÿåòñÿ òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè ìíîãèõ êðèòåðè-
ÿõ.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ýäæâîðòà-Ïàðåòî íàèëó÷øèå
ðåøåíèÿ âñåãäà ñëåäóåò âûáèðàòü â ñðåäè ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà Ïàðåòî.

Ïóñòü y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)) ∈ Rn, n > 2 � íà-
áîð êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ x
èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ X, ïðè÷¼ì çíà-
÷åíèå êàæäûé èç äàííûõ êðèòåðèåâ æåëàòåëüíî ìàê-
ñèìèçèðîâàòü.

Â ýêîíîìèêå ðåøåíèå x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì ïî Ïàðåòî (ïàðåòî-îïòèìàëüíûì), åñëè íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ x ∈ X, äëÿ êî-
òîðîãî yi(x

∗) 6 yi(x) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.
Âñå ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ îáðàçóþò ìíîæå-

ñòâî Ïàðåòî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì çäåñü Π, Π ⊆ X.
Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà Ïàðåòî â ïðîñòåéøåì

ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âåêòîðîâ
Y = { y(x) | x ∈ X } ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
N ýëåìåíòîâ, ò.å. èìååò âèä {y1, . . . , ym} (ìû îïóñêà-
åì óêàçàíèå íà íà çàâèñèìîñòü y îò x), ñâîäèòñÿ ê èõ
ïîïàðíûì ñðàâíåíèÿì è èñêëþ÷åíèåì èç Y è èç äàëü-
íåéøåãî ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ, çàâåäîìî íå âõîäÿùèõ â
Π � ñî çíà÷åíèÿìè âñåõ êîîðäèíàò, ìåíüøèõ, ÷åì ó
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äðóãîãî (äîìèíèðóåìûõ).

Ïðèìåð: Çàäà÷à î âûáîðå íàèëó÷øåãî ïðîåêòíîãî ðå-
øåíèÿ

Äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíêóðñå ïðåäñòàâëåíî 5 âàðèàíòîâ
ñòðîèòåëüñòâà íà òåððèòîðèè, íåïîñðåäñòâåííî ïðèëå-
ãàþùåé ê æèëîìó ðàéîíó ïðåäïðèÿòèé ðàçëè÷íîãî òè-
ïà (íàïðèìåð, x1 � ìàøèíîñòðîèòåëüíûé çàâîä, x2 �
òåêñòèëüíàÿ ôàáðèêà, x3 � ìîëî÷íûé çàâîä è ò.ï.).

Îöåíèâàíèå êà÷åñòâà ïðîåêòà ïðîèçâîäèòñÿ ïî ÷å-
òûðåì êðèòåðèÿì:
y1 � ñòîèìîñòü ðåàëèçàöèè ïðîåêòà,
y2 � âåëè÷èíà ïðèáûëè ïðîåêòèðóåìîãî ïðåäïðèÿ-

òèÿ,
y3 � âåëè÷èíà ýêîëîãè÷åñêîãî óùåðáà îò ñòðîèòåëü-

ñòâà,
y4 � çàèíòåðåñîâàííîñòü æèòåëåé ðàéîíà â ñòðîè-

òåëüñòâå äàííîãî ïðåäïðèÿòèÿ.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ýêñïåðòèçû ïðîåêòîâ áûëè ïî-
ëó÷åíû îöåíêè âñåõ êðèòåðèåâ ïî ïÿòèáàëëüíîé øêàëå,
êîòîðûå ïðåäñòàâëåííû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.

y1 y2 y3 y4

x1 1 3 1 3
x2 0 3 2 3
x3 3 4 3 4
x4 0 3 3 3
x5 2 4 2 4

Ïîñêîëüêó 1 è 3-é êðèòåðèè æåëàòåëüíî ìèíèìè-
çèðîâàòü, à íå ìàêñèìèçèðîâàòü êàê îñòàëüíûå, òî çà-
ìåíèâ â ñòîëáöàõ y1 è y3 òàáëèöû çíà÷åíèÿ z íà 5−z
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íà ïðîòèâîïîëîæíûå, ïðîèçâåä¼ì ïîïàðíîå ñðàâíåíèå
ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ.

Â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ äîìèíèðóåìûõ ýëåìåíòîâ,
ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Ïàðåòî Π = {x1, x2, x5}, ò.å. îñó-
ùåñòâëÿòü îêîí÷àòåëüíûé âûáîð ñëåäóåò èç 1, 2 è 5-ãî
ïðîåêòîâ.

Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèê: ìîäåëè Êðèïêå êàê îáùèé ñïîñîá óñòàíîâëåíèÿ
èñòèííîñòè ôîðìóë ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé.

Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâà

� V ar = {x, y, . . . } ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ �
ñèìâîëîâ àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé;

� Φ = {¬, N , ∨, �� } � ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

Îïðåäåëåíèå 3.15. Ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì Φ ëîãè-
÷åñêèõ ñâÿçîê íàçûâàåòñÿ ëèáî íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ
ïåðåìåííàÿ (àòîìàðíàÿ ôîðìóëà), ëèáî îäíî èç çíà-
êîñî÷åòàíèé âèäà (¬A), (AN B), (A ∨ B) èëè (A ��B)
(ìîëåêóëÿðíàÿ ôîðìóëà), ãäå A è B � ôîðìóëû.

A � ìíîæåñòâî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë.
Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë ïðèíèìàþò ñîãëà-

øåíèÿ � ïðàâèëà ýêîíîìèè ñêîáîê è ïðèîðèòåòà ñâÿ-
çîê: âíåøíèå ñêîáêè ó ôîðìóë îïóñêàþòñÿ è ñèëà ñâÿ-
çîê óáûâàåò â ïîðÿäêå, óêàçàííîì ïðè èõ ââåäåíèè âû-
øå (> � ¾ñèëüíåå¿)

¬ > N > ∨ > ��



3.8. 417 ãð. 189

Êàæäàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà-
÷åíèé {0, 1, . . . , }. Ïåðâîå çíà÷åíèå 0 íàçîâ¼ì âûäå-
ëåííûì.

Íåôîðìàëüíî âûäåëåííîå çíà÷åíèå ñèìâîëèçèðóåò
¾èñòèíó¿ (È), à îñòàëüíûå � ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè îò-
ñóòñòâèÿ èñòèííîñòè: íåîïðåäåë¼ííîñòü âûñêàçûâàíèÿ,
ðàçëè÷íûå ôîðìû åãî ¾ëîæíîñòè¿ (Ë) è ò.ä. Â êëàññè-
÷åñêîé ëîãèêå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ñóæà-
åòñÿ äî äâóõ: {È, Ë } è âûäåëåííîå � È.

Ñõåìû àêñèîì ÈÈÂ:

1. A �� (B ��A);

2. (A ��(B ��C)) �� ((A ��B) ��(A ��C));

3. AN B �� A;
4. AN B �� B;
5. A �� (B ��(AN B));

6. A �� A ∨B;
7. B �� A ∨B;
8. (A ��C) �� ((B ��C) ��(A ∨B ��C));

9. ¬A �� (A ��B);

10. (A ��B) �� ((A ��¬B) ��¬A).

Àêñèîìû ÈÂÂ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â ñõåìû
êîíêðåòíûõ ôîðìóë âìåñòî ìåòàñèìâîëîâ A, B è C.

Â ÈÈÂ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûâîäà, îáî-
çíà÷àåìîå MP (ëàò. modus ponens), ïîçâîëÿþùåå èç
ôîðìóë A è A ��B ïîëó÷èòü ôîðìóëó B:

A, A ��B ` B
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Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé, åñëè íàéä¼òñÿ
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë A1, . . . , Al òà-
êàÿ, ÷òî Al = A è êàæäûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

� ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,

� ëèáî ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó MP èç êàêèõ-òî äâóõ
ïðåäûäóùèõ ôîðìóë.

Âûâîäèìîñòü ôîðìóëû A çàïèñûâàåòñÿ êàê ` A, â
ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âûâîäà ïèøóò 6` A.
Ïðèìåð 3.17 (âûâîä ôîðìóëû â ÈÈÂ). Ïîêàæåì

` x ∨ y �� y ∨ x.
(1) x �� y ∨ x � ïîäñòàíîâêà â ñõåìó 7

(2) y �� y ∨ x � ïîäñòàíîâêà â àêñèîìó 6

(3) (x �� y∨x) �� ((y �� y∨x) ��(x∨y �� y∨x)) � ïîä-
ñòàíîâêà â àêñèîìó 8: A 7→ x, B 7→ y, C 7→ y ∨ x

(4) (y �� y∨x) �� (x∨ y �� y∨x) � ïî MP èç (1) è (3)

(5) x ∨ y �� y ∨ x � ïî MP èç (2) è (4)

Íàïîìèíàíèå:
(6) A �� A ∨B;
(7)B �� A ∨B;
(8) (A ��C) �� ((B ��C) ��(A ∨B ��C)).

Ïóñòü Γ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.
Ôîðìóëà B íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé èç ìíîæåñòâà

ôîðìóë Γ (ñèìâîëè÷åñêè Γ ` B), åñëè íàéä¼òñÿ êîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë B1, . . . , Bl òàêàÿ, ÷òî
Bl = B è êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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� ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,

� ëèáî ïðèíàäëåæèò Γ,

� ëèáî ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó MP èç êàêèõ-òî äâóõ
ïðåäûäóùèõ ôîðìóë.

Ôàêò âûâîäèìîñòè Γ ` B íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìå-
ñòî ìíîæåñòâà Γ âçÿòü îäíó ôîðìóëó � êîíúþíêöèþ
ôîðìóë èç Γ, òàê ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îä-
íîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà Γ è îïóñêàÿ ôèãóðíûå ñêîá-
êè, ïèñàòü A ` B.

Çíàê ` ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì îòíîøåíèÿ ïðåäïîðÿäêà
íà ìíîæåñòâå A.

Ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè � îäíà èç âàæíåéøèõ ïðî-
áëåì ëþáîãî ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ L: ¾âûâîäèìà ëè
â L äàííàÿ ôîðìóëà?¿ �

` A � ìîæíî ëèáî ïðåäúÿâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé âû-
âîä, ëèáî äîêàçàòü åãî ñóùåñòâîâàíèå;

6` A � âîçìîæíî ëèøü äàòü äîêàçàòåëüñòâî íåñóùå-
ñòâîâàíèÿ âûâîäà A.

Ìåòàòåîðèÿ� òåîðèÿ, èçó÷àþùàÿ ÿçûê, ñòðóêòóðó
è ñâîéñòâà íåêîòîðîé äðóãîé (îáúåêòíîé) òåîðèè:

� êîððåêòíîñòü,

� íåïðîòèâîðå÷èâîñòü,

� ðàçëè÷íûå âèäû ïîëíîòû,

� ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè,

� íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà,

� ...

Åñëè ê ñõåìàì àêñèîì äîáàâèòü åù¼ îäíó:
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11. A ∨ ¬A � ëîãè÷åñêèé çàêîí TND (ëàò.
tertium non datur, ¾òðåòüåãî íå äàíî¿),

òî ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé
ÊÈÂ.

Òîãäà êàæäîé ëîãè÷åñêîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïðè-
ïèñàòü îäíî èç äâóõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé 1 èëè 0,
ïîíèìàåìûõ êàê ¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿ ñîîòâåòñòâåííî, è
ïî ïðàâèëàì

|¬A| = 1 ⇔ |A| = 0;

|AN B| = 1 ⇔ |A| = |B| = 1;

|A ∨B| = 0 ⇔ |A| = |B| = 0;

|A ��B| = 1 ⇔ |B| = 1 èëè |A| = 0.

ïîëó÷èòü îöåíêó |F | ∈ {1,0} ëþáîé ôîðìóëû F .
Ôîðìóëû, èñòèííûå ïðè ëþáûõ èíòåðïðåòàöèÿõ �

âîçìîæíûõ âàðèàíòàõ ïðèïèñûâàíèé ëîãè÷åñêèì ïåðå-
ìåííûì çíà÷åíèé (1 èëè 0) � íàçûâàþòñÿ òàâòîëîãè-
ÿìè.

Ïðèìåðû òàâòîëîãèé: âñå àêñèîìû 1�11, ¬¬x ��x,
¬(x ∨ y) ��¬xN ¬y, ...

Â ÊÈÂ âûâîäèìûìè îêàçûâàþòñÿ âñå òàâòîëîãèè è
òîëüêî îíè ⇒ ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðî-
âåðêå ôîðìóëû íà òàâòîëîãè÷íîñòü.

Â ÈÈÂ çàäà÷à ðàäèêàëüíî óñëîæíÿåòñÿ: ýòî èñ÷èñ-
ëåíèå íå èìååò êîíå÷íîçíà÷íîé èíòåðïðåòàöèè, ò.å. åñëè
â ëþáîì êîíå÷íîì íàáîðå Tr = {0, 1, . . . , k − 1} îáú-
ÿâèâ çíà÷åíèå 0 âûäåëåííûì è çàäàâ ïðàâèëà îöåíêè
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ôîðìóë òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ ïåðåìåí-
íûì èç V ar çíà÷åíèé èç Tr âñå àêñèîìû âñåãäà ïðè-
íèìàëè áû òîëüêî çíà÷åíèå 0, íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôîðìóëà
F , ÷òî |F | = 0, íî 6` F .

� Ëþáàÿ âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ ôîðìóëà âûâîäèìà è â
ÊÈÂ.

� Îáðàòíîå íåâåðíî: íàïðèìåð, ôîðìóëû, ïîëó÷àå-
ìûå èç ñõåìû TND è ¬¬x ��x, ¬(x∨y) ��¬xN ¬y,
... íåâûâîäèìû â ÈÈÂ.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûâîäèìîñòè â ÈÈÂ
ïðèìåíèì ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè øêàë
Êðèïêå.

Ñîë Êðèïêå (Saul Aaron Kripke, 1940)
� àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô è ëîãèê,
îäèí èç äåñÿòè âûäàþùèõñÿ
ôèëîñîôîâ ïîñëåäíèõ 200 ëåò.
Åù¼ þíîøåé âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä
â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó, ôèëîñîôèþ
ìàòåìàòèêè è òåîðèþ ìíîæåñòâ.

Øêàëû Êðèïêå: ïîñòðîåíèå ×òîáû çàäàòü òàêóþ
øêàëó íóæíî:

� óêàçàòü ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈W,6 〉, ýëåìåíòû íîñèòå-
ëÿ êîòîðîãî íàçûâàþò ìèðàìè;

� äëÿ êàæäîãî ìèðà óêàçàòü, êàêèå èç ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ â í¼ì ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè (îñòàëü-
íûå ïåðåìåííûå â ýòîì ìèðå ëîæíû).
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Ôàêò èñòèííîñòè ïåðåìåííîé x â ìèðå w áóäåì çà-
ïèñûâàòü ñèìâîëè÷åñêè w  x, ëîæíîñòè � w 6 x.
Ïðè ôîðìèðîâàíèè øêàëû Êðèïêå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

u 6 v, u  x ⇒ v  x

� ò.å. ãîâîðÿò, ÷òî îáëàñòü èñòèííîñòè ïåðåìåííîé
íàñëåäóåòñÿ ââåðõ (ñîõðàíÿåòñÿ â á�îëüøèõ ìèðàõ ) �
óñëîâèå íàñëåäîâàíèÿ èñòèííîñòè.

Íåôîðìàëüíî ïîðÿäîê u 6 v ìåæäó ìèðàìè èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ êàê òî, ÷òî ìèð v åñòü ñîñòîÿíèå ìèðà u
â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè, ïîíèìàÿ âðåìÿ íå â ôè-
çè÷åñêîì, à â ëîãè÷åñêîì ñìûñëå: êàæäûé ìèð îïèñû-
âàåòñÿ ñîñòîÿíèåì çíàíèé â äàííûé ìîìåíò è îäíàæäû
óñòàíîâëåííàÿ èñòèííîñòü èëè äîêàçàííûé ôàêò îñòà-
¼òñÿ òàêîâûì è âïîñëåäñòâèè.

Ëîãè÷åñêîå âðåìÿ íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò ëèíåé-
íûì ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå 3.16. Øêàëà Êðèïêå åñòü òðîéêà

〈W, 6,  〉,

ãäå: ðåäóêò 〈W, 6 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî,
 ⊆ W ×V ar � ñîîòâåòñòâèå ¾îäèí êî ìíîãèì¿,

ñòàâÿùåå êàæäîìó ìèðó ñîâîêóïíîñòü èñòèííûõ â í¼ì
ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
íàñëåäîâàíèÿ èñòèííîñòè.

Äëÿ ïîñòðîåííîé øêàëû Êðèïêå îïðåäåëèì èñòèí-
íîñòü äàííîé ôîðìóëû A â ëþáîì ìèðå w:

w  AN B ⇔ w  A è w  B;
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w  A ∨B ⇔ w  A èëè w  B;

w  A ��B ⇔ ∀(u > w) u  B èëè u 6 A;
w  ¬A ⇔ ∀(u > w) u 6 A (ò.å. åñëè  ¬A, òî
íè â ýòîì, íè â êàêîì-ëèáî áîëüøåì ìèðå íåâîç-
ìîæíî  A).

Ââåä¼ííûå øêàëû Êðèïêå çàäàþò ñåìàíòèêó ÈÈÂ,
ïðèäàâàÿ ñìûñë ôîðìóëàì � ðàçäåëÿÿ èõ íà èñòèííûå
è ëîæíûå â äàííîì ìèðå.

Øêàëû Êðèïêå: èñòèííîñòü ôîðìóëû â ìèðàõ:
� Èñòèííàÿ â äàííîì ìèðå ôîðìóëà îñòà¼òñÿ èñòèí-
íîé è â ñòàðøèõ (á�îëüøèõ) ìèðàõ.

� Ëîæíàÿ â äàííîì ìèðå ôîðìóëà áûëà ëîæíîé è
âî âñåõ ìëàäøèõ (ìåíüøèõ) ìèðàõ.

� Åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò òîëüêî ñâÿçêè N è ∨,
òî å¼ èñòèííîñòü â äàííîì ìèðå íå çàâèñèò îò å¼
èñòèííîñòè â äðóãèõ ìèðàõ.

� Èñòèííîñòè èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ èñïîëüçóþò
ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ìèðîâ.

� Ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ ôàêò íåçàâè-
ñèìîñòè èìïëèêàöèè îò äðóãèõ ñâÿçîê: â ÈÈÂ, íà-
ïðèìåð, ôîðìóëû A ��B è ¬A∨B ëîãè÷åñêè íå
ýêâèâàëåíòíû.

Øêàëû Êðèïêå: òðè âàðèàíòà èñòèííîñòè ôîðìó-
ëû â øêàëå èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìèðîâ. Êàæäîìó ìèðó
ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà èç 2 ñòîëáöîâ. Åñëè w  A, òî
ïîìåùàåì ôîðìóëó A â ëåâûé ñòîëáåö ìèðà w, åñëè
w 6 A, òî â ïðàâûé.
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::::::::::
Òåîðåìà 3.18 (êîððåêòíîñòè ÈÈÂ îòíîñèòåëüíî øêàë
Êðèïêå). Ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ, èñòèíà âî âñåõ
ìèðàõ âñåõ øêàë Êðèïêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî (1) âñå àêñèîìû èñòèíû
âî âñåõ ìèðàõ è (2) ïðàâèëî MP ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü.

Âòîðîå î÷åâèäíî: åñëè è A, è A ��B èñòèíû âî âñåõ
ìèðàõ, òî B áóäåò òàêæå èñòèíà âî âñåõ ìèðàõ.

Çàìå÷àíèå: ÷òîáû â ìèðå w ïðîâåðèòü îöåíêó

� èñòèííîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâå-
ðèòüñÿ, ÷òî w  A ⇒ w  B (w 6 A ýòà èìïëè-
êàöèÿ ïîäàâíî èñòèíà);

� ëîæíîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâåðèòü-
ñÿ, ÷òî w  A ⇒ w 6 B.

Ïåðâîå: ïðîâåðÿåì èñòèííîñòü âñåõ àêñèîì ÈÈÂ.
1-ÿ àêñèîìà A �� (B ��A).

Åñëè â íåêîòîðîì ìèðå u èìååò ìåñòî u  A, òî âî âñåõ
ìèðàõ v > u (â òîì ÷èñëå è â u) ñïðàâåäëèâî v  B ��A.
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2-ÿ àêñèîìà (A ��(B ��C)) �� ((A ��B) ��(A ��C)).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìèð u, ãäå îíà ëîæíà ⇒ â í¼ì äîëæ-
íû áûòü èñòèíû ôîðìóëû A ��(B ��C), A ��B è A, à
C � ëîæíà.

Íî èç u  A è u  A ��B ñëåäóåò v � B âî âñåõ
ìèðàõ v > u.

Ïðè u � A ��(B ��C) ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü
w � C âî âñåõ ìèðàõ w > v. Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü u � C � ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëüíûå àêñèîìû ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî è åù¼
ïðîùå. �

Ñëåäñòâèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûâîäèìîñòè ôîð-
ìóëû â ÈÈÂ äîñòàòî÷íî óêàçàòü øêàëó Êðèïêå, â
îäíîì èç ìèðîâ êîòîðîé îíà ëîæíà.

Òàêàÿ øêàëà íàçûâàåòñÿ êîíòðìîäåëüþ äëÿ äàííîé
ôîðìóëû.

Ñóùåñòâóåò êîíòðìîäåëü, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì
äåðåâîì, â êîòîðîé ìèð ñ ëîæíîé ôîðìóëîé � åãî êî-
ðåíü.

Ïðèìåð 3.18. 1. Ïîñòîèì øêàëó Êðèïêå, ñîäåðæàùóþ
ìèð, â êîòîðîì ôîðìóëà x ∨ ¬x ëîæíà.

Âîçüì¼ì äâà ìèðà u è v òàêèå, ÷òî u 6 v, u 6 x
è v  x.

Òîãäà v 6 ¬x, îòêóäà u 6 ¬x, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü
äà¼ò u 6 x ∨ ¬x (íî v  x ∨ ¬x).

2. Òà æå øêàëà áóäåò êîíòðìîäåëüþ äëÿ
ôîðìóëû ¬¬x ��x:
ïîëîæèâ u 6 x è v  x, ïî âûøåïðèâåä¼ííûì ïðàâè-
ëàì ïîëó÷èì, ÷òî u 6 ¬x, u  ¬¬x è u 6 ¬¬x ��x.
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Ðèñ. 3.22. Êîíòðìîäåëü äëÿ u 6 x ∨ ¬x

Ðèñ. 3.23. Êîíòðìîäåëü äëÿ ¬¬x ��x
3. Ïîñòîèì êîíòðìîäåëü äëÿ ôîðìóëû ¬x ∨ ¬¬x.
Ïóñòü â ìèðå u îíà ëîæíà: u 6 ¬x ∨ ¬¬x. Òî-

ãäà â ýòî ìèðå ëîæíû îáà ÷ëåíà äèçúþíêöèè: u 6 ¬x,
u 6 ¬¬x.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè èñòèííîñòè è ëîæíîñòè
ôîðìóë â øêàëàõ, ïóñòü â v 6 ¬x è v  ¬¬x â ìèðå
v, á�îëüøèì u, à â á�îëüøèì u ìèðå w � w 6 ¬¬x
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w  ¬¬x. Ïðè ýòîì ìèðû v è w íåñðàâíèìû: u 6 v,
u 6 w, u � w.

Èñêîìàÿ êîíòðìîäåëü ïîñòðîåíà. Â íåé ôîðìóëà x
áóäåò èñòèííà òîëüêî â ìèðå v.

Ðèñ. 3.24. Êîíòðìîäåëü äëÿ ôîðìóëû ¬x ∨ ¬¬x

Øêàëû Êðèïêå: ïðèìåíåíèå

1. Ìåòîä àâòîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè ïàðàë-
ëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (àíãë. model
checking), ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿ-
åò ëè çàäàííàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ôîðìàëüíûì
ñïåöèôèêàöèÿì.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè îáû÷íî èñïîëüçóþò øêàëû
Êðèïêå, à äëÿ ñïåöèôèêàöèè àïïàðàòíîãî è ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ � òåìïîðàëüíóþ (âðå-
ìåííóþ) ëîãèêó.
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2. Ìîäàëüíûå ëîãèêè ôîðìàëèçóþò ñèëüíûå è
ñëàáûå ìîäàëüíûå âûðàæåíèÿ âèäà ¾íåîáõîäè-
ìî/âîçìîæíî¿, ¾âñåãäà/èíîãäà¿, ¾çäåñü/ãäå-òî¿ è
ò.ä.

Çàìåíèâ â îïðåäåëåíèè øêàëû Êðèïêå ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê íà

� îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � ïîëó÷èì ñåìàí-
òèêó äëÿ áðàóýðîâîé ëîãèêè B;

� àìîðôíîå îòíîøåíèå � ñåìàíòèêó äëÿ ëîãè-
êè S5;

� äèàãîíàëüíîå � ìîäåëü äëÿ ìîäàëüíîé ëî-
ãèêè M.
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3.9 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Óñòíûå âîïðîñû

Çàäà÷à 3.1. ßâëÿþòñÿ ëè ïîðÿäêàìè/ïðåäïîðÿäêàìè:

1. Îòíîøåíèå äåëèìîñòè | íà ìíîæåñòâå ÷èñåë
Zr 0?

Ýòî ïðåäïîðÿäîê, íå ïîðÿäîê: èç m |n è n |m
íå ñëåäóåò, ÷òî m = n, à ëèøü |m| = |n|.

2. Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà.

Ýòî ïîðÿäîê. Ýêâèâàëåíòíîñòü (òîæäå-
ñòâî) � ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è ñèì-
ìåòðè÷íîå îòíîøåíèå.

Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ëþäåé, h(x) �
ðîñò, à w(x) � âåñ ÷åëîâåêà x. Îïðåäåëèì íà îòíî-
øåíèå ρ íà M :

xρy ⇒ (h(x) 6 h(y)) N (w(x) 6 w(y))

äëÿ ëþáûõ x, y ∈M .
ßâëÿåòñÿ ëè ρ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

íà M?

Ðåøåíèå.
Íåò. ρ � ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðåäïîðÿäîê.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ρ íå ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì
îòíîøåíèåì: èç xρyNyρx íå ñëåäóåò, ÷òî x = y (ìîãóò
íàéòèñü äâà ÷åëîâåêà ñ îäèíàêîâûì ðîñòîì è âåñîì).
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Çàäà÷à 3.3. Äëÿ 〈 P(U), ⊆〉 è A ⊆ P(U) ÷åì ÿâëÿ-
þòñÿ òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè ìíîæåñòâà A
ñëó÷àå:

1. A 6= ∅?
2. A = ∅?

Ðåøåíèå.

1. ïåðåñå÷åíèåì è îáúåäèíåíèåì âñåõ íàä- è ïîäïîä-
ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâåííî:

supA =
⋂
A⊆X

X, inf A =
⋃
X⊆A

X.

2. sup{∅} = ∅, inf{∅} = U (ïî ìîíîòîííîñòè).

Çàäà÷à 3.4. Êàêàÿ îøèáêà äîïóùåíà â ñëåäóþùèõ äèà-
ãðàììàõ Õàññå:

Êàêóþ èç íèõ ìîæíî, ïîñëå èñïðàâëåíèÿ, óïðî-
ñòèòü?
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Ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3.5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷.ó.ì., èìåþùåãî â òî÷-
íîñòè îäèí ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è íå èìåþùåãî
íàèáîëüøåãî.

Ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3.6. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî åñëè ϕ � èçî-
òîííàÿ áèåêöèÿ îäíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà íà äðóãîå, òî
ϕ−1 ìîæåò è íå áûòü èçîòîííûì.

Ðåøåíèå. Äâà ïåðâûõ ïðèìåðà èç ëåêöèè.

1. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idN ÷.ó. ìíîæåñòââà
〈N, | 〉 â 〈N, 6 〉:

m | n ⇒ m 6 n
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2. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íåîäíîýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà ñ òðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì 4 íà òî æå
ñàìîå ìíîæåñòâî ñ íåòðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì v:

a4b ⇒ a v b

3. Ïóñòü P � êàçóàëüíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ è íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ, ñ ìèíè-
ìàëüíûìè ýëåìåíòàìè è íå ÿâëÿþùååñÿ öåïüþ.
Çàíóìåðóåì ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû P (ïóñòü èõ
m1 ) ÷èñëàìè 1, . . . , m1 â ëþáîì ïîðÿäêå. Èñ-
êëþ÷èâ çàíóìåðîâàííûå ýëåìåíòû èç P ïîëó-
÷èì ìíîæåñòâî P 1. Ïóñòü â í¼ì èìååòñÿ m2 ìè-
íèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Çàíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè
m1 + 1, . . . , m1 + m2 è ò.ä. Åñòåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå P → N èçîòîííî, íî íå îáðàòíî èçîòîííî.

Âñå ðàññìîòðåííûå îòîáðàæåíèÿ èçîòîííû, íî íå îá-
ðàòíî èçîòîííû (è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èçîìîðôèçì).

Çàäà÷à 3.7. Äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ A ÷.ó. ìíîæåñòâî
〈 P(A), ⊆〉 ÿâëÿåòñÿ öåïüþ?

Ðåøåíèå. Äëÿ ïóñòûõ è îäíîýëåìåíòíûõ.

Çàäà÷à 3.8. Îïèñàòü ìíîæåñòâî 2n. ×åìó îíî èçî-
ìîðôíî?

Ðåøåíèå. Èìååì 2 ∼= [0, 1] è n ∼= [x1, . . . , xn].

2n = F =
{
n

f→ 2 | f � ìîíîòîííàÿ ô-ÿ
}
.
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Ôóíêöèè áóäåì çàäàâàòü âåêòîðîì ñâîèõ çíà÷åíèé äëÿ
(x1x2 . . . xn):

f1 = (00 . . . 000),

f2 = (00 . . . 001),

f3 = (00 . . . 011),

. . . . . .

fn+1 = (11 . . . 111),

ò.å. F ∼= (n + 1).

Çàäà÷à 3.9. Ïóñòü α, β ∈ R(N), îïðåäåëÿåìûå êàê

1. (a, b)α(c, d) ⇔ a 6 cN b 6 d;

2. (a, b)β(c, d) ⇔ a 6 cN b > d.

Êàêèìè ñâîéñòâàìè (R, S, AS, T) îíè îáëàäàþò?

Ðåøåíèå. (1) (a, b)α(c, d) ⇔ a 6 cN b 6 d;

R: î÷åâèäíà;

S/AS:

{
(a, b)α(c, d)
(c, d)α(a, b)

⇔
{
a 6 cN b 6 d
c 6 aN d 6 b

⇒

⇒ (a = c) N (b = d) ⇔ AS

T:

{
(a, b)α(c, d)
(c, d)α(e, f)

⇔
{

(a 6 c) N (b 6 d)
(c 6 e) N (d 6 f)

⇔

⇔ (a 6 e) N (b 6 f) ⇔ (a, b)α(e, f) ⇒ T
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(2) (a, b)β(c, d) ⇔ a 6 cN b > d.

R: î÷åâèäíà;

S/AS:

{
(a, b)β(c, d)
(c, d)β(a, b)

⇔
{
a 6 cN b > d
c 6 aN d > b

⇒

⇒ (a = c) N (b = d) ⇔ AS

T:

{
(a, b)β(c, d)
(c, d)β(e, f)

⇔
{

(a 6 c) N (b > d)
(c 6 e) N (d > f)

⇔

⇔ (a 6 e) N (b > f) ⇔ (a, b)β(e, f) ⇒ T

Òàêèì îáðàçîì, α è β ñóòü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 3.10. Åñëè a è b � ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû,
òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà { a, b } ñóùå-
ñòâóåò åñëè è òîëüêî åñëè a = b.

Ðåøåíèå.
Åñëè a è b � ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû, òî aM = {a} è
bM = {b}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

sup { a, b } = inf {{a, b}M} = inf { aM ∩ bM } =

= inf { {a} ∩ {b} } =

{
a, a = b
∅, èíà÷å

.



3.9. 417 ãð. 207

Çàäà÷à 3.11. Äîêàçàòü, ÷òî

sup
i

{
inf
j
{xi,j }

}
v inf

j

{
sup
i
{xi,j }

}
(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ñó-
ùåñòâóþò).

Ðåøåíèå. Ïóñòü {xi,j } , i ∈ I, j ∈ J � ñîâîêóïíîñòü
ýëåìåíòîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Äëÿ ëþáîãî xi,j ñïðàâåäëèâî

inf
j
{xi,j } v xi,j v sup

i
{xi,j } ,

îòêóäà
inf
j
{xi,j } v sup

i
{xi,j } .

Ëåâàÿ ÷àñòü äàííîãî ñëåäîâàíèÿ çàâèñèò îò i, à ïðà-
âàÿ � íåò, îòêóäà

sup
i

{
inf
j
{xi,j }

}
v sup

i
{xi,j } .

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò îò j, à ëåâàÿ � íåò, ñëåäî-
âàòåëüíî

sup
i

{
inf
j
{xi,j }

}
v inf

j

{
sup
i
{xi,j }

}
.

Çàäà÷à 3.12. Â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈N, | 〉 äëÿ ïîäìíîæå-
ñòâà A = {12, 18} íàéòè

1) sup A, 2) inf A, 3)AM, 4)AO.
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Ðåøåíèå.

1. sup A = ÍÎÊ(12, 18) = 36;

2. inf A = ÍÎÄ(12, 18) = 6;

3. AM = { 36n | n = 1, 2, . . . };
4. AO = { 1, 2, 3, 6 }.

Çàäà÷à 3.13. Ðàçëîæèòü â ïåðåñå÷åíèå ìèíèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà öåïåé ÷.ó. ìíîæåñòâî

c1 c2

b1 b2

a1 a2

4
4
4
4
4
4
4
4
44

h
h
h
h
h
h
h
h
hh

Ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü âñåõ 6-
ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, êðîìå Sh, Sh ] è S3, ðàâíà
2.

Ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà â ïåðå-
ñå÷åíèå 2 öåïåé:

P = [ a1, b1, a2, c1, b2, c2 ] ∩ [ a2, b2, a1, c2, b1, c1 ] .
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Çàäà÷à 3.14. Ïóñòü A � àëôàâèò (íåïóñòîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî) è A∗ � ìíîæåñòâî ñëîâ íàä A, âêëþ÷àÿ
ïóñòîå ñëîâî λ. Ââåä¼ì íà A∗ áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ
ïî ïðàâèëó

AρB ⇔ B = AU äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà U ∈ A∗ .

1. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

2. Ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ âåðõíèõ è
íèæíèõ ãðàíåé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ñëîâ.

3. Íàðèñîâàòü íèæíþþ ÷àñòü (âêëþ÷àþùóþ ïó-
ñòîå ñëîâî) äèàãðàììû Õàññå ðàññìàòðèâàåìîãî
÷.ó. ìíîæåñòâà äëÿ A = { a, b }.

Ðåøåíèå. (1). 
Ñëîâà A è B íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè
AρB , êîãäà ñëîâî A åñòü íà÷àëî ñëîâà B (ìíîæåñòâî
¾íà÷àë¿ ñëîâà âêëþ÷àåò è åãî ñàìî). Ëåãêî ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ρ ðåôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâ-
íî è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

(2). Åñëè ñëîâà A è B ñðàâíèìû (ñëîâî A åñòü íà-
÷àëî ñëîâà B ), òî inf {A, B } = A, sup {A, B } = B.

Åñëè ñëîâà A è B íåñðàâíèìû, òî inf {A, B } = λ,
à sup {A, B } íå ñóùåñòâóåò, ò.ê. íå ñóùåñòâóåò ñëîâà,
èìåþùåãî íà÷àëîì îäíîâðåìåííî è A è B.

Ïîëó÷åííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ïðè íåîäíîýëåìåíòíîì
àëôàâèòå ðåø¼òêîé ïðè íå ÿâëÿåòñÿ. Ýòî � íèæíÿÿ ïî-
ëóðåø¼òêà.

Â ñëó÷àå îäíîýëåìåíòíîãî àëôàâèòà, èìååì ðåø¼ò-
êó � öåïü ñ íóë¼ì (ïóñòûì ñëîâîì).
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(3). Î÷åâèäíî, ãðàô äèàãðàììû Õàññå ðàññìàòðè-
âàåìîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà ïðè àëôàâèòå ìîùíîñòè n

Ðèñ. 3.25. �Íèæíÿÿ ÷àñòü� äèàãðàììû Õàññå ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà äëÿ A = { a, b }.

Çàäà÷à 3.15. Ïóñòü 3 ∼= A = 〈 a < b < c 〉 è
3 ∼= B = 〈 1 < 2 < 3 〉 � äâå öåïè. Ïîñòðîèòü ÷.ó.
ìíîæåñòâî AB.

Ðåøåíèå. AB = {f ∈ Fun(B,A) | f � èçîòîííî}.
Ýëåìåíòû AB îáîçíà÷åì òðåìÿ áóêâàìè f(1)f(2)f(3).
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Çàäà÷à 3.16. Ïîêàæèòå, ÷òî u � ìàêñèìàëüíûé ýëå-
ìåíò ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, v〉 i� íè äëÿ êàêîãî x ∈ P
íå âåðíî u < x.

Ðåøåíèå. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ P èìå-
åò ìåñòî (u v x ⇒ u = x ) ⇔ (u 6< x ). (∗)

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî u è ïðîèçâîëüíîãî x èç P , óêàçûâàÿ èñòèííîñòü
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ (∗):

x < u: 1⇔ 1,

x = u: 1⇔ 1,

x = u: 0⇔ 0,

x è u íåñðàâíèìû: 1⇔ 1,

ò.å. ñîîòíîøåíèå âñåãäà ñïðàâåäëèâî.

Çàäà÷à 3.17. Ïóñòü P � êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî è
f : P → P � èçîòîííàÿ áèåêöèÿ.

Ïîêàæèòå, ÷òî f � àâòîìîðôèçì.

Ðåøåíèå. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî f îáðàòíî èçîòîííî, ò.å.
f−1 ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïîñêîëüêó f � áèåêöèÿ, òî
f � ïåðåñòàíîâêà íà P . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fn = f
äëÿ íåêîòîðîãî n è âñå fk, k = 1, 2, . . . ñîõðàíÿþò
ïîðÿäîê. Òîãäà f−1 = fn−1 è f−1 ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê.

Ïðèìåð: P = {a, b, c} ∼= Z3, f(a) = c, f(b) = b,
f(c) = a:
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Çàäà÷à 3.18. Ïóñòü n � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, Fn � ñèñòåìà âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà N, èìåþùèõ íå áîëåå n ýëåìåíòîâ, à F �
ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà N.

Äîêàæèòå, ÷òî îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ

1. êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Fn, èìåþùèé n
ýëåìåíòîâ ìàêñèìàëåí;

2. F íå èìååò ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ðåøåíèå.
(1). Ïóñòü ìíîæåñòâî F ∈ Fn èìååò n ýëåìåíòîâ è äëÿ
íåêîòîðîãî F ′ ∈ Fn èìååì F ⊆ F ′.
Òîãäà ëèáî F = F ′, ëèáî F ⊂ F ′ è F ′ ñîäåðæèò áî-
ëåå, ÷åì n ýëåìåíòîâ. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, è èìååì
F = F ′, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò F ìíîæåñòâà Fn
ìàêñèìàëåí.

(2). Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé F � ìàêñèìàëüíûé ýëå-
ìåíò â F . Òîãäà, â ñèëó êîíå÷íîñòè F , âñåãäà íàéä¼òñÿ
ýëåìåíò a ∈ N, íå ïðèíàäëåæàùèé F .
Îáðàçóåì ìíîæåñòâî F ′ = F ∪ {a}. Äëÿ íåãî èìååì
F ′ ∈ F è F ′ ⊂ F .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F � íå åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò
F . Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3.19. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé (ìèíè-
ìàëüíûé) ýëåìåíò öåïè ÿâëÿåòñÿ è å¼ íàèáîëüøèì
(íàèìåíüøèì) ýëåìåíòîì.

Ðåøåíèå. Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà u, öåïè C íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ C
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(u v x ⇒ u = x) ⇔ (x v u) (∗).
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè äëÿ u ïðîèç-

âîëüíîãî x èç P , óêàçûâàÿ èñòèííîñòü ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé (∗):

x < u: 1⇔ 1,

x = u: 1⇔ 1,

x = u: 0⇔ 0,

x è u íåñðàâíèìû: 1⇔ 1,

ò.å. ñîîòíîøåíèå âñåãäà ñïðàâåäëèâî.
Äëÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà � ïî äâîéñòâåííîñòè.

Çàäà÷à 3.20. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî è f : A2 → A �
äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ íà í¼ì, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè

êîììóòàòèâíîñòè (C): f(x, y) = f(y, x);

àññîöèàòèâíîñòè (A): f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z);

èäåìïîòåíòíîñòè (I): f(x, x) = x.

Ââåä¼ì íà A îäíîðîäíîå îòíîøåíèå 6 ïî ïðàâèëó

x 6 y ⇔ f(x, y) = x

Äîêàçàòü, ÷òî

1. 6 ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷èâàåò A;

2. åñëè A èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò 0, òî
f(0, x) = 0.

Ðåøåíèå. (1)

(R): x 6 x ⇔ f(x, x)
(I)
= x.
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(AS): (x 6 y N y 6 x ⇒ x = y ) ⇔

( f(x, y) = xN f(y, x) = y
(C)⇒ x = y ).

(T): (x 6 y N y 6 z ⇒ x 6 z ) ⇔

( f(x, y) = xN f(y, z) = y
(A)⇒ f(x, z) = x ),

ò.ê. f(x, y) = f(x, f(y, z)) = x
(A)
=

= f(f(x, y), z) = f(x, z) .

(2) Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòíî-
øåíèÿ 6.

Çàäà÷à 3.21. Ïîñòðîéòå ÷.ó. ìíîæåñòâà I(1) è I(2)
âñåõ èíòåðâàëîâ áóëåâûõ åäèíè÷íûõ êóáîâ ðàçìåðíî-
ñòåé 1 è 2.

Ðåøåíèå. Áóëåâ åäèíè÷íûé êóáîâ ðàçìåðíîñòè n ñîäåð-
æèò 3n ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ, ïðè ýòîì èìååòñÿ Ck

n2k

èíòåðâàëîâ ðàçìåðíîñòè k, k = 0, 1, . . . , n.
Äèàãðàììû Õàññå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.
I(1):

(−)

(0) (1)

[
[[�

��
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I(2) = I(1)× I(1)
(äâîéíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ýêçåìïëÿðû I(1)):

Ðåøåíèå.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü L � öåïü.
Òîãäà a t b = max { a, b }, a u b = min { a, b } è ñîîò-
íîøåíèå (∗) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(∗) , íî ðåø¼òêà L íå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ. Òîãäà â L íàé-
äóòñÿ äâà òàêèõ ýëåìåíòà a è b, ÷òî a 6∼ b, ò.å.

a u b < a , a u b < b , a < a t b , b < a t b
(ðàâåíñòâà çäåñü âñþäó èñêëþ÷àþòñÿ).

Âîçüì¼ì

x = [a u b, a] ; y = [b, b] ; z = [a t b, a t b] ,

è òîãäà äëÿ íèõ (∗) íå âûïîëíÿåòñÿ:

x t y = x t z = [a u b, a t b] ; y u z = ∅ ;

x t (y u z) = [∅, a] .
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a t b = z

a b = y

a u b

(
(
(
(()

\
\
\
\
\\̂

''''''''''''x

\
\
\
\\̂

Çàäà÷à 3.22. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ku,d ïîëíûé äâóäîëüíûé
ãðàô ñ ÷èñëîì âåðøèí â äîëÿõ u è d.

Ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî O2(Ku,d) èçîòîííûõ îòîáðà-
æåíèé Ku,d â äâóõýëåìåíòíóþ öåïü.

Ðåøåíèå.
O2(Ku,d) = 2u + 2d − 1.

Çàäà÷à 3.23. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Om(P ) ÷èñëî ïîðÿäêî-
âûõ ãîìîìîðôèçìîâ èç äàííîãî n-ýëåìåíòíîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà P â m-ýëåìåíòíóþ öåïü.

Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

lim
m→∞

Om(P )

mn
=

e(P )

n!

äëÿ P = Z ]
3 = V .

Ðåøåíèå.
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Ïîëåçíûå ôîðìóëû:

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
,

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Ïîäñ÷èòàåì Om(V ) = |Hom(V, m)|.
×èñëî ãîìîìîðôèçìîâ ϕ èç Hom(V, m) òàêèõ, ÷òî

ϕ(a) = j, j ∈ { 1, m } ðàâíî (m − j + 1)2 (÷èñëî
¾ìåñò¿ äëÿ ϕ(b) è ϕ(c)). Òîãäà

Om(V ) =
m∑
j=1

[(m+ 1)− j]2 =

=
m∑
j=1

[(m+ 1)2 − 2(m+ 1) + j2] =

= m(m+1)2−2(m+1)
m(m+ 1)

2
+
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
=

=
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
=

2m3 + 3m2 +m

6
.

Èìååì

lim
m→∞

Om(P )

m3
= lim

m→∞

2m3 + 3m2 +m

6m3
=

1

3
.

Òîãäà
e(V )

3!
=

1

3
è e(V ) = 2: [ a, b, c ] è [ a, c, b ].
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Çàäà÷à 3.24. Ïóñòü îòíîøåíèå α îïðåäåëåíî íà ïîëî-
æèòåëüíûõ ýëåìåíòàõ Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:( a

b

)
α(c, d) ⇔ ad 6 bc .

Ïîêàçàòü, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈Q2×Q2, 6 〉 ÿâëÿåòñÿ
öåïüþ.

Ðåøåíèå. Îòíîøåíèå α ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì íåñòðîãî
ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:( a

b

)
α(c, d) ⇔ a

b
6
c

d
,

îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 3.25. Ïóñòü 4 ∼= A = 〈 a < b < c < d 〉 è
3 ∼= B = 〈 1 < 2 < 3 〉 � äâå öåïè.
Ïîñòðîèòü ÷.ó. ìíîæåñòâî AB ∼= 43.

Ðåøåíèå. AB = { f ∈ Fun(B, A) | f � èçîòîííî}.
Ýëåìåíòû AB áóäåì îáîçíà÷àòü òðåìÿ áóêâàìè y1y2y3,
ãäå y1 = f(1), y2 = f(2), y3 = f(3).
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Çàäà÷à 3.26. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé f è g ïðèíèìàþùèõ ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
çàïèñü f = O(g) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò M è N , ÷òî f(x) 6Mg(x)
äëÿ âñåõ x > N .
Ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåë¼ííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøå-
íèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì, è íàéòè îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè, ïðåâðàùàþùåå åãî â ïîðÿäîê íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå ÷åðåç
≤: f ≤ g îçíà÷àåò, ÷òî f

g (àñèìïòîòè÷åñêè) îãðàíè÷åíî
ñâåðõó.

Î÷åâèäíî, îòíîøåíèå ≤ ðåôëåêñèâíî.
Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíî è òðàíçèòèâíî.
Ò.î.≤ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì, ò.ê. íå ñèììåòðè÷íî è
íå àíòèñèììåòðè÷íî: f = O(g) N g = O(f) 6⇒ f = g.

Èñêîìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � îïðåäåëÿ-
åòñÿ óñëîâèåì

f � g ⇔ ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû

M1, M2, N òàêèå, ÷òî

f(x) 6M1g(x) N g(x) 6M2f(x) äëÿ âñåõ x > N .

Èëè èíà÷å,

f � g ⇔ 1

M2
6
f(x)

g(x)
6M1

ïðè x > N äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû êîíñòàíò
M1, M2 è N .
Ò.å. îòíîøåíèå f

g àñèìïòîòè÷åñêè îãðàíè÷åíî ñâåðõó è
ñíèçó.
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Çàäà÷à 3.27. Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî.
Ïðè a v b ìíîæåñòâî {x | a v x N x v b } íà-

çûâàþò èíòåðâàëîì è îáîçíà÷àþò [a, b]. Ìíîæåñòâî
âñåõ èíòåðâàëîâ èç P , óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ
îáîçíà÷èì 〈Sg(P ), ⊆〉.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äóàëüíîå ê P ÷.ó. ìíîæå-
ñòâî P ′ = 〈P, w〉. Îáðàçóåì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
〈P 2, ≤〉

Ïîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå âëîæåíèÿ

〈Sg(P ), ⊆〉
ϕ
↪→ 〈P 2, ≤〉 .

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : Sg(P ) → P 2 ñòàâÿùåå
â ñîîòâåòñòâèå èíòåðâàëó [a, b] óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó
(a, b), (a, b ∈ P ).
ßñíî, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ìíîæåñòâà Sg(P )
âî ìíîæåñòâî P 2. Çàäà÷à ×ÓÌ-29 Ïóñòü äàëåå
[a, b] ⊆ [a ′, b ′].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a v a ′ è b v b ′]. Ïîñêîëüêó

(x1, y1) ≤ (x2, y2) ⇔ (x1 v x2) N (y1 w y2) ,

èìååì (a, b) ≤ (a ′, b ′), ò.å. ϕ èçîòîííî.

Îáðàòíî, (a, b) ≤ (a ′, b ′) âëå÷¼ò a v a ′ è b v b ′]
è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ � îáðàòíî èçîòîííî.

Òàêèì îáðàçîì ϕ åñòü èñêîìûé ìîíîìîðôèçì.
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Çàäà÷à 3.28. Ïóñòü A � àëôàâèò (íåïóñòîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî) è A∗ � ìíîæåñòâî ñëîâ íàä A, âêëþ÷àÿ
ïóñòîå ñëîâî λ. Ââåä¼ì íà A∗ áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ
ïî ïðàâèëó

AρB ⇔ B = UAV äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ U, V ∈ A∗.
1. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

2. Ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ âåðõíèõ è
íèæíèõ ãðàíåé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ñëîâ.

3. Íàðèñîâàòü �íèæíþþ ÷àñòü� (âêëþ÷àþùóþ ïó-
ñòîå ñëîâî) äèàãðàììû Õàññå ðàññìàòðèâàåìîãî
÷.ó. ìíîæåñòâà äëÿ A = { a, b }.

Ðåøåíèå. (1). Ñëîâà A è B íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè
AρB, êîãäà ñëîâî A åñòü ïîäñëîâî ñëîâà B. Ëåãêî ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ρ ðåôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è òðàí-
çèòèâíî è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿä-
êîì.

(2). Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè,
sup {A, B } = inf {AM ∩BM }.

Åñëè AρB ñðàâíèìû, òî
inf {A, B } = A, sup {A, B } = B.

Ñëîâà A è B áóäóò âñåãäà ñðàâíèìû, åñëè àëôàâèò
îäíîýëåìåíòåí.

Åñëè ñëîâà A è B íåñðàâíèìû, ìíîæåñòâî
{AM ∩ BM } íå èìååò òî÷íîé íèæíåé ãðàíè: ïóñòü,
íàïðèìåð, A è B � äâå ðàçëè÷íûå áóêâû àëôà-
âèòà, òîãäà {AM ∩ BM } ñîäåðæèò ñëîâà A è B, è
inf {AB, BA } îòñóòñòâóåò.

Îäíàêî âñåãäà ñóùåñòâóåò äëÿ ñëîâ âèäà X è Y
âèäà X = Y B èëè X = BY , ãäå B � áóêâà.
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(3).

Ðèñ. 3.26. ¾Íèæíÿÿ ÷àñòü¿ äèàãðàììû Õàññå ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà äëÿ A = { a, b }.

Çàäà÷à 3.29. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà òî÷åê îòðåç-
êà è êâàäðàòà ðàâíîìîùíû.

Ðåøåíèå. Âñå íàòóðàëüíûå è ðàöèîíàëüíûå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå äåñÿòè÷íûõ
äðîáåé ñ áåñêîíå÷íûì ïåðèîäîì 9, ÷òî äà¼ò îäíîçíà÷-
íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðèìåð: 0,25 = 0, 24999 . . ..

(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]
x = 0, x1x2 . . . , y = 0, y1y2 . . . , (x, y) ↔ z:

z = 0, x1y1x2y2 . . . ∈ [0, 1].

Çàäà÷à 3.30. Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì ðàññóæäå-
íèè.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó n ëîøàäåé â
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, ÷òî âñå îíè îäíîãî öâåòà.



3.9. 417 ãð. 225

n = 1. Âñå ëîøàäè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîýëåìåíòíîìó
ìíîæåñòâó ëîøàäåé � îäíîãî öâåòà.

n→ n+ 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
H èç n+1 ëîøàäè. Óäàëèì èç íåãî îäíó ëîøàäü
h. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, âñå ëîøàäè âî
ìíîæåñòâå H1 = H r h � îäíîãî öâåòà. Óäà-
ëèì òåïåðü èç H1 åù¼ îäíó ëîøàäü è âåðí¼ì â
íåãî ëîøàäü h. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò
èç n ëîøàäåé è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
âñå îíè îäíîãî öâåòà. Ïîýòîìó è ëîøàäü h òî-
ãî æå öâåòà, ÷òî è îñòàëüíûå â H1, ò.å. ìíî-
æåñòâî H ñîñòîèò èç ëîøàäåé îäíîãî öâåòà.
Q.E.D.

Ðåøåíèå.
Áàçèñ èíäóêöèè äîëæåí áûòü n = 2, èíà÷å íåëüçÿ ïðî-
âåñòè øàã èíäóêöèè. Ïðè n = 2 óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ¾áûòü îäíîãî öâåòà¿
áèíàðíîå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåä¼ííûé áàçèñ èíäóê-
öèè íåêîððåêòåí, à ïðè n = 2 íåâåðåí.

¾Îäíîãî¿ öâåòà, íî íå ¾îäíîãî è òîãî æå¿.



226 417 ãð. Ãëàâà 4. Ðåø¼òêè

Ãëàâà 4

Ðåø¼òêè

4.1 Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå

ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 4.1. ×.ó. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a è b ñóùåñòâóþò inf {a, b} è sup {a, b} íà-
çûâàþò ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûì (ð.ó. ìíîæåñòâîì).

Ðèñ. 4.1. Ð.ó.ì. Íå-ð.ó.ì.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåø¼òêà � ýòî òðîé-
êà L = 〈L, t, u 〉, ãäå L � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à t
(îáúåäèíåíèå), u (ïåðåñå÷åíèå) � áèíàðíûå îïåðàöèè
íà í¼ì, ïîä÷èíÿþùèìèñÿ çàêîíàì

Comt : x t y = y t x,
Comu : x u y = y u x,
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Asst : x t (y t z) = (x t y) t z,
Assu : x u (y u z) = (x u y) u z,
Idt : x t x = x,
Idu : x u x = x,
Abs1 : x u (x t y) = x,
Abs2 : x t (x u y) = x.

Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ëþáîå ïîäìíîæå-
ñòâî å¼ ýëåìåíòîâ èìååò òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ
ãðàíè.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ðåø¼òîê: ëþáîå óòâåð-
æäåíèå, èñòèííîå äëÿ ëþáûõ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ
ðåø¼òêè, îñòà¼òñÿ òàêîâûì ïðè çàìåíå u ↔ t.

Ðèñ. 4.2. Ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ðåø¼òîê: áåëëèàíû
Π3 è Π4 ìíîæåñòâ { a, b, c } è { 1, 2, 3, 4 }∣∣Πn

∣∣ = B(n) � êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, ÷èñëî Áåëëà.

B(3) = 5; B(4) = 15; . . . , B(20) = 51724158235372, . . . .
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Ðèñ. 4.3. Ïðèìåð àëãåáðàè÷åñêîé ðåø¼òêè: ñòðóêòóðà
çàìêíóòûõ êëàññîâ Ïîñòà

::::::::::
Òåîðåìà 4.1 (ýêâèâàëåíòíîñòü ð.ó. ìíîæåñòâ è ðåø¼òîê).

1. Ïóñòü 〈P, v〉 � ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî. Åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y èç P
ïîëîæèòü
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x t y = sup {x, y} , x u y = inf {x, y},
òî ñòðóêòóðà 〈P, t, u 〉 áóäåò ðåø¼òêîé.

2. Ïóñòü 〈L, t, u 〉 � ðåø¼òêà. Åñëè äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ x è y èç L ïîëîæèòü

x v y = x u y = x (èëè x v y = x t y = y),

òî ñòðóêòóðà 〈L, v〉 áóäåò ðåø¼òî÷íî óïîðÿ-
äî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæå-
ñòâàìè è ðåø¼òêàìè: èç îäíîé ÀÑ âñåãäà ìîæíî ïîëó-
÷èòü äðóãóþ.

Ïîýòîìó òåðìèí ¾ðåø¼òêà¿ ïðèìåíÿþò äëÿ îáîèõ
ïîíÿòèé: ëþáóþ ðåø¼òêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèáî êàê
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ëèáî êàê àëãåáðó.

ð.ó. ìíîæåñòâà ðåø¼òêè

〈R, 6 〉 〈R, max, min 〉
〈N, | 〉 〈N, ÍÎÊ, ÍÎÄ 〉
〈 P(A), ⊆〉 〈P(A), ∪, ∩ 〉

Âîçìîæíîñòü òàêîãî ðàññìîòðåíèÿ ðåø¼òîê ïîçâî-
ëÿåò ââîäèòü â íèõ êàê ïîðÿäêîâûå, òàê è àëãåáðàè÷å-
ñêèå îïåðàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê áîãàòîé è ìíîãîîáðàçíîé
â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè.

Íàèìåíüøèé ýëåìåíò ðåø¼òêè (êàê ð.ó.ì.) � å¼ íîëü
(o), íàèáîëüøèé � åäèíèöà (ι) � ýòî å¼ óíèâåðñàëüíûå
ãðàíè. Ðåø¼òêà ìîæåò è íå èìåòü óíèâåðñàëüíûõ ãðà-
íåé: Z, ó 〈N, | 〉 � òîëüêî o = 1. Âñå êîíå÷íûå ðåø¼òêè
ñîäåðæàò o è ι.
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Ðèñ. 4.4. Âñå ðåø¼òêè, ñîäåðæàùèå íå áîëåå 5 ýëåìåí-
òîâ

Ðèñ. 4.5. Âñå 15 ðåø¼òîê, ñîäåðæàùèõ 6 ýëåìåíòîâ

Îïðåäåëåíèå 4.3. Åñëè L � ðåø¼òêà ñ íóë¼ì o, òî ýëå-
ìåíò a 6= o íàçûâàåòñÿ å¼ àòîìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà x ýòîé ðåø¼òêè ïåðåñå÷åíèå a u x ðàâíî ëè-
áî o, ëèáî a.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x ñîäåð-
æèò àòîì a.

::::::::::
Òåîðåìà 4.2. ×.ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðåø¼ò-
êîé, åñëè è òîëüêî åñëè

1) îíî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò ι è

2) äëÿ ëþáîãî åãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà A ñó-
ùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü inf A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü 〈P, v〉 � ïîë-
íàÿ ðåø¼òêà.

Òîãäà êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ P èìå-
åò è òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü inf A , è òî÷íóþ âåðõíþþ
ãðàíü sup A. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò sup P = ι.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû êàæ-
äîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ P èìååò òî÷íóþ âåðõ-
íþþ ãðàíü.

Ðàññìîòðèì AM � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðõíèõ ãðà-
íåé A. Î÷åâèäíî, ι ∈ AM, òàê ÷òî AM 6= ∅.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
b = inf AM, íî ïî îïðåäåëåíèþ, b = sup A, îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî P � ïîëíàÿ ðåø¼òêà. �

Ñëåäñòâèÿ. Êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ ðå-
ø¼òêîé i�

1) îíî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò è

2) äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò òî÷-
íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü.

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå ïðîâåðêà íàëè÷èÿ ó ïîäìíî-
æåñòâ ÷.ó. ìíîæåñòâà òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé � íå âû-
çûâàåò çàòðóäíåíèé, à âåðõíèõ ãðàíåé � òðåáóåò çíà-
÷èòåëüíûõ óñèëèé.

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì êðèòåðèåì
ðåø¼òî÷íîñòè ïîðÿäêîâ, íàïðèìåð:

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.1. Ðåø¼òêà âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ëþáîé ñîâîêóï-
íîñòè ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èõ ïåðåñå÷åíèå (âñå-
ãäà ýêâèâàëåíòíîñòü), à åäèíèöåé ðåø¼òêè âñåõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé (ðàçáèåíèé) ìíîæåñòâà ñëóæèò óíèâåðñàëü-
íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü O, íàçûâàåìàÿ òàêæå àìîðôíîé.
Äàëåå ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó. �

4.2 Ðåø¼òêè: îñíîâíûå ñâîéñòâà, ãîìî-

ìîðôèçìû, èäåàëû, ôèëüòðû

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.2. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, u, v ðå-
ø¼òêè 〈L, t, u 〉 ñïðàâåäëèâî{

x v y
u v v

⇒
{
x t u v y t v
x u u v y u v .

Äîêàçàòåëüñòâî.{
x v y
u v v

⇔
{
x u y = x
u u v = u

⇒ xuyuuuv = xuu ⇔

⇔ (y u v) u (x u u) = x u u ⇔ x u u v y u v.

Ñïðàâåäëèâîñòü x t y v u t v ñëåäóåò ïî äâîéñòâåí-
íîñòè. �

::::::::::
Òåîðåìà 4.3. Ýëåìåíòû x, y è z ëþáîé ðåø¼òêè
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì ïîëóäèñ-
òðèáóòèâíîñòè

Dtr1 w : (x t y) u z w (x u z) t (y u z);
Dtr2 v : (x u y) t z v (x t z) u (y t z)
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è ïîëóìîäóëÿðíîñòè

Mod v : x v y ⇒ x t (y u z) v y u (x t z);
Mod w : x w y ⇒ x u (y t z) w y t (x u z).

::::::::
Ëåììà 4.1 (î ÷åòûð¼õ ýëåìåíòàõ). Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
x, y, u, v ðåø¼òêè 〈L, t, u 〉 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå

x, y v u, v ⇒ x t y v u u v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Dtr2 v � (uu v) t x v (ut x) u
(v t x), à ïîñêîëüêó ut x = u, v t x = v è y v uu v,
òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Ãîìîìîðôèçìû ðåø¼òîê

Îïðåäåëåíèå 4.4. Îòîáðàæåíèå ϕ ðåø¼òêè L â ðåø¼ò-
êó L ′ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì èëè ðåø¼òî÷íûì ãî-
ìîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

ϕ(x t y) = ϕ(x) t ϕ(y) è ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y).

Áèåêòèâíûé ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîðôèçì åñòü ðåø¼-
òî÷íûé èçîìîðôèçì, ñèìâîëè÷åñêè L ∼= L ′.

Èçîìîðôèçì ðåø¼òêè â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîð-
ôèçìîì.

Èíúåêòèâíûå è ñþðúåêòèâíûå ðåø¼òî÷íûå ãîìî-
ìîðôèçìû íàçûâàþò ðåø¼òî÷íûìè (èëè àëãåáðàè÷å-
ñêèìè) ìîíîìîðôèçìàìè (âëîæåíèÿìè) è ýïèìîðôèç-
ìàìè ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 4.6. Ñâÿçü ïîðÿäêîâîãî è ðåø¼òî÷íîãî ãîìîìîð-
ôèçìîâ ðåø¼òîê

1. Ïîðÿäêîâûå ãîìîìîðôèçìû ðåø¼òîê êàê ÷.ó. ìíî-
æåñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.

2. Íàïðîòèâ, ëþáîå îòîáðàæåíèå îäíîé ðåø¼òêè íà
äðóãóþ, ñîõðàíÿþùåå õîòÿ áû îäíó èç ðåø¼òî÷íûõ îïå-
ðàöèé, ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì ãîìîìîðôèçìîì: åñëè ϕ
ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèå, òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L ñïðà-
âåäëèâî

x v y ⇔ x = x u y (∗)⇒

⇒ ϕ(x) = ϕ(xuy)
Hom⇒ ϕ(x)uϕ(y) ⇔ ϕ(x) v ϕ(y),

è, çíà÷èò, ϕ èçîòîííî (àíàëîãè÷íî èçîòîííîñòü ϕ ñëå-
äóåò è èç ñîõðàíåíèÿ îáúåäèíåíèÿ).

Â ñëó÷àå èçîìîðôèçìà ïðîáëåìû ñíèìàþòñÿ.

::::::::::
Òåîðåìà 4.4 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âèäîâ èçîìîðôèç-
ìà ðåø¼òîê). Äâå ðåø¼òêè àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû,
i� îíè èçîìîðôíû êàê ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ϕ � àëãåáðàè-
÷åñêèé èçîìîðôèçì ðåø¼òêè L íà íåêîòîðóþ äðóãóþ
ðåø¼òêó. Òàê êàê îòîáðàæåíèå ϕ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî
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è èçîòîííî, îñòà¼òñÿ óáåäèòñÿ â åãî îáðàòíîé èçîòîííî-
ñòè.

Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ îáðàùåíèåì ñëåäîâàíèÿ
(∗)⇒ â

ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîñòè ϕ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü L1 è L2 � äâå ðåø¼òêè, èçî-
ìîðôíûå êàê ïîðÿäêè. Äîêàæåì ñîãëàñîâàííîñòü îïå-
ðàöèè u îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêîâîãî èçîìîðôèçìà ϕ, òî
åñòü ÷òî

ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y),

ïðè óñëîâèè x v y ⇔ ϕ(x) v ϕ(y) è áèåêòèâíîñòè ϕ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ L1 â ñèëó èçîòîííîñòè ϕ{
x u y v x
x u y v y

⇒
{
ϕ(x u y) v ϕ(x)
ϕ(x u y) v ϕ(y)

Ïóñòü b � åñòü íèæíÿÿ ãðàíü {ϕ(x), ϕ(y) } â L2.
Òîãäà â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè ϕ, â L1 íàéäåòñÿ
a = ϕ−1(b) è{

b = ϕ(a) v ϕ(x)
b = ϕ(a) v ϕ(y)

⇔
{
a v x
a v y

.

Îòñþäà äàëåå èìååì

a v x u y ⇔ b = ϕ(a) v ϕ(x u y).

Òàêèì îáðàçîì, ϕ(x u y) áóäåò íàèáîëüøåé íèæ-
íåé ãðàíüþ äëÿ {ϕ(x), ϕ(y) }, èëè, ÷òî òî æå,
ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y).

Ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèè t îòíîñèòåëüíî ϕ ñïðà-
âåäëèâà ïî äâîéñòâåííîñòè. �
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::::::::::
Òåîðåìà 4.5 (çàìûêàíèå Ìàêíèëà). Âñÿêîå ÷.ó. ìíîæå-
ñòâî ìîæíî âëîæèòü â ïîäõîäÿùóþ ïîëíóþ ðåø¼òêó
ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç R̂ îáîçíà÷èì ÷.ó. ìíîæåñòâî R,
ïîïîëíåííîå o è/èëè ι , åñëè îíî íå èìååò òàêîâûõ.

Ïóñòü P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è ∅ 6= X ⊆ P̂ . Îáîçíà-
÷èì G(X) = X̂M è L(X) = X̂O.

Ìíîæåñòâî Q =
{
L(G(X))

∣∣X ∈ P∗(P̂ )
}

ñ ïîðÿäêîì

ïî âêëþ÷åíèþ åñòü èñêîìàÿ ðåø¼òêà. �

Ãîâîðÿò, ÷òî P ïîïîëíÿåòñÿ ñå÷åíèÿìè Ìàêíèëà, à
Q ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì (Ìàêíèëà) ÷.ó. ìíîæåñòâà P
(ñèìâîëè÷åñêè Q = comp(P ) ).

Ïîíÿòíî, ÷òî P
f
↪→ comp(P ), ãäå f(x) = L (G ({x})).

Òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàìåíèòîå ïîñòðîåíèå
Ð. Äåäåêèíäîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ¾ñå÷åíèÿìè¿ íà
ñàìîì äåëå ïðèìåíèìî äëÿ ëþáîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Äîêàçàíî, ÷òî dim(P ) = dim(comp(P )).

Ïîäðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå 4.5. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L ′ ðåø¼òêè
〈L, t, u 〉 íàçûâàåòñÿ å¼ ïîäðåø¼òêîé (ñèìâîëè÷åñêè
L ′ 6 L), åñëè L ′ óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñóæåíèé t
è u.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ ðåø¼òêè L ìîæåò áûòü ðåø¼òêîé îòíîñèòåëüíî íà-
ñëåäóåìîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, íî íå ïîäðåø¼òêîé L.

Ïîäðåø¼òêè: íåêîòîðûå ñâîéñòâà
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Ðèñ. 4.7. ×.ó. ïîäìíîæåñòâî (âûäåëåíî æèðíûì) � ðå-
ø¼òêà, íî íå ïîäðåø¼òêà èñõîäíîé

1. Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ðåø¼òêè L ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ðåø¼òêîé, åñëè è òîëüêî åñëè L � öåïü.

2. Åñëè L � ðåø¼òêà, òî ñîâîêóïíîñòü å¼ ïîäðåø¼-
òîê Sub L � ÷.ó. ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî
âêëþ÷åíèþ.

3. Ëþáîé èíòåðâàë ðåø¼òêè åñòü å¼ ïîäðåø¼òêà.

4. Ïåðåñå÷åíèå ïîäðåø¼òîê ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäðåø¼òêîé. Â ñèëó ýòîãî, óäîáíî ñ÷èòàòü
ïîäðåø¼òêîé è ïóñòîå ìíîæåñòâî: òîãäà ïåðåñå÷å-
íèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè � ïîäðåø¼òêà.

5. Ïóñòü 〈L, t, u 〉 � ðåø¼òêà. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü
å¼ èíòåðâàëîâ Si(L) � òàêæå ðåø¼òêà îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèé (a, b, c, d ∈ L):

[a, b] ∪ [c, d] = [a u c, b t d] è

[a, b] ∩ [c, d] = [a t c, b u d].
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Î÷åâèäíî, Si(L) � ðåø¼òêà ñ óíèâåðñàëüíûìè
ãðàíÿìè: å¼ åäèíèöåé ñëóæèò L, à íóë¼ì � ïóñòîé
èíòåðâàë, êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí [a, b] ïðè
a > b.

6. Åñëè ϕ � ãîìîìîðôèçì ðåø¼òêè L â ðåø¼òêó
L ′, òî Imϕ 6 L ′.

7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N◦ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ, âêëþ÷àÿ â íåãî è 1.

Òîãäà 〈N◦, ∨, ∧ 〉 6 〈N, ∨, ∧ 〉.

8. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âè-
äîâ èçîìîðôèçìà ðåø¼òîê óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
ðåø¼òêà N◦ èçîìîðôíà ðåø¼òêå P0(A) âñåõ êî-
íå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A.

Ïîëîæèâ ϕ(1) = ∅, ïîñòðîèì áèåêöèþ ϕ ìåæ-
äó ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë è A: ïðîíóìå-
ðóåì ýëåìåíòû A â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå �
A = { a1, a2, . . . }, è ïîëîæèì ϕ(pi) = ai, ãäå
pi � i-å ïðîñòîå ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî èíúåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë èç N◦ â A.
Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ n = p1 · . . . · pk èç N◦,
ïîëîæèì

ϕ(n) = {ϕ(p1), . . . , ϕ(pk)} .

Ïîíÿòíî, ÷òî N◦
ϕ∼= P0(A), åñëè A � ñ÷¼òíî.
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Èäåàëû ðåø¼òîê

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïóñòü 〈L, t, u 〉 � ðåø¼òêà. Íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ L íàçûâàåòñÿ å¼ (ðåø¼òî÷-
íûì) èäåàëîì, åñëè

(x ∈ I) N (y v x) ⇒ y ∈ I è x, y ∈ I ⇒ x t y ∈ I .

Äâîéñòâåííî, íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ
L íàçûâàåòñÿ å¼ ðåø¼òî÷íûì ôèëüòðîì, åñëè

(x ∈ F ) N (x v y) ⇒ y ∈ F è x, y ∈ F ⇒ xuy ∈ F .

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I îêàçûâàåòñÿ ðåø¼òî÷íûì
èäåàëîì, i� ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

x, y ∈ I ⇔ x t y ∈ I

è àíàëîãè÷íî äëÿ ôèëüòðîâ �

x, y ∈ F ⇔ x u y ∈ F.

Èäåàëû ðåø¼òîê: ñâîéñòâà

� Åñëè a � ýëåìåíò ðåø¼òêè, òî ãëàâíûå ïîðÿä-
êîâûå èäåàë J(a) = aO è ôèëüòð aM ÿâëÿþòñÿ,
òàêæå è ãëàâíûìè ðåø¼òî÷íûìè èäåàëîì è ôèëü-
òðîì.

� Åñëè ðåø¼òêà èìååò íàèìåíüøèé [ íàèáîëüøèé ]
ýëåìåíò, òî îí áóäåò å¼ (ãëàâíûì) èäåàëîì
[ôèëüòðîì ].

� Â êîíå÷íîé ðåø¼òêå âñå èäåàëû è ôèëüòðû �
ãëàâíûå: åñëè I � èäåàë êîíå÷íîé ðåø¼òêè, òî
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ðàññìîòðèì ýëåìåíò x =
⊔
a∈I

a, äëÿ êîòîðîãî áó-

äåì èìåòü x ∈ I è I = xO (àíàëîãè÷íî äëÿ
ôèëüòðîâ).

Â áåñêîíå÷íûõ ðåø¼òêàõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è
íåãëàâíûå ðåø¼òî÷íûå èäåàëû è ôèëüòðû.

Èäåàëû ðåø¼òîê: ïðèìåðû

1. Åñëè A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñîâîêóï-
íîñòü P0(A) âñåõ åãî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ áó-
äåò íåãëàâíûì èäåàëîì ðåø¼òêè P(A).

2. Â öåïè
[

0, 1
2 ,

2
3 ,

3
4 , . . . , 1

]
íåãëàâíûé èäåàë �

[ 0, 1 ).

3. Ñàìà ðåø¼òêà L âñåãäà áóäåò ñâîèì (íåñîáñòâåí-
íûì) èäåàëîì è ôèëüòðîì. Âñå äðóãèå èäåàëû è
ôèëüòðû L íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè.

J∗(L) � ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ðåø¼òî÷íûõ
èäåàëîâ L; ýòî ÷.ó. ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ-
÷åíèþ.

Ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû J∗(L) íàçûâàþò ìàêñè-
ìàëüíûìè èäåàëàìè ðåø¼òêè L (ò.å. ìàêñèìàëüíûé
èäåàë ðåø¼òêè íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì å¼ ñîá-
ñòâåííîì èäåàëå).

Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ ðåø¼òî÷íûõ èäåàëîâ

::::::::::
Òåîðåìà 4.6 (î ñîáñòâåííûõ èäåàëàõ ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé).
Âñÿêèé ñîáñòâåííûé èäåàë ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé ñîäåð-
æèòñÿ â íåêîòîðîì å¼ ìàêñèìàëüíîì èäåàëå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈L, v〉 � ðåø¼òêà ñ åäèíèöåé
ι, è C = [ J1, J2, . . . ] � íåêîòîðàÿ (êîíå÷íàÿ èëè
áåñêîíå÷íàÿ) öåïü ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ L. Îáîçíà÷èì
J =

⋃
Jk∈C Jk.

Åñëè x ∈ J , òî x ∈ Jk ∈ C äëÿ íåêîòîðîãî k è äëÿ
ëþáîãî y v x èìååì y ∈ Jk ⊆ J . Ïóñòü x, y ∈ J , òîãäà
x ∈ Jk ∈ C è y ∈ Jl ∈ C äëÿ íåêîòîðûõ k, l.

Ïîñêîëüêó C � öåïü, òî Jk è Jl ñðàâíèìû â J∗(L).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Jk ⊆ Jl.
Òîãäà x, y ∈ Jl è, ïîñêîëüêó Jl � èäåàë, òî x t

y ∈ Jl ⊆ J .
Òàêèì îáðàçîì, J � èäåàë ðåø¼òêè L.
Áîëåå òîãî, îí ñîáñòâåííûé, ïîñêîëüêó

ι 6∈ Jk ∈ C ⇒ ι 6∈ J .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó Jk ⊆ J äëÿ âñåõ

Jk ∈ C, òî J áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ öåïè C.

Îòñþäà ïî ëåììå Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà âûòåêàåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Äèàãðàììû Õàññå îñòàþòñÿ óäîáíûì ñïîñîáîì îïè-
ñàíèÿ ðåø¼òîê, îäíàêî åñëè ðåø¼òêà óñòðîåíà ñëèøêîì
ñëîæíî, òàêèå äèàãðàììû ñòàíîâÿòñÿ ìàëî íàãëÿäíû-
ìè.

::::::::::
Òåîðåìà 4.7 (î ïðåäñòàâëåíèè ðåø¼òîê). Âñÿêàÿ ðåø¼òêà
ìîæåò áûòü âëîæåíà â áóëåàí ïîäõîäÿùåãî ìíîæå-
ñòâà ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé.

::::::::::
Òåîðåìà 4.8 (Ìàêíèë). Âñÿêóþ ðåø¼òêó ìîæíî âëî-
æèòü â ïîäõîäÿùóþ ïîëíóþ ðåø¼òêó ñ ñîõðàíåíèåì
âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.
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::::::::::
Òåîðåìà 4.9. Âñÿêóþ êîíå÷íóþ ðåø¼òêó ìîæíî âëî-
æèòü â êîíå÷íóþ ðåø¼òêó ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà.

4.3 Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðå-

ø¼òêè

Ìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ðåø¼òêà 〈L, t, u 〉 íàçûâàåòñÿ ìîäó-
ëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ L â íåé âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùèé ìîäóëÿðíûé çàêîí

Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z).

Ïðèìåð 4.1. 1. Ìîäóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå öåïè, ðå-
ø¼òêà 〈N, | 〉, áóëåâû àëãåáðû.

2. Ðåø¼òêà NSubG âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G îáðàçóåò ìîäóëÿðíà (ïåðåñå÷åíèå ãðóïï
âñåãäà ãðóïïà, à îáúåäèíåíèå íîðìàëüíûõ ïîä-
ãðóïï � èõ ïðîèçâåäåíèå).

3. Ðåø¼òêà âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà äàííîì ìíîæå-
ñòâå â îáùåì ñëó÷àå íå ìîäóëÿðíà.
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α = (1
∣∣2∣∣34), β = (1

∣∣23
∣∣4), γ = (12

∣∣34),
α v γ

α t (γ u β) = α t o = α 6=
6= γ u (α t β) = γ u ι = γ.

Íåìîäóëÿðíîñòü N5 îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé:

::::::::::
Òåîðåìà 4.10 (êðèòåðèé ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè). Ðåø¼ò-
êà ìîäóëÿðíà, i� íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà
ïÿòèóãîëüíèêó N5.

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà: Âñå ìàêñè-
ìàëüíûå öåïè ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ýëåìåíòàìè ëî-
êàëüíî êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ
äëèíó.

Íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ
Æîðäàíà�Äåäåêèíäà äëÿ ðåø¼òêè ⇒

ñóùåñòâîâàíèå ïîäðåø¼òêè,
èçîìîðôíîé N5 ⇒ íåìîäóëÿðíîñòü.
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Âûïîëíåíèå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà åù¼ íå
îçíà÷àåò ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè.

Äëÿ ýòîé ðåø¼òêè öåïíîå
óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà

âûïîëíÿåòñÿ, îäíàêî îíà íåìîäóëÿðíà,
ò.ê. ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó
L = {o, a, c, e, ι} ∼= N5.

Ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ â ðåø¼òêàõ

Abbr(x, y) : ∀ z
{
x t z = y t z
x u z = y u z ⇒ x = y.

::::::::::
Òåîðåìà 4.11 (ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ â ìîäóëÿðíûõ ðåø¼ò-
êàõ). Ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà, i� x ∼ y ⇒ Abrr(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ
x, y, z ìîäóëÿðíîé ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâî

x v y è (x t z = y t z)N(x u z = y u z).

Òîãäà

x
Abs
= x t (x u z)

Abbr
= x t (y u z)

Mod
= y u (x t z)

Abbr
=

= y u (y t z)
Abs
= y.

Íåîáõîäèìîñòü � îïóñòèì. �

Òàêæå äëÿ ìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê ìîäóëÿðíû: (1) ãî-
ìîìîðôíûé îáðàç, (2) ëþáàÿ ïîäðåø¼òêà, (3) ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå.
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Äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ðåø¼òêà 〈L, t, u 〉 íàçûâàåòñÿ äèñ-
òðèáóòèâíîé, åñëè â íåé âûïîëíÿþòñÿ äèñòðèáóòèâ-
íûå çàêîíû

(x t y) u z = (x u z) t (y u z);

(x u y) t z = (x t z) u (y t z).

Ïðèìåð 4.2. 1. Äèñòðèáóòèâíû öåïè, áóëåâû àëãåá-
ðû è èõ ïîäðåø¼òêè.

2. Ðåø¼òêà âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (óïîìÿíóòàÿ ðàíåå â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ìîäóëÿðíîé ðåø¼òêè) íå äèñòðèáóòèâíà.

3. Ðåø¼òêà Sub C âñåõ ïîäãðóïï öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïû C äèñòðèáóòèâíà.

Âñÿêàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà
Ìîäóëÿðíûé çàêîí � îñëàáëåííàÿ ôîðìà âòîðîãî

äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà.

(a t b) u c = ι u c = c 6=
6= (a u c) t (b u c) = a t o = a
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V4 = 〈 e, x, y, xy 〉, âñå ïîäãðóïïû V4 ìîäóëÿðíû

Ðåø¼òêà Sub V4
∼= M3 ìîäóëÿðíà, íî íå äèñòðèáó-

òèâíà:

(〈x〉 t 〈y〉) u 〈xy〉 = V4 u 〈xy〉 = 〈xy〉 6=
6= (〈x〉 u 〈xy〉) t (〈y〉 u 〈xy〉) = E t E = E.

Íåäèñòðèáóòèâíîñòü M3, îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé:
ñïðàâåäëèâà

::::::::::
Òåîðåìà 4.12. Ìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà ÿâëÿåòñÿ äèñòðè-
áóòèâíîé, i� íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà
ðîìáó M3.

Ñëåäñòâèå (êðèòåðèé äèñòðèáóòèâíîñòè ðåø¼òêè). Ðå-
ø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, i� íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå
èçîìîðôíà íè ïÿòèóãîëüíèêó N5, íè ðîìáó M3.

::::::::::
Òåîðåìà 4.13 (ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ â äèñòðèáóòèâíûõ ðå-
ø¼òêàõ). Ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà i� äëÿ ëþáûõ å¼ ýëå-
ìåíòîâ ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü � àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó â Òåîðåìå 4.11.

Íåîáõîäèìîñòü � îïóñòèì. �
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::::::::
Ëåììà 4.2. J(P ) 6 〈 P(P ), ∪, ∩ 〉 ⇒ ðåø¼òêà J(P )
äèñòðèáóòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóï-
íîñòü J(P ) óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ∪ è ∩.

Ïóñòü I1, I2 ∈ J(P ). Òîãäà äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
a, x ∈ P :

(x v a) N (a ∈ I1 ∪ I2) ⇒
[

(x v a) N (a ∈ I1)
(x v a) N (a ∈ I2)

⇒

⇒
[
x ∈ I1

x ∈ I2
,

ò.å. x ∈ {I1 ∪ I2} è àíàëîãè÷íî x ∈ {I1 ∩ I2}.
Ñëåäîâàòåëüíî è I1 ∪ I2, è I1 ∩ I2 ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêî-
âûìè èäåàëàìè. �

Äèñòðèáóòèâíîñòü ðåø¼òêè J(P ): ïðèìåð

Ðèñ. 4.8. Z3 è J(Z3)

Â êîíå÷íûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òêàõ âàæíóþ
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ðîëü èãðàþò íå àòîìû (íàïðèìåð, â êîíå÷íîé öåïè âñåãî
îäèí àòîì), à íåðàçëîæèìûå â îáúåäèíåíèå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Ýëåìåíò z 6= o ðåø¼òêè ñ íóë¼ì
o íàçûâàþò íåðàçëîæèìûì â îáúåäèíåíèå, åñëè èç
z = x t y ñëåäóåò ëèáî z = x, ëèáî z = y.

Ïðèìåð 4.3. 1. Àòîìû ëþáîé ðåø¼òêè íåðàçëîæè-
ìû, è â àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðå íåò äðóãèõ íåðàç-
ëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

2. Â ðåø¼òêå 〈N, | 〉 íåðàçëîæèìû òîëüêî ñòåïåíè
ïðîñòûõ ÷èñåë.

3. Â öåïè íè îäèí ýëåìåíò íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì.

::::::::
Ëåììà 4.3. Â êîíå÷íîé ðåø¼òêå êàæäûé íåíóëåâîé
ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíå-
íèÿ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b = b1 t b2 è b1 6= b 6= b2.
Åñëè è b1, è b2 íåðàçëîæèìû, òî ëåììà äîêàçàíà.

Èíà÷å ïðåäñòàâëÿåì b1 è/èëè b2 â âèäå îáúåäèíåíèÿ
ñòðîãî ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ýëåìåíòîâ, è ò.ä.; â ñèëó
êîíå÷íîñòè ðåø¼òêè óêàçàííûé ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ. �

Ñëåäñòâèå. Âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò àòîìíîé áóëå-
âîé àëãåáðû ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîäåðæà-
ùèõñÿ â í¼ì àòîìîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, (1) áóëåâà àëãåáðà � ðåø¼òêà; (2)
å¼ àòîìû � íåðàçëîæèìû è (3) íåðàçëîæèìû òîëüêî
àòîìû.
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Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîäìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ (äèñòðè-
áóòèâíîé) ðåø¼òêè L:

� Irr L � ìíîæåñòâî íåðàçëîæèìûõ â îáúåäèíåíèå
ýëåìåíòîâ L;

� Irr(x) = { y ∈ Irr L | y v x } � ìíîæåñòâî íåðàç-
ëîæèìûõ ýëåìåíòîâ L, ñîäåðæàùèõñÿ â x.

Äîêàçàííàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî â êîíå÷íîé ðå-
ø¼òêå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò x äîïóñêàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå:

x =
⊔

a∈ Irr(x)

a.

Ïîñòðîåíèå ðåø¼òêè J(P ) êàçóàëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà P

1. Ïîñòðîèì äèàãðàììó áóëåâîé àëãåáðû
P(M) = J(M) äëÿ ìíîæåñòâà M ìèíèìàëüíûõ
ýëåìåíòîâ P .

2. Âûáåðåì íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò x
ìíîæåñòâà P rM è ïóñòü Sx � ìíîæåñòâî íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèõ åìó ýëåìåíòîâ.

Ïðèñîåäèíèì ê J(M) òàêîé ýëåìåíò 〈x〉, êîòî-
ðûé íåðàçëîæèì â îáúåäèíåíèå è íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäîâàòü çà ïîðÿäêîâûì èäåàëîì, ïîðîæä¼í-
íûì Sx.

3. Äîáàâèì âñå îáúåäèíåíèÿ èìåþùèõñÿ è âíîâü ïî-
ñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ ñ 〈x〉 òàê, ÷òîáû îíè îáðàçî-
âàëè áóëåâó àëãåáðó.
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4. Âûáåðåì íîâûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò y ìíîæå-
ñòâà {P rM}r {x} è äîñòðîèì äèàãðàììó àíà-
ëîãè÷íûì ñïîñîáîì.

5. Ïðîäîëæàåì òàê, ïîêà íå ïîëó÷èì äèàãðàììó
J(P ).

Ïðèìåð 4.4. 1. Ðåø¼òêà ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíî-
æåñòâà 1 + 2

2. Ðåø¼òêà ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà Z5

Ðèñ. 4.9. Z5
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Ðèñ. 4.10. J(Z5)

Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïîñòðîåííîé ðåø¼òêå âû÷èñ-
ëåíèå íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë èñõîäíîãî
÷.ó. ìíîæåñòâà Z5.

|J(P)| � Èçâåñòíî, ÷òî çèãçàã Zn èìååò Fn+2 ((n+ 2)-å
÷èñëî Ôèáîíà÷÷è) ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ.

Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå |J(Z5)| = F7 = 13.

e(P) � Äîêàçàíî, ÷òî e(P ) ðàâíî ÷èñëó ìàêñèìàëü-
íûõ âîñõîäÿùèõ îò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà ∅ ê
íàèáîëüøåìó PO öåïåé â ðåø¼òêå J(P).

Ïîäñ÷èòûâàåì, ÷òî òàêèõ ïóòåé 16.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, e(Z5) åñòü 5! óìíîæåííîå
íà ïÿòîå ÷èñëî òàíãåíñà � êîýôôèöèåíò ïðè
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x5 â ðàçëîæåíèè tg x â ðÿä Ìàêëîðåíà, ò.å.
e(Z5) = 5! 2

15 = 16.

::::::::::
Òåîðåìà 4.14.

∑
n>2

e(sn)

n!
xn = x · sec2 x.

×èñëà e(sn) è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷èñëà ñåêàíñà e(Z2n)
äëÿ ïåðâûõ çíà÷åíèé n ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

n 2 3 4 5 6 7
e(sn) 4 48 1 088 39 680 2 122 752 156 577 855
e(Z2n) 5 61 1 385 50 521 2 702 765 199 360 981

Çíà÷åíèÿ |J(Bn)|:
n 1 2 3 4 5 6

|J(Bn)| 3 6 20 168 7581 7828354

::::::::
Ëåììà 4.4. Irr J(P ) ∼= P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è J(P ) �
(äèñòðèáóòèâíàÿ) ðåø¼òêà åãî ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ.
Ïîðÿäêîâûé èäåàë ðåø¼òêè íåðàçëîæèì, i� îí ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàâíûì, îòêóäà:

Irr J(P ) ∼= J0(P ) = {xO | x ∈ P }.

Ðàíåå áûë óñòàíîâëåí èçîìîðôèçì ìåæäó ÷.ó. ìíî-
æåñòâîì è ñîâîêóïíîñòüþ åãî ãëàâíûõ èäåàëîâ:

ϕ : P → J(P ), ϕ(x) = xO,

ïîýòîìó P ∼= J0(P ) = Irr J(P ). �



4.3. 417 ãð. 253

Irr J(P ) ∼= P : ïðèìåð

Ðèñ. 4.11. Z3, ìíîæåñòâî Irr J(Z3) âûäåëåíî

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà î êîíå÷íûõ äèñòðè-
áóòèâíûõ ðåø¼òêàõ

Âîïðîñ: Ïóñòü L � äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà. Ìîæ-
íî ëè ïîäîáðàòü òàêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P , ÷òîáû
L ∼= J(P ) ?

::::::::::
Òåîðåìà 4.15 (ÔÒÊÄÐ, Ã. Áèðêãîô). Âñÿêàÿ êîíå÷-
íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà L èçîìîðôíà ðåø¼òêå
J(Irr L) ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà å¼ íåðàç-
ëîæèìûõ ýëåìåíòîâ: L ∼= J(Irr L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàáðîñîê: Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ψ : L→ J(Irr L) , ψ(x) = Irr(x).

� ψ åñòü áèåêöèÿ (ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñþðúåêòèâ-
íîñòè ñóùåñòâåííà êîíå÷íîñòü L);

� x v y ⇔ Irr(x) ⊆ Irr(y) ⇔ ψ(x) ⊆ ψ(y).
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Ðèñ. 4.12. Èëëþñòðàöèÿ ÔÒÊÄÐ: L, Irr L è J(Irr L)

∴ ψ � ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó L è J(Irr L). �

Òåîðåìà Áèðêãîôà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåí-
òû ëþáîé äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè ïîäìíîæåñòâàìè
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è ïîëüçîâàòüñÿ äèàãðàììàìè
Ýéëåðà-Âåííà.

Èç íå¼ òàêæå âûòåêàåò èíòåðåñíîå

Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà
âëîæèìà â óïîðÿäî÷åííóþ äåëèìîñòüþ ðåø¼òêó íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë:

L ↪→ 〈N◦, ∨, ∧ 〉 6 〈N, | 〉,
ãäå N◦ � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò
êâàäðàòîâ.

Âëîæåíèå L ↪→ 〈N, | 〉: àëãîðèòì
1. Íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó o ðåø¼òêè L ñîïîñòàâ-

ëÿåòñÿ ÷èñëî 1, à n > 1 å¼ àòîìàì � ïåðâûå n
ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pn.
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2. Ïóñòü ñîñòîÿëîñü ïðèïèñûâàíèå âñåì ýëåìåíòàì
ìíîæåñòâà xO r {x} ýëåìåíòà x ðåø¼òêè L.
Åñëè ýëåìåíòó x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò

� åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, êîòîðîìó ñîïîñòàâëå-
íî ÷èñëî k, òî ñîïîñòàâëÿåì x ÷èñëî kp, ãäå
p � ïåðâîå èç åù¼ íå èñïîëüçîâàííûõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë;

� íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ, òî ñîïîñòàâëÿåì x
íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ ÷èñåë, èì ñî-
îòâåòñòâóþùèõ.
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Ðèñ. 4.13. Âëîæåíèå L ↪→ 〈N, | 〉
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4.4 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîë-

íåíèÿìè

Êîíãðóýíöèè: îïðåäåëåíèå Ïóñòü L � ðåø¼òêà,
∼∈ E(L) è ∼ ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è
ïåðåñå÷åíèÿ (ñîõðàíÿåò èõ):{

a ∼ c
b ∼ d

⇒
{

(a t b) ∼ (c t d)
(a u b) ∼ (c u d)

.

Òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé.

Ïðèâåä¼ííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü
ôàêòîðìíîæåñòâî L/∼ ñ îïåðàöèÿìè t è u, ïðèìåíÿ-
åìûì ê åãî ýëåìåíòàì (êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè), ò.å.
ôàêòîððåø¼òêó L ïî êîíãðóýíöèè ∼:

〈L/∼, t, u 〉.
Êîíãðóýíöèè: ïðèìåð
Äëÿ ãîìîìîðôèçìà ðåø¼òîê ϕ : L → L ′ îïðåäåëÿåòñÿ
ÿäåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Kerϕ:

a(Kerϕ)b ⇔ ϕ(a) = ϕ(b).
Áåç òðóäà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Kerϕ � ýêâèâàëåíòíîñòü;
ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàþò ÿäåðíîé.
Äàëåå èìååì{

a(Kerϕ)c
b(Kerϕ)d

⇔

⇔
{
ϕ(a t b) = ϕ(a) t ϕ(b) = ϕ(c) t ϕ(d) = ϕ(c t d)
ϕ(a u b) = ϕ(a) u ϕ(b) = ϕ(c) u ϕ(d) = ϕ(c u d)

Ñëåäîâàòåëüíî, (atb) (Kerϕ) (ctd) è (aub) (Kerϕ) (cu
d), ò.å. Kerϕ îêàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé.
Ýòà êîíãðóýíöèÿ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà ϕ.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü ïî èäåàëó äèñòðèáóòèâíîé ðå-
ø¼òêè. Ïóñòü I � èäåàë äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè
L.
Ââåä¼ì íà L áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼I :

a ∼I b ⇔ ∃
I
x (a t x = b t x).

Ïîêàæåì, ÷òî ∼I åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü.
Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü î÷åâèäíû; ïîêàæåì
òðàíçèòèâíîñòü.

Ïóñòü a ∼I b è b ∼I c. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
x, y ∈ I òàêèõ, ÷òî a t x = b t x è b t y = c t y.
Äàëåå (îáúåäèíÿÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåí-
ñòâà ñ y, à âòîðîãî � ñ x), ïîëó÷èì{

a t x = b t x
b t y = c t y ⇒ a t (x t y) = c t (x t y)

è a ∼I c, ïîñêîëüêó x t y ∈ I.
Ýêâèâàëåíòíîñòü ∼I ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé

Îáîçíà÷åíèÿ:
• ñìåæíûå êëàññû ïî ∼I � [·]I (î÷åâèäíî [a]I = atI);
•ôàêòîðìíîæåñòâî ïî ýêâèâàëåíòíîñòè ∼I � L/I.

Ïîêàæåì, ÷òî ∼I � êîíãðóýíöèÿ. Èìååì{
a ∼I c
b ∼I d

⇔
{
∃x ∈ I (a t x = c t x)
∃ y ∈ I (b t y = d t y)

(∗)

1. Äëÿ îáúåäèíåíèÿ, ïðèìåíÿÿ t ê îáåèì ÷àñòÿì:

∃x, y ∈ I : (a t b) t (x t y) = (c t d) t (x t y),

è, ïîñêîëüêó x t y ∈ I, òî (a t b) ∼I (c t d).

2. Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ �
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∃x, y ∈ I : (a t x) u (b t y) = (c t x) u (d t y).

Ðàñêðûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü ïî äèñòðèáóòèâíîñòè �

(a u b) t (a u y) t (x u b) t (x u y) =

= (c u d) t (c u y) t (x u d) t (x u y)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî
(a u y) t (x u b) t (x u y) = (c u y) t (x u d) t (x u y).

Äëÿ ýòîãî áåð¼ì ïåðåñå÷åíèÿ ñ y ïåðâîãî è ñ x � âòî-
ðîãî ðàâåíñòâà èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (∗):{

(a t x) u y = (c t x) u y
(b t y) u x = (d t y) u x ⇔

⇔
{

(a u y) t (x u y) = (c u y) t (x u y)
(b u x) t (x u y) = (d u x) t (x u y)

,

è, ïðîèçâîäÿ îáúåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåâûõ è
ïðàâûõ ÷àñòåé, � òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ïîëó÷åíî: åñëè I � èäåàë äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè
L, òî

� ∼I ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé è îïåðàöèè t è u íà
L/I îïðåäåëÿþòñÿ êîððåêòíî (ðåçóëüòàò íå çàâè-
ñèò îò âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ â êëàññàõ);

� L/I åñòü ôàêòîððåø¼òêà; å¼ íóëü è ÿäðî ãîìî-
ìîðôèçìà ϕ : L→ L/I, ϕ(x) = [x]I � èäåàë I.

Ïðè ýòîì e ∼I d, ïîñêîëüêó äëÿ c ∈ I ïîëó÷èì e t
c = dtc, ò.å. ýëåìåíòû e è d íàõîäÿòñÿ â îäíîì êëàññå
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî I.

Ãîìîìîðôèçì ϕ : L → L/I åñòü îòîáðàæåíèå
ϕ(x) = [x]I è èäåàë I åñòü íóëü ðåø¼òêè L/I.
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Ðèñ. 4.14. Ìíîæåñòâî I = {o, a, b, c} � èäåàë ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå 4.10. Åñëè â ðåø¼òêå 〈L, t, u 〉 ñ óíèâåð-
ñàëüíûìè ãðàíÿìè äëÿ ýëåìåíòà x ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
y òàêîé, ÷òî xu y = o è x t y = ι, òî ïîñëåäíèé íàçû-
âàåòñÿ äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà x.

Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé ñ äîïîëíåíèÿìè, åñ-
ëè â íåé êàæäûé ýëåìåíò èìååò õîòÿ áû îäíî äîïîëíå-
íèå.

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ðåø¼òêè îáëàäàåò â òî÷íîñòè
îäíèì äîïîëíåíèåì, òî å¼ íàçûâàþò ðåø¼òêîé ñ åäèí-
ñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ðåø¼òêè ñ åäèíñòâåííûìè äî-
ïîëíåíèÿìè: â ðåø¼òêå àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà A êàæäûé ýëåìåíò X ⊆ A èìååò åäèíñòâåííîå
äîïîëíåíèå X = Ar {X}.
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Äîïîëíåíèÿ â ðåø¼òêàõ: ïðèìåðû
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à) ýëåìåíòû a ïåðâîé ðåø¼òêè íå èìååò äîïîëíå-
íèÿ; ýëåìåíò a ïåðâîé ðåø¼òêè íå èìååò äîïîëíåíèÿ;

á) N5 � ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè, a è c � äîïîëíå-
íèÿ b

::::::::::
Òåîðåìà 4.16 (Áèðêãîô-Óîðä). Àòîìíàÿ ðåø¼òêà ñ
åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè äèñòðèáóòèâíà.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.3. Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ðåø¼òêà äèñòðè-
áóòèâíà, òî êàæäûé å¼ ýëåìåíò èìååò íå áîëåå îä-
íîãî äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò x äèñòðèáóòèâíîé ðå-
ø¼òêè èìååò äâà äîïîëíåíèÿ � y1 è y2. Òîãäà{

x t y1 = x t y2 = ι
x u y1 = x u y2 = o

Abbr⇒ y1 = y2 .
�
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::::::::::
Òåîðåìà 4.17 (Ìàêëàôëèí, óïðîùåíèå êðèòåðèÿ ìîäóëÿð-
íîñòè). Åñëè àòîìíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè íå ñî-
äåðæèò â êà÷åñòâå ïîäðåø¼òêè ïÿòèóãîëüíèê N5,
íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîâïà-
äàþò ñ íóë¼ì è åäèíèöåé ðåø¼òêè, òî îíà ìîäóëÿðíà.

Îïðåäåëåíèå 4.11. Åñëè [ a, b ] � èíòåðâàë ðåø¼òêè L,
x ∈ [ a, b ] è ýëåìåíò y ðåø¼òêè L òàêîâ, ÷òî xuy = a
è x t y = b, òî y íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì äîïîë-
íåíèåì ýëåìåíòà x â èíòåðâàëå [ a, b ].

Åñëè â íåêîòîðîé ðåø¼òêå âñå èíòåðâàëû ñóòü ðå-
ø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè, òî îíà íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé ñ
îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè.

Åñëè y � îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà x â
èíòåðâàëå [ a, b ], òî y ∈ [ a, b ], è x, â ñâîþ î÷åðåäü,
òàêæå áóäåò îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà y â
èíòåðâàëå [ a, b ].

Äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà ñ íóëåì è îòíîñèòåëüíûìè
äîïîëíåíèÿìè íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Åðøîâà.

Îòíîñèòåëüíûå äîïîëíåíèÿ: ïðèìåð
Ýëåìåíò e äîïîëíåíèÿ íå èìååò.

Äîïîëíåíèÿìè b â èíòåðâàëå [e, ι] ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòû c è d.
Ýëåìåíòû a è e � åäèíñòâåííûå äîïîëíåíèÿ äðóã äðó-
ãà â èíòåðâàëå [o, b].
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Ðèñ. 4.15. Ðåø¼òêà ñ îòíîñèòåëüíûìè äîïîëíåíèÿìè

4.5 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çà-

äà÷å êëàññèôèêàöèè

Êëàññèôèêàöèÿ ïî ïðåöåäåíòàì: ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è

1. Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X ðàçäåëåíî íà íåñêîëüêî
ïîäìíîæåñòâ (êëàññîâ).

2. Èíôîðìàöèÿ î òàêîì ðàçáèåíèè ñîäåðæèòñÿ òîëü-
êî â óêàçàíèè î ïðèíàäëåæíîñòè ê äàííûì êëàñ-
ñàì ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé îáó÷àþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (âûáîðêè) èç X , ýëåìåíòû êîòîðîé íà-
çûâàþò ïðåöåäåíòàìè.

3. Îáúåêòû èìåþò îïèñàíèå íà íåêîòîðîì ôîðìàëü-
íîì ÿçûêå, óêàçûâàþùåì ñòåïåíü îáëàäàíèÿ îáú-
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åêòàìè êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèçíàêîâ èç ìíîæåñòâà
M = {x1, . . . , xn}.

Êëàññèôèêàöèÿ: ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è

� ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû (NN, ...);

� ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè (SVM, ...);

� ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè;

� ëîãè÷åñêèå ìåòîäû;

� êîëëåêòèâíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà (îáëàñòè êîì-
ïåòåíöèè, ãîëîñîâàíèå, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä);

� ñòðóêòóðíûå ìåòîäû;

� ðåëÿöèîííûé ïîäõîä (ÀÔÏ (FCA)1, ...)

Ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà. Äàëåå çàïèñü îòîáðàæåíèé:
f(a) çàïèñûâàåòñÿ êàê af , à f(A) çàïèñûâàåòñÿ êàê Af .

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ïóñòü 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � ÷.ó.
ìíîæåñòâà.

Ïàðà îòîáðàæåíèé (ϕ, ψ), ϕ : P → Q, ψ : Q → P ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì

1) ϕ è ψ àíòèèçîòîííû;

2) pϕψ w p è qψϕ w q, p ∈ P, q ∈ Q (ò.å. ϕψ è ψϕ �
îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ íà P è Q ñîîòâåòñòâåííî)

íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà ìåæäó P è Q.

Ñïðàâåäëèâû è áîëåå ñèëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

p v qψ ⇔ q v pϕ è ϕ = ϕψϕ, ψ = ψϕψ.

1Wille R., Ganter B. Formal concept analysis. Berlin; Heidelberg; New York:

Springer-Verl., 1999.
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Ïîíÿòèå: ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå
Ïîíÿòèå � öåëîñòíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñóæäåíèé îá îòëè-
÷èòåëüíûõ ïðèçíàêàõ âåùåé è îòíîøåíèé ìåæäó íèìè

Ïðèìåðû: èñêóññòâî, íàóêà, ...
Îáú¼ì ïîíÿòèÿ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåùåé, îáëà-

äàþùèõ çàôèêñèðîâàííûìè â äàííîì ïîíÿòèè ïðèçíà-
êàìè

Ïðèìåðû: èñêóññòâî: ëèòåðàòóðà, æèâîïèñü, àðõè-
òåêòóðà,...; íàóêà: áèîëîãèÿ, ôèçèêà, õèìèÿ...

Ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ � ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ, ïðè-
ñóùèõ âñåì îáúåêòàì äàííîãî ïîíÿòèÿ

Ïðèìåðû: èñêóññòâî: ðåçóëüòàò îòðàæåíèÿ äåéñòâè-
òåëüíîñòè â ôîðìå ÷óâñòâåííûõ îáðàçîâ, ñîçäàíèå âû-
ðàçèòåëüíûõ ôîðì, ...
íàóêà: ïîçíàâàòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü, îáúåêòèâíîñòü,
ñèñòåìàòè÷íîñòü, ...

Çàêîí îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ ìåæäó ñîäåðæàíèåì è îáú-
¼ìîì ïîíÿòèÿ: á�îëüøåå ïî îáú¼ìó ïîíÿòèå èìååò ìåíü-
øåå ñîäåðæàíèå

Àíòèìîíîòîííîñòü ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà îòðàæàåò
ýòîò çàêîí
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Êëàññèôèêàöèÿ: ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå
ïðèìåðû.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî X
ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: X+ (ïîëî-
æèòåëüíûé) è X− (îòðèöàòåëüíûé) îòíîñèòåëüíî
îáëàäàíèÿ/íåîáëàäàíèÿ èõ îáúåêòàìè íåêîòîðûì öåëå-
âûì ïðèçíàêîì z 6∈M .

Ïðåöåäåíòû èç äàííûõ êëàññîâ íàçûâàþòñÿ, ñî-
îòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè
ïðèìåðàìè.

Èìååì 2 êëàññà è z = ”x ∈ X+”

Ïóñòü

G � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ;

M � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ;

I � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó G è M íàçûâàåìîå îòíî-
øåíèåì èíèöèäåíòíîñòè, ò.å. gIm îçíà÷àåò, ÷òî
îáúåêò g ∈ G îáëàäàåò ïðèçíàêîì m ∈M .

Îïðåäåëåíèå 4.13. Òðîéêà K = (G,M, I) íàçûâàåòñÿ
ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì.

Â êîíå÷íîì ñëó÷àå êîíòåêñò ìîæåò áûòü çàäàí â âè-
äå îáúåêòíî-ïðèçíàêîâîé (0, 1)-ìàòðèöû.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.4. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A ⊆ G è
B ⊆M ââåñòè îòîáðàæåíèÿ

ϕ : 2G → 2M è ψ : 2M → 2G
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òàêèå, ÷òî

Aϕ = {m ∈M | ∀ g ∈ A (gIm) } = ϕ(A) = A ′,

Bψ = { g ∈ G | ∀m ∈ B (gIm) } = ψ(B) = B ′ ,

òî ïàðà îòîáðàæåíèé (ϕ, ψ) áóäåò ñîîòâåòñòâèåì Ãà-
ëóà ìåæäó ÷.ó. ìíîæåñòâàìè 2G è 2M , óïîðÿäî÷åí-
íûìè ïî âêëþ÷åíèþ.

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïóñòü äàí êîíòåêñò K = (G,M, I).
Ïàðà ïîäìíîæåñòâ (A, B), ãäå A ⊆ G, B ⊆ M , è òà-
êèõ, ÷òî A ′ = B è B ′ = A, íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì
ïîíÿòèåì äàííîãî êîíòåêñòà ñ ôîðìàëüíûì îáú¼ìîì
A è ôîðìàëüíûì ñîäåðæàíèåì B.

Åñëè êîíòåêñò ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåêòíî-ïðèçíà-
êîâîé (0, 1)-ìàòðèöû, òî ôîðìàëüíîìó ïîíÿòèþ ñîîò-
âåòñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ å¼ ïîäìàòðèöà, çàïîëíåííàÿ
åäèíèöàìè.

Ôîðìàëüíûå îáú¼ì è ñîäåðæàíèå � çàìêíóòûå, ñî-
îòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ϕψ è ψϕ ìíîæåñòâà.

::::::::::
Òåîðåìà 4.18 (îñíîâíàÿ ÀÔÏ). Ìíîæåñòâî âñåõ ôîð-
ìàëüíûõ ïîíÿòèé äàííîãî êîíòåêñòà K îáðàçóåò
ïîëíóþ ðåø¼òêó, îáîçíà÷àåìóþ B(K), îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ∨ (îáúåäèíåíèå) è ∧ (ïåðåñå÷åíèå):

(A1, B1) ∨ (A2, B2) = ( (B1 ∩B2)
′, B1 ∩B2 ) ,

(A1, B1) ∧ (A2, B2) = (A1 ∩ A2, (A1 ∩ A2)
′ )

è íàçûâàåìóþ ðåø¼òêîé ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé.
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Â ðåø¼òêå B(K) ôîðìàëüíîãî êîíòåêñòà
K = (G,M, I):

� (A1, B1) v (A2, B2) ⇒ (A1 ⊆ A2) N (B1 ⊇ B2);

� åäèíèöà ι � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (G, G ′);

� àòîìû � ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ âèäà (g, g′);

� íóëü o � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (∅, M) ñ ïóñòûì
îáú¼ìîì.

Äàííûå äëÿ îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè îïèñûâàþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì K+ = (G+,M, I+) è îòðèöàòåëü-
íûì K− = (G−,M, I−) êîíòåêñòàìè.

Îïåðàòîðû Ãàëóà â ýòèõ êîíòåêñòàõ îáîçíà÷àþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðõíèìè èíäåêñàìè: A+, A−, B+

è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (A+, B+) ∈ K+

íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
A+ � ïîëîæèòåëüíûé ôîðìàëüíûé îáú¼ì,
B+ � ïîëîæèòåëüíîå ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ôîð-
ìàëüíûå îáú¼ì è ñîäåðæàíèå äëÿ êîíòåêñòà K−.

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïîëîæèòåëüíîå ôîðìàëüíîå ñîäåð-
æàíèå B+ ïîëîæèòåëüíîãî ïîíÿòèÿ (A+, B+) íàçûâà-
åòñÿ:

� ïîëîæèòåëüíîé ⊕−ïðåäãèïîòåçîé, åñëè
∀(A−, B−) ∈ K− (B+ 6= B−), ò. å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ôîðìàëüíûì ñîäåðæàíèåì íè îäíîãî îòðèöàòåëü-
íîãî ïîíÿòèÿ;
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� ïîëîæèòåëüíîé ⊕−ãèïîòåçîé, åñëè
∀(g, g−) ∈ K− (B+ 6⊆ g−), ò. å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ñîäåðæàíèÿ ïîíÿòèÿ êàêîãî-ëèáî
îòðèöàòåëüíîãî ïðèìåðà g;

� ôàëüñèôèöèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé
⊕−ãèïîòåçîé, åñëè ∃(g, g−) ∈ K− (B+ ⊆ g−).

Îòðèöàòåëüíûå (	−ïðåäãèïîòåçû, ...) îïðåäåëÿþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî.

Ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðåäãèïîòåçîé.
Ãèïîòåçû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè íîâûõ

îáúåêòîâ
Ïðîñòåéøåå ðåøàþùåå ïðàâèëî
Ïóñòü g 6∈ {G+ ∪G−} � íîâûé (íåîïðåäåë¼ííûé) îáú-
åêò.

Åñëè åãî ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå g ′ ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäíó

� ⊕−ãèïîòåçó è íå ñîäåðæèò íè îäíîé îòðèöàòåëü-
íîé ãèïîòåçû, òî îí îòíîñèòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó
êëàññó;

� 	−ãèïîòåçó è íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïîëîæèòåëü-
íîé ãèïîòåçû, òî îí îòíîñèòñÿ ê îòðèöàòåëüíîìó
êëàññó.

Îòêàç îò êëàññèôèêàöèè ïðîèñõîäèò, åñëè g ′:

� ëèáî íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ãèïîòåç (íåäîñòàòîê
äàííûõ);

� ëèáî ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöà-
òåëüíûå ãèïîòåçû (ïðîòèâîðå÷èå â äàííûõ).
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Ìíîãîçíà÷íûå êîíòåêñòû.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áèíàðíîé èíôîðìàöèè î ïðèçíàêàõ èç
êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ èñïîëüçóåò-
ñÿ ïðîöåäóðà øêàëèðîâàíèÿ.

Ìíîãîçíà÷íûé êîíòåêñò � ýòî ÷åòâ¼ðêà
(G, M, Z, I), ãäå

� G, M, Z � ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ïðèçíàêîâ è çíà-
÷åíèé ïðèçíàêîâ ñîîòâåòñòâåííî,

� I � òåðíàðíîå îòíîøåíèå I ⊆ G ×M × Z, çàäà-
þùåå çíà÷åíèå z ∈ Z ïðèçíàêà m ∈ M îáúåêòà
g ∈ G,

ïðè÷åì îòîáðàæåíèå G×M → Z ôóíêöèîíàëüíî.

Øêàëèðîâàíèå � ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîçíà÷íûõ
êîíòåêñòîâ äâóçíà÷íûìè.

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿. Çàäà÷à: ïîñòðîèòü êëàññèôè-
êàòîð ïî öåëåâîìó ñâîéñòâó
z = ¾ÿâëÿòüñÿ ôðóêòîì¿ è ñëåäóþùåé îáúåêòíî-
ïðèçíàêîâîé òàáëèöå ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
ïðèìåðîâ:
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Ðåçóëüòàò øêàëèðîâàíèÿ

G+ = {1, 2, 3, 4}, G− = {5, 6, 7} ⇒ îòíîøåíèå
I+ ïðåäñòàâëåíî âåðõíåé ÷àñòüþ òàáëèöû, à îòíîøå-
íèå I− � íèæíåé. Ïðèçíàêè îçíà÷àþò: w � áåëûé, y �
æ¼ëòûé, g � çåë¼íûé, b � ñèíèé; f � òâ¼ðäûé, f �
ìÿãêèé, s � ãëàäêèé, s � øåðîõîâàòûé; r � êðóãëûé,
r � íåêðóãëûé.

Ðèñ. 4.16. Ðåø¼òêà B(K+)
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Ðèñ. 4.17. Ðåø¼òêà B(K−)

Ôîðìèðîâàíèå ãèïîòåç.
Ôîðìàëüíûå ñîäåðæàíèÿ

� {f, r} (ìÿãêèé, íåêðóãëûé),
{f, r, y} (ìÿãêèé, êðóãëûé, æ¼ëòûé) è

{f, s} (ìÿãêèé, ãëàäêèé)
� ÿâëÿþòñÿ ⊕−ãèïîòåçàìè;

� {f, s} (ìÿãêèé, øåðîõîâàòûé)
� ÿâëÿåòñÿ ôàëüñèôèöèðîâàííîé ⊕−ãèïîòåçîé,
ò.ê. îíà � ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ {w, f, s, r} îòðèöà-
òåëüíîãî ïðèìåðà 7 (òåííèñíûé ìÿ÷);

� {w} (áåëûé) è
{f, s, r} (òâ¼ðäûé, ãëàäêèé, íåêðóãëûé)
� ÿâëÿþòñÿ 	−ãèïîòåçàìè.
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Êëàññèôèêàöèÿ
Íåîïðåäåë¼ííûé îáúåêò g

� ìèðàáåëü áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê ôðóêò,
ò.ê. åãî ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå æ¼ëòûé, ìÿãêèé,
ãëàäêèé

{
y, f , s

}
ñîäåðæèò ⊕−ãèïîòåçó

{
f, s

}
è íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç 	−ãèïîòåç);

� êóñîê ñàõàðà ñî ñâîéñòâàì áåëûé, íåêðóãëûé,
òâ¼ðäûé áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê íå-ôðóêò;

� áðèêåò ïëîìáèðà ñî ñâîéñòâàìè áåëûé, ìÿãêèé,
íåêðóãëûé âûçîâåò îòêàç îò êëàññèôèêàöèè, ïî-
ñêîëüêó g ′ =

{
w, f, r

}
ñîäåðæèò êàê ïîëîæè-

òåëüíóþ
{
f, r

}
, òàê è îòðèöàòåëüíóþ {w} ãè-

ïîòåçû.
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Äîïîëíåíèå
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî òåííèñíûé ìÿ÷ � çåë¼íûé, òî ïðè òà-
êîì èçìåíåíèè ñâîéñòâ îáúåêòà � 7 èçìåíÿòñÿ òîëüêî
îòðèöàòåëüíûé êîíòåêñò.
Òåïåðü B(K−) �

� {g} = {5, 7}′ ÿâëÿåòñÿ ôàëüñèôèöèðîâàííîé
	−ãèïîòåçîé, ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèòñÿ â ôîð-
ìàëüíîì ñîäåðæàíèè {g, f , s, r} ïîëîæèòåëüíîãî
ïîíÿòèÿ {3}.

� {f, s, r} = {5, 6}′ ÿâëÿåòñÿ 	−ãèïîòåçîé.

Ïîýòîìó
� îáúåêòû ñî ñâîéñòâàìè æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé
è áåëûé, ìÿãêèé, íåêðóãëûé áóäåò êëàññèôèöè-
ðîâàíû êàê ôðóêò;

� íà îáúåêòå ñ åäèíñòâåííûì ñâîéñòâîì áåëûé ïðî-
èçîéä¼ò îòêàç îò êëàññèôèêàöèè.
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4.6 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 4.1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ ÿâëÿ-
þòñÿ ðåø¼òêàìè?

◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦
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Ðåøåíèå. Íè îäíî: âî âñåõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð
{a, b}M èìååò 2 ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòà � x è y
( { a, b, x, y } ∼= K2,2 = B).

Çàäà÷à 4.2. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ê òðèâèàëüíî óïîðÿäî-
÷åííîìó ìíîæåñòâó ïðèñîåäèíèòü íàèáîëüøèé è íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíòû, òî âîçíèêàåò ïîëíàÿ ðåø¼òêà.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü o è ι � äîáàâëåííûå íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé
ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ι (o) áóäåò òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ
ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ìíî-
æåñòâà.
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Çàäà÷à 4.3. 1. Êàêîå èç ÷.ó. ìíîæåñòâ ñ ïðåäñòàâ-
ëåííûìè íèæå äèàãðàììàìè Õàññå ÿâëÿåòñÿ ðå-
ø¼òêîé?

2. Êàêèå èç ýëåìåíòîâ ýòîé ðåø¼òêè èìåþò äî-
ïîëíåíèÿ?

Ðåøåíèå. (1) Òîëüêî âòîðîå.
(2) Âñå, ïðè÷¼ì ýëåìåíòû a, b, c è d � ïî 2 äî-

ïîëíåíèÿ, íàïðèìåð a′ = {b, c}.

Çàäà÷à 4.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîðÿäêîâîãî ãîìîìîð-
ôèçìà ìåæäó ðåø¼òêàìè, íå ÿâëÿþùèìñÿ ðåø¼ò÷à-
òûì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðåø¼òêè B2 è B1:

ι 1

a b

o 0

�
��

[
[[

w

[
[[

''
''
''
''
'')

�
��

�
��

w

Òîãäà ϕ(a u b) = ϕ(o) = 0 6= 1 = ϕ(a) u ϕ(b).
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Çàäà÷à 4.5. Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî å¼ ýëåìåíòîâ èìååò òî÷íûå âåðõíþþ
è íèæíþþ ãðàíè.

Áóäåò ëè ïîëíîé ðåø¼òêîé ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì?

Ðåøåíèå.
Âñå ïîëíûå ðåø¼òêè, î÷åâèäíî, äîëæíû èìåòü óíèâåð-
ñàëüíûå ãðàíè, è ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë
ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì ïîëíîé ðåø¼òêîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Çàäà÷à 4.6. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé ðåø¼òêå

1. (a v b) N (c v d) ⇒ (a t c) v (b t d) ;

2. (a v b) N (c v b) ⇒ (a t c) v b ;

3. (a v b) ⇒ ∀c : (a t c) v (b t c) .

Ðåøåíèå.

1. (a v b) N (c v d) ⇒ a t c v b t d{
a v b
c v d

⇔
{
a t b = b
c t d = d

⇔ a t b t c t d =

= b t d ⇔ (a t c) t (b t d) =

= b t d ⇔ a t c v b t d.

2. (a v b) N (c v b) ⇒ a t c v b
Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðè d = b.

3. (a v b) ⇒ ∀c ((a t c) v (b t c))
Ñëåäóåò èç (1) ïðè d = c.
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Çàäà÷à 4.7. Ñîâîêóïíîñòü Si(L) = { [x, y] ∈ L × L }
âñåõ èíòåðâàëîâ ðåø¼òêè 〈L, u, t 〉 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ðåø¼òêîé.
Îòíîñèòåëüíî êàêèõ îïåðàöèé ∨ è ∧?

Ðåøåíèå.

[a, b] ∨ [c, d] = [a u c, b t d] ,

[a, b] ∧ [c, d] =

{
[a u c, b t d], åñëè a t c v b u d,
∅, èíà÷å

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåçóëüòàòà ïåðåñå-
÷åíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè íîâûé îáúåêò � ïóñòîé èíòåð-
âàë.

Çàäà÷à 4.8. Äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ
ñâîéñòâ ðåø¼òêè L:

a) L � öåïü;

b) âñå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà L ÿâëÿþòñÿ ïîäðå-
ø¼òêàìè;

c) a = b u c ⇒ (a = b) ∨ (a = c).

Ðåøåíèå.

a)⇒ b) Èìååì ∀
L

a, b ( a v b ∨ b v a ).

Ýòî ñâîéñòâî áóäåò íàñëåäîâàòüñÿ ëþáûì ïîäìíî-
æåñòâîì L′ ìíîæåñòâà L. ∴ L′ � öåïü.

b)⇒ c) Äëÿ 1-, 2- è 3-òðåõýëåìåíòíîé öåïè ñëåäîâà-
íèå î÷åâèäíî.
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Âîçüì¼ì L′ = { a, b, c } ⊆ L.
Ïî îïðåäåëåíèþ b u c = inf { b, c }.
Îòñþäà b u c = a ⇔ (b = a) ∨ (c = a).

c)⇒ a) Èìååì

a = b u c ⇒
[
a v b (1)
a v c (2)

Íî è b u c = a ⇔ (b = a) ∨ (c = a).

Òîãäà

â ñëó÷àå a = b èìååì b = b u c ⇔ b v c, ÷òî
âìåñòå ñ (1) ïîëó÷èì a v b v c;

â ñëó÷àå a = c èìååì c = b u c ⇔ c v b, ÷òî
âìåñòå ñ (2) ïîëó÷èì a v c v b;

ò.å. â ëþáîì ñëó÷àå ïîó÷àåì öåïü.

Çàäà÷à 4.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâî ñ óíèâåð-
ñàëüíûìè ãðàíèöàìè, èìåþùåå â êà÷åñòâå äèàãðàììû
Õàññå ïëàíàðíûé ãðàô ñ ïðÿìûìè ð¼áðàìè, ÿâëÿåòñÿ
ðåø¼òêîé.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü òàêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé, ò.å.
äëÿ íàéäóòñÿ òàêèå äâà åãî ýëåìåíòà a è b, ÷òî
1) ìíîæåñòâî {a, b}M íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåí-

òà,

2) ìíîæåñòâî {a, b}O íå èìååò íàèáîëüøåãî ýëåìåí-
òà,
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3) îáà ñëó÷àÿ îäíîâðåìåííî.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàåì ïåðâûé
ñëó÷àé, âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîñêîëüêó äèàãðàììà Õàññå
� ïëàíàðíûé ãðàô, òî íà íåé

ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà {a, b}M (èõ > 2 )

äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ îäèí ïîä äðóãèì.
Ïóñòü íèæå âñåõ ðàñïîëàãàåòñÿ

ýëåìåíò c ∈ {a, b}M.
Íî äèàãðàììà Õàññå ñîäåðæèò

ýëåìåíò ι 6= c, áîëüøèé
ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåíòà èç {a, b}M.

Çíà÷èò ýëåìåíò c äîëæåí áûòü ñîåäèí¼í ñ êàêèì-ëèáî
ýëåìåíòîì, áîëüøå åãî, ò.å. äèàãðàììà Õàññå íå åñòü
ïëàíàðíûé ãðàô. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 4.10. Ïîñòðîèòü äèàãðàììó Õàññå ïîäãðóïï
(1) 〈Z30,+〉, (2) 〈Z36,+〉.

Ðåøåíèå. Âñå äåëèòåëè ïîðÿäêà n öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïû 〈Zn, + 〉 îáðàçóþò öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû.

(1) 30 = 2 · 3 · 5 ⇒

Sub(Z30) =

 〈1〉︸︷︷︸
Z30

, 〈2〉, 〈3〉, 〈5〉, 〈6〉, 〈10〉, 〈15〉, 〈30〉︸︷︷︸
E

 .

Íàïðèìåð: 〈6〉 = { 0, 6, 12, 18, 24 },
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Ðèñ. 4.18. Äèàãðàììà Õàññå ïîäãðóïï Z30

〈3〉 = { 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24 }.
(2) 36 = 22 · 32 ⇒

Sub(Z36) =

 〈1〉︸︷︷︸
Z36

, 〈2〉︸︷︷︸
Z18

, 〈3〉︸︷︷︸
Z12

, 〈4〉︸︷︷︸
Z9

, 〈6〉︸︷︷︸
Z6

, 〈9〉︸︷︷︸
Z4

,

〈12〉︸︷︷︸
Z3

, 〈18〉︸︷︷︸
Z2

, 〈36〉︸︷︷︸
E

 .
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Z36

〈2〉 〈3〉

〈4〉 〈6〉 〈9〉

〈12〉 〈18〉

E
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�
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Çàäà÷à 4.11. Ïóñòü H = {±1, ±i, ±j, ±k } � ãðóïïà
êâàòåðíèîíîâ, ò.å. çàêîí óìíîæåíèÿ â íåé çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâàìè

i2 = j2 = k2 = −1 , ij = k , ji = −k ,
jk = i , kj = −i , ki = j , ik = −j

è óìíîæåíèåì íà ±1 ïî îáû÷íûì ôîðìóëàì.
ßâëÿåòñÿ ëè ðåø¼òêà Sub(H) äèñòðèáóòèâíîé?

ìîäóëÿðíîé?

Ðåøåíèå. Ïîäãðóïïû H ñóòü
E = {+1}, {±1 } , {±1 ,±i } , {±1 ,±j } , {±1 ,±k } , H.

H

{±1 ,±i } {±1 ,±j } {±1 ,±k }

{±1 }

E

�
�

�
�

�
�

[
[
[
[
[
[

[
[
[
[
[
[

�
�

�
�

�
�

Êàê ëþáàÿ ðåø¼òêà íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, Sub(H)
ìîäóëÿðíà. Îäíàêî Sub(H) íå äèñòðèáóòèâíà, ò.ê. ñî-
äåðæèò ðîìá.
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Çàäà÷à 4.12. Ïóñòü P � ÷.ó. ìíîæåñòâî ñ óíèâåð-
ñàëüíûìè ãðàíÿìè, è â í¼ì íåò öåïåé, äëèíû áîëüøå
2. Ïîêàçàòü, ÷òî

(1) P � ðåø¼òêà è
(2) P ïðè |P | > 3 ëèáî ÿâëÿåòñÿ öåïüþ 3, ëèáî

îáëàäàåò íåòîæäåñòâåííûì àâòîìîðôèçìîì.

Ðåøåíèå. Ëèáî P = 1, ëèáî P = 2,
ëèáî P = { 1, 0, a1, . . . } è

1

a1 a2 . . . −Mk

0

\
\
\\]

����������

�
�

�
��

B
B
B
B
B
B
B
B
BD

Ìíîæåñòâî { a1, . . . } íåïóñòî.
ßñíî, ÷òî (1) P � â ëþáîì ñëó÷àå ðåø¼òêà è

(2) ïðè |P | > 3 ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ P ,
ñîõðàíÿþùàÿ 1 è 0, åñòü íåòîæäåñòâåííûé àâòîìîð-
ôèçì.

Çàäà÷à 4.13. Ïóñòü L = 〈L, t, u 〉 � ðåø¼òêà. Òîãäà
ñîâîêóïíîñòü å¼ èíòåðâàëîâ Si(L) � òàêæå ðåø¼òêà
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

[a, b] ∪ [c, d] = [a u c, b t d] è

[a, b] ∩ [c, d] = [a t c, b u d] , a, b, c, d ∈ L .

Äîêàçàòü, ÷òî ðåø¼òêà L ÿâëÿåòñÿ öåïüþ åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y è z ðåø¼òêè
Si(L) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
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x ∪ y = x ∪ z ⇒ x ∪ y = x ∪ (y ∩ z) . (∗)

Çàäà÷à 4.14. Ïóñòü E(n) = 〈 E(A), ⊆〉 � ðåø¼òêà
âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ïîêàçàòü, ÷òî:

1) âûñîòà h(α) ýëåìåíòà α â E(n) ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå h(α) = n− |α|, ãäå |α| �
÷èñëî áëîêîâ ðàçáèåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè α;

2) E(n) èìååò âûñîòó n− 1.

Ðåøåíèå.
(1) Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Äëÿ n = 1, 2, 3 (áàçèñ èíäóêöèè) óòâåðæäåíèå î÷å-
âèäíî.

Ïóñòü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè
n = k. Ðàññìîòðèì ðåø¼òêó E(k + 1) ðàçáèåíèé
ìíîæåñòâà { 1, . . . , k, k + 1 }. Êàæäîå å¼ ðàçáèåíèå
Dk+1 ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ Dk ðåø¼òêè
E(k) ëèáî (1) ïðèñîåäèíåíèåì îäíîýëåìåíòíîãî áëîêà
{k+1}, ëèáî (2) äîáàâëåíèåì â îäèí èç áëîêîâ Dk ýëå-
ìåíòà k + 1.

Ïóñòü ðàçáèåíèå Dk+1 ñîîòâåòñòâóåò ýêâèâàëåíòíî-
ñòè α ∈ E(k + 1), à Dk � ýêâèâàëåíòíîñòè β ∈ E(k).
Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü h(α) = h(β), à âî âòî-
ðîì � h(α) = h(β) + 1 (âûñîòû âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðåø¼òêàõ).

Ò.î. â îáåèõ ñèòóàöèÿõ h(α) = (k + 1)− |α|.

(2) Íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ðåø¼òêè E(n) ÿâëÿåò-
ñÿ àìîðôíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü O.



286 417 ãð. Ãëàâà 4. Ðåø¼òêè

Îíà èìååò îäèí áëîê, ïîýòîìó ïî äîêàçàííîé òåîðåìå
h(O) = n−1. Ýòî ÷èñëî è áóäåò âûñîòîé ðåø¼òêè E(n).

Çàäà÷à 4.15. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a, b, c � ýëåìåíòû
ðåø¼òêè, òî

(a t b t c = a u b u c) ⇒ a = b = c.

Ðåøåíèå.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

a t b t c = sup { a, b, c } è a u b u c = inf { a, b, c }.

Îáîçíà÷èì z
def
= sup { a, b, c } = inf { a, b, c }. Èìå-

åì

z v a v z ,

z v b v z ,

z v c v z ,

Îòñþäà z = a = b = c.

Çàäà÷à 4.16. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [a, b] ⊂ R. Ïóñòü
〈C[a, b], min, max 〉 � ðåø¼òêà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé, à D(a, b) � ïîäìíî-
æåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äèôôåðåíöèðóåìûõ íà (a, b).
ßâëÿåòñÿ ëè D(a, b) ïîäðåø¼òêîé C[a, b] ?

Ðåøåíèå.
Íåò: èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè îïåðàöèé max è min íà
D(a, b).

Íàïðèìåð, |x| = max{x, −x } /∈ D(−1, +1).
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Çàäà÷à 4.17. ßâëÿåòñÿ ëè èíòåðâàë ðåø¼òêè å¼ ïîäðå-
ø¼òêîé?

Ðåøåíèå. Äà (ïðîâåðêà àêñèîì).

Çàäà÷à 4.18. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü S âñåâîçìîæ-
íûõ ïðîìåæóòêîâ (x, y) (îòêðûòûõ, ïîëóîòêðûòûõ
è çàìêíóòûõ) îòðåçêà [a, b], a 6 x < y 6 b ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé. Îïðåäåëèòü íà S îïåðàöèè u è t òàê,
÷òîáû ÀÑ 〈S, t, u 〉 îêàçàëàñü ðåø¼òêîé. Áóäåò ëè
îíà ñîäåðæàòü óíèâåðñàëüíûå ãðàíè? äèñòðèáóòèâ-
íîé? ìîäóëÿðíîé?

Ðåøåíèå.

� Îïåðàöèÿ u ñîâïàäàåò ñ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûì ïåðåñå÷åíèåì.

� Îïåðàöèÿ t åñòü íàèìåíüøèé ïðîìåæóòîê, ñî-
äåðæàùèé ñâîè îïåðàíäû.

Àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü è èäåìïîòåíòíîñòü
ââåä¼ííûõ îïåðàöèé î÷åâèäíû.

Äîêàæåì çàêîí ïîãëîùåíèÿ xt(xuy) = x (∗).

� Åñëè îòðåçêè x è y íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî xuy = ∅
è âûðàæåíèå ñëåâà è ñïðàâà (∗) åñòü x.

� Åñëè îòðåçêè x u y = w 6= ∅, òî w ⊆ x, x t w è
ñíîâà ñëåâà è ñïðàâà â (∗) íàõîäèòñÿ x.

Ïîëó÷åííàÿ ðåø¼òêà èìååò óíèâåðñàëüíûå ãðàíè:

ι = [a, b], o = ∅ = (x, x).
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Ïîëó÷åííàÿ ðåø¼òêà íå äèñòðèáóòèâíà:
(1) Ïóñòü a = 0, b = 5 è x = [0, 2], y = [4, 5],

z = [1, 3].
Òîãäà x t y = ι = [0, 5], (x t y) u z = z.

(2) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x u z = [1, 2], y u z = ∅,
à (x u z) t (y u z) = [1, 3] è ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé
çàêîí

Dtr1 : (x t y) u z = (x u z) t (y u z)

íå âûïîëíÿåòñÿ.

0 2 4 5

1 3

x y

z

(x t y) = [ 0, 5 ], (x t y) u z = z = [ 1, 3 ],

(x u z) = [ 1, 2 ], (y u z) = ∅,
(x u z) t (y u z) = x u z = [ 1, 2 ].

Ìîäóëÿðíà ëè ïîëó÷åííàÿ ðåø¼òêà? Ïðèìåð:

1 4 5 6

2 3

y z

x

Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z)

x t∅ = x = y u (x t z) � ÄÀ
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Çàäà÷à 4.19. Ïóñòü D(n) � ðåø¼òêà âñåõ äåëèòå-
ëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, óïîðÿäî÷åííûõ îòíîøå-
íèåì äåëèìîñòè. Ïîñòðîéòå äèàãðàììû Õàññå ðå-
ø¼òîê D(20) è D(21) è ïîêàæèòå, ÷òî ðåø¼òêà
D(20)×D(21) èçîìîðôíà ðåø¼òêå D(420).

Ðåøåíèå. D(20) = {1, 2, 4, 5, 10, 20}, D(21) = {1, 3, 7, 21}.

20

4 10 21

2 5 3 7

1 1

�
��

[
[[

[
[[

[
[[�

��

�
��

[
[[

[
[[ �

��

[
[[ �

��

420 = 20 × 21, D(420) = D(20) ∪ D(21) , D(20) ∩
D(21) = {1}.
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Çàäà÷à 4.20. Äëÿ óêàçàííîé ðåø¼òêè L ïîñòðîèòü
Irr(L) è J(Irr(L)).

Ðåøåíèå. Irr(L) :

ι

d e

a b

�
�

�
��

[
[
[
[[



A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

J(Irr(L))=?
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Çàäà÷à 4.21. Ïîñòðîèòü äèàãðàììû Õàññå ÷.ó. ìíîæå-
ñòâà Z3 è ðåø¼òêè J(Z3) .

Íà J(Z3) âûäåëèòü J0(Z3) è ïîêàçàòü âëîæå-
íèå J(Z3) â áóëåàí ïîäõîäÿùåãî ìíîæåñòâà (òåîðåìà
Áèðêãîôà).

Ðåøåíèå.

Ðèñ. 4.19. ×.ó. ìíîæåñòâî Z3 è ðåø¼òêà J(Z3)

Ðèñ. 4.20. Âëîæåíèå J(Z3) â P(3)
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Çàäà÷à 4.22. Ïîñòðîèòü äèàãðàììû Õàññå ÷.ó. ìíîæå-
ñòâà B, ðåø¼òêè J(B) è ÷.ó. ìíîæåñòâà Irr J(B).

c d

a b

4
4
4
4
4
4
4

h
h
h
h
h
h
h

Ðåøåíèå.
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Çàäà÷à 4.23. Ïîñòðîèòü äèàãðàììû Õàññå ÷.ó. ìíîæå-
ñòâà Irr J(L) è ðåø¼òêè J(Irr J(L)) äëÿ ðåø¼òêè L

ι

d e

ab c

a b

o

[
[[�

��

[
[[

[
[[�

��

[
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��
�

��

[
[[ �

��

Ðåøåíèå.

Ðèñ. 4.21. ×.ó. ìíîæåñòâî Irr J(L) è ðåø¼òêà
J(Irr J(L)).
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Çàäà÷à 4.24. Ïîñòðîèòü ðåø¼òêó ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ
÷.ó. ìíîæåñòâà c1 c2

b1 b2

a1 a2

4
4
4
4
4
4
4
4
44

h
h
h
h
h
h
h
h
hh

Ðåøåíèå.



4.6. 417 ãð. 295

Çàäà÷à 4.25. Ïîñòðîéòå ÷.ó. ìíîæåñòâî Irr L äëÿ ðå-
ø¼òêè L .

Ðåøåíèå.
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Çàäà÷à 4.26. Íàéäèòå îáðàòíûå ýëåìåíòû (åñëè òàêî-
âûå ñóùåñòâóþò) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè

ι

c e

d

a b

o

�
��

[
[[

�
��

[
[

[
[[ �

��

Îíà ìîäóëÿðíà? äèñòðèáóòèâíà?

Ðåøåíèå.
Îáðàòíûå ýëåìåíòû:

x o a b c d e ι

x′ ι e b, e ∅ a, c o

Ðåø¼òêà íå ìîäóëÿðíà, ò.ê. ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó,
èçîìîðôíóþ N5, õîòÿ äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ öåïíîå
óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà.

ßñíî, ÷òî ðåø¼òêà íåäèñòðèáóòèâíà.
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Çàäà÷à 4.27. Ðåø¼òêà L íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ v : L → R, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x è y èç L

v(x) + v(y) = v(x t y) + v(x u y) ,

x < y ⇔ v(x) < v(y) .

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ðåø¼òêà ìîäóëÿð-
íà.

2. Îïðåäåëèì â ìåòðè÷åñêîé ðåø¼òêå L ôóíêöèþ
d : L1 → R, (x, y) 7→ v(x t y) − v(x u y). Äîêà-
æèòå, ÷òî (L, d) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Ðåøåíèå. (1) Ïóñòü x v y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî z :

x t y t z = y t z , x u y u x = x u z .
Åñëè L � ìåòðè÷åñêàÿ ðåø¼òêà, òî

v(x t y) = v(x) + v(y)− v(x u y) ,
v(x u y) = v(x) + v(y)− v(x t y) .

Ìîäóëÿðíûé çàêîí �
Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z) .

Èìååì:

v(x t (y u z)) = v(x) + v(y u z)− v(x u y u x) =

= v(x) + v(y) + v(z)− v(y t z)− v(x u y u x) =

= v(x) + v(y) + v(z)− v(x t y t z)− v(x u y u x) .

Àíàëîãè÷íî �

v((x t y) u z) = v(x t y) + v(z)− v(x t y t x) =
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= v(x) + v(y)− v(x u y) + v(z)− v(x t y t x) =

= v(x) + v(y) + v(z)− v(x u y u z)− v(x t y t x) .

Ñëåäîâàòåëüíî, v(x t (y u z)) = v((x t y) u z).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L íåìîäóëÿðíà.

Òîãäà â L âûïîëíÿåòñÿ 1-å íåðàâåíñòâî ïîëóìîäóëÿð-
íîñòè

Mod v: x v y ⇒ x t (y u z) v
v y u (x t z) = (x t y) u (x t z) ;

íî íå âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå ñëåäîâàíèå (ìîäóëÿðíûé
çàêîí) è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ òàêèå x, y, z, ÷òî

x v z è x t (y u z) = (x t y) u z ,

(çàìåíà y ↔ z â Mod v ) îòêóäà

v(x t (y u z)) = v((x t y) u z) � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, L ìîäóëÿðíà.

(2)

� d(x, y) > 0 � î÷åâèäíî.

� Ïîñêîëüêó x < y ⇔ v(x) < v(y), òî

d(x, y) = 0 ⇔ v(x t y) = v(x u y) ⇔
⇔ x t y = x u y ⇔ x = y .

� Íàäî ïîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
d(x, y) 6 d(x, z) + d(y, z).
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Çàäà÷à 4.28. Íàðèñóéòå äèàãðàììó Õàññå ðåø¼òêè
âñåõ ïîäãðóïï çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû A4. Ìîäóëÿð-
íà ëè ýòà ðåø¼òêà?

Ðåøåíèå.

A4 = {E, (12)(34), (13)(24), (14)(23),

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) } .

Sub(A4) = {E, 〈(12)(34)〉, 〈(13)(24)〉, 〈(14)(23)〉, V4,

〈(123)〉, 〈(124)〉, 〈(134)〉, 〈(234)〉, A4} .

Íàðèñóéòå ñàìè...

Çàäà÷à 4.29. Âûâåñòè Dtr1 èç Dtr2.

Ðåøåíèå.
Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ òàêæå îáåñïå÷èâàþò ýêâèâàëåíò-
íîñòü äèñòðèáóòèâíûõ çàêîíîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ðåø¼òêè
èìååì

(xuz) t (yuz)
Dtr2
= (xt (yuz)) u (zt (yuz))

Abs2, Dtr2
=

= (x t y) u (x t z) u z Abs1
= (x t y) u z.

ò.å. Dtr2 ⇒ Dtr1.
Ñëåäîâàíèå Dtr1 ⇒ Dtr2 ïîêàçàíî íà ïåðâîé ëåêöèè.
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Çàäà÷à 4.30. 1. Ïîñòðîèòü èçîòîííûé ýïèìîðôèçì
èç ðîìáà M3 íà 3.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé îáðàç ýïèìîðôíîãî ãîìî-
ìîðôèçìà ðîìáà M3 èçîìîðôåí ëèáî åé ñàìîé,
ëèáî îäíîýëåìåíòíîé ðåø¼òêå 1.

Ðåøåíèå. (1) Èçîòîííûé ýïèìîðôèçì ðîìáà M3 íà 3:

ι ι

◦ ◦ ◦ ◦

o o

[
[
[[

�
�

��

w

[
[
[[

�
�

��

w

w

(2) Èçîòîííûé ýïèìîðôíûé îáðàç M3 ìîæåò èìåòü
îò n = 1 äî n = 5 ýëåìåíòîâ. Èìååì äëÿ îáðàçà:

n = 1 : Îäíîýëåìåíòíàÿ öåïü 1. Ýòî îáðàç ýïèìîðô-
íîãî ãîìîìîðôèçìà.

n = 2 : Äâóõýëåìåíòíàÿ öåïü 2. Ýòî èçîòîííûé ýïè-
ìîðôíûé îáðàç, íî íå îáðàç (ðåø¼ò÷àòîãî) ãîìî-
ìîðôèçìà.

n = 3 : Òð¼õýëåìåíòíàÿ öåïü 3. Ýòî îáðàç ýïèìîðô-
íîãî ãîìîìîðôèçìà.

n = 4 : Ñóùåñòâóåò äâå ÷åòûð¼õýëåìåíòíûå ðåø¼òêè:
öåïü 4 è ¾êâàäðàò M4, ¿: { 1, 0, a, b }, a è b
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íåñðàâíèìû. Âñå èçîòîííûå ýïèìîðôíûå îòîáðà-
æåíèÿ M3 íà ýòè ðåø¼òêè íå åñòü (ðåø¼ò÷àòûå)
ãîìîìîðôèçìû.

n = 5 : Èç âñåõ ïÿòèýëåìåíòíûõ ðåø¼òîê îáðàçîì ýïè-
ìîðôíîãî ãîìîìîðôèçìà M3 ìîæåò áûòü òîëüêî
ðåø¼òêà, èçîìîðôíàÿ M3.

Çàäà÷à 4.31. Äîêàæèòå îáîáù¼ííîå íåðàâåíñòâî ïîëó-
äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ ðåø¼òîê:

y u

(
n⊔
i=1

xi

)
w

n⊔
i=1

(y u xi) .

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâà ïî èíäóêöèè.
(1) Áàçèñ èíäóêöèè. y u x1 w y u x1.
(2) Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî

y u
k⊔
i=1

xi w
k⊔
i=1

(y u xi) .

Òîãäà

y u
k+1⊔
i=1

xi = y u

(
k⊔
i=1

xi t xk+1

)
w

w

(
y u

k⊔
i=1

xi

)
t (y u xk+1) w

k+1⊔
i=1

(y u xi) .

Ïåðâîå ñëåäîâàíèå èìååò ìåñòî ïî íåðàâåíñòâó ïîëó-
äèñòðèáóòèâíîñòè, à âòîðîå � ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè.
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Çàäà÷à 4.32. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåø¼òêà âñåõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëÿðíà.

Ðåøåíèå. Ïîä îáúåäèíåíèåì (+ ) ïîäïðîñòðàíñòâ ïîíè-
ìàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî, èõ ñîäåðæàùåå.
Ïåðåñå÷åíèå (∩ ) ïîäïðîñòðàíñòâ � èõ îáùàÿ ÷àñòü �
âñåãäà ïîäïðîñòðàíñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòà-
òèâíîñòü, èäåìïîòåíòíîñòü è çàêîí ïîãëîùåíèÿ äëÿ
ýòèõ îïåðàöèé ïðîâåðÿþòñÿ ýëåìåíòàðíî.

Åñëè A, B, C � ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì è A ⊆ B, òî,
î÷åâèäíî, A+ (B ∩ C) ⊆ B ∩ (A+ C) � ìîäóëÿðíûé
çàêîí.

Îáðàòíî, åñëè b ∈ B ∩ (A + C), òî b = a + c äëÿ
íåêîòîðûõ a ∈ A è c ∈ C. Îòñþäà c = b− a ∈ B ∩ C,
ò.å. b ∈ A+(B∩C) è, ñëåäîâàòåëüíî, (A+C)∩B ⊆ A+
(B ∩ C).

(Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè NSub (G).)

Çàäà÷à 4.33. Ïóñòü L � äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ñ
óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè a ′ �
äîïîëíåíèå ýëåìåíòà a, òî

a t (a ′ u b) = a t b .

Ðåøåíèå.

at(a ′ub) Dtr2
= (ata ′)u(atb) Cmp ′

= ιu(atb) u ι= (atb) .
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Çàäà÷à 4.34. Ïîêàæèòå, ÷òî â äèñòðèáóòèâíîé ðå-
ø¼òêå ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(x u y) t (y u z) t (z u x) = (x t y) u (y t z) u (z t x)

(ýòîò ýëåìåíò íàçûâàþò ìåäèàíîé ýëåìåíòîâ x, y
è z).

Ðåøåíèå.
Ïîëüçóÿñü çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè, êîììóòàòèâíî-
ñòè è ïîãëîùåíèÿ, äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (òàê óäîáíåå), èìå-
åì è çàìåíÿÿ t 7→ +, u 7→ · (îïóñêàåì):

(x t y) u (y t z) u (z t x) =

= ((x u y) t (x u z) t y t (y u z)) u (z t x) =

= ((x u z) t y) u (z t x) =

= ((x u z) t (x u z) t (y u z) t (y u x)) =

= (x u y) t (y u z) t (z u x) .
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Ãëàâà 5

Áóëåâû àëãåáðû
(ïðîäîëæåíèå)

5.1 Áóëåâû àëãåáðû êàê ðåø¼òêè. Áó-

ëåâû ãîìîìîðôèçìû è ïîäàëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 5.1. Äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíå-
íèÿìè íàçûâàåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.

Îáà (âûøåïðèâåä¼ííîå è äàííîå â íà ïåðâîé ëåê-
öèè) îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: ñîãëàñíî 1-ìó îïðå-
äåëåíèþ

� â áóëåâîé àëãåáðå âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû äèñòðèáó-
òèâíîé ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè,

� à â òàêîé ðåø¼òêå äîïîëíåíèÿ åäèíñòâåííû è
ñïðàâåäëèâû àêñèîìû Dtr è Abs âìåñòå ñ Cmp ′

è Isl ′.

::::::::::
Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y áóëåâîé àë-
ãåáðû ñ íóëåâûì è åäèíè÷íûì ýëåìåíòàìè o è ι ñî-
îòâåòñòâåííî ñïðàâåäëèâî

1. x v y ⇔ x u y ′ = o ⇔ x ′ t y = ι ⇔
⇔ x u y = x ⇔ x t y = y;

2. x v y ⇔ x ′ w y ′ � çàêîí àíòèèçîòîííîñòè
äîïîëíåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ v â ðåø¼ò-
êàõ �

x v y
def
= x u y = x (èëè x v y

def
= x t y = y)

� è ëåììû îá îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèÿõ â áóëåâîé
àëãåáðå.

2. x v y ⇔ x u y = x ⇔ (x u y) ′ = x ′ ⇔
⇔ x ′ty ′ = x ′ ⇔ y ′ v x ′ ⇔ x ′ w y ′.

�

::::::::::
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà
è A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìíîæåñòâî BA

òàêæå áóäåò áóëåâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ¾ïîòî-

÷å÷íûõ¿ îïåðàöèé
�
t,

�
u è 8 �

(f
�
t g)(x) = f(x) t g(x), (f

�
u g)(x) = f(x) u g(x),

(f 8)(x) = (f (x)) ′

äëÿ ëþáûõ f, g ∈ BA. Íóë¼ì è åäèíèöåé BA áóäóò
ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ f0(x) ≡ o è f1(x) ≡ ι ñî-
îòâåòñòâåííî; x ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî � ïðîâåðêà àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû. �

Ïðè A = Bn ïîëó÷èì áóëåâó àëãåáðó BBn

âñåõ
ôóíêöèé èç Bn â B, è åñëè B = 2 � áóëåâó àëãåáðó
22n

âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.
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Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóëåâûì ãîìîìîðôèçìîì íàçûâà-
þò ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîðôèçì ϕ èç áóëåâîé àëãåáðû
B1 â áóëåâó àëãåáðó B2, îáåñïå÷èâàþùèé ðàâåíñòâî
ϕ(x ′) = ϕ(x)′ äëÿ âñåõ x ∈ B1.

Èíúåêòèâíûå áóëåâû ãîìîìîðôèçìû íàçûâàþò áó-
ëåâûìè ìîíîìîðôèçìàìè.

Ò.å. áóëåâ ãîìîìîðôèçì � ýòî îòîáðàæåíèå îäíîé
áóëåâîé àëãåáðû â äðóãóþ, ñîãëàñîâàííîå ñî âñåìè ïÿ-
òüþ (t, u, ′, o, ι ) áóëåâûìè îïåðàöèÿìè.

Áóëåâ ãîìîìîðôèçì áóäåò áóëåâûì èçîìîðôèçìîì
ïðè áèåêòèâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïðîèçâîëüíûé ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîðôèçì îäíîé áó-
ëåâîé àëãåáðû â äðóãóþ ìîæåò è íå áûòü áóëåâûì ãî-
ìîìîðôèçìîì.
Ïðèìåð: åñëè A ⊂ B, òî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå P(A)
â P(B) ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òî÷íûì ìîíîìîðôèçìîì, íî íå
áóëåâûì ãîìîìîðôèçìîì (è ïîäàâíî, íå áóëåâûì ìîíî-
ìîðôèçìîì), ò.ê. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà A
åãî äîïîëíåíèÿ â A è B ðàçëè÷íû.

Ïðîîáðàç íóëÿ ϕ ](o) áóëåâà ãîìîìîðôèçìà ϕ� åãî
ÿäðî.

Ïóñòü B � àòîìíàÿ áóëåâà àëãåáðà è a � å¼ àòîì.
Òîãäà îòîáðàæåíèå ja : B → 2 = { ι, o } òàêîå, ÷òî

ja(x) =

{
ι , åñëè x ñîäåðæèò a ,
o , èíà÷å ,

åñòü ãîìîìîðôèçì. Òàêèå ãîìîìîðôèçìû áóëåâîé àë-
ãåáðû íàçûâàþò äâóçíà÷íûìè èëè õàðàêòåðàìè.
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Îïðåäåëåíèå 5.3. Áóëåâà àëãåáðà B ′ íàçûâàåòñÿ ïîäàë-
ãåáðîé áóëåâîé àëãåáðû B, ñèìâîëè÷åñêè B ′ 6 B, åñëè
B ′ ⊆ B è íà B ′ óñòîé÷èâû ñóæåíèÿ âñåõ îïåðàöèé B.

Áóëåâà àëãåáðà è å¼ ïîäàëãåáðû èìåþò îáùèå o è ι.

Ïðèìåð 5.1. 1. Áóëåâà àëãåáðà P n
2 ëîãè÷åñêèõ

ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé
àëãåáðû P2 âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé.

2. Ïóñòü A ⊂ B. Òîãäà P(A) 
 P(B), ïîñêîëüêó
ýòè áóëåâû àëãåáðû èìåþò, íàïðèìåð, ðàçíûå åäè-
íè÷íûå ýëåìåíòû (÷òî ïîâëå÷¼ò è íåñîâïàäåíèå
äîïîëíåíèé â íèõ).

5.2 Áóëåâû êîëüöà è ñòðóêòóðû

Êîëüöà: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 5.4. Àáåëåâà ãðóïïà 〈R, +, 0 〉 íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì, ñèìâîëè÷åñêè 〈R, +, ·, 0 〉, åñëè íà íåé îïðå-
äåëåíî óìíîæåíèå ·, ñâÿçàííîå ñî ñëîæåíèåì äèñòðè-
áóòèâíûìè çàêîíàìè

x · (y + z) = x · y + x · z è (y + z) · x = y · x+ z · x.
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Åñëè óìíîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíî-
ñòè è/èëè êîììóòàòèâíîñòè òî è êîëüöî íàçûâàþò ñî-
îòâåòñòâóþùå.

Åñëè â êîëüöå èìååòñÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1 ïî
óìíîæåíèþ (x · 1 = 1 · x = x), òî êîëüöî íàçûâàåò-
ñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé èëè óíèòàëüíûì, ñèìâîëè÷åñêè
〈R, +, ·, 0, 1 〉.

Ýëåìåíò a óíèòàëüíîãî êîëüöà íàçûâàåòñÿ îáðàòè-
ìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b òàêîé, ÷òî

a · b = b · a = 1.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Àññîöèàòèâíîå êîëüöî, îáëàäàþùèå

ñâîéñòâîì x2 = x äëÿ ëþáîãî ñâîåãî ýëåìåíòà íàçû-
âàåòñÿ áóëåâûì êîëüöîì.

::::::::::
Òåîðåìà 5.3. Áóëåâî êîëüöî 〈R, +, ·, 0 〉 êîììóòàòèâ-
íî è −x = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà âòîðîå óòâåðæäåíèå:

x+ x = (x+ x)2 = x2 + x2 + x2 + x2 =

= (x+ x) + (x+ x) ⇒ x+ x = 0

Îòñþäà

x+ y = (x+ y)2 = x2 + xy + yx+ y2 =

= x+ xy + yx+ y ⇒ xy + yx = 0

è äàëåå ïîëó÷àåì

xy = xy + 0 = xy + (xy + yx) =

= (xy + xy) + yx = 0 + yx = yx

�
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::::::::::
Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà
àëãåáðà. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ïîëîæèì

x+ y = (x u y ′) t (x ′ u y) , x · y = x u y.
Òîãäà ÀÑ B∗ = 〈B, +, ·, o, ι 〉 � áóëåâî êîëüöî ñ åäè-
íèöåé ι.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîììóòàòèâíîñòü ââåä¼ííûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ (+) è óìíîæåíèÿ (·), àññîöèàòèâíîñòü óìíî-
æåíèÿ, ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà x2 = x è íàëè÷èå
åäèíèöû ι ñ å¼ ñâîéñòâîì x · ι = x äëÿ âñåõ x � î÷å-
âèäíû.

Ìîæíî íå ðàçëè÷àòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ïåðåñå-
÷åíèÿ. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî � x+ y = xy ′ t x ′y = x⊕ y.

Èñïîëüçóÿ çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû, ïîëó÷èì

(x+ y) + z = (xy ′ t x ′y)z ′ t (xy ′ t x ′y) ′z =

=xy ′z ′ t x ′yz ′ t (x ′ t y)(x t y ′)z =

=xy ′z ′ t x ′yz ′ t x ′y ′z t xyz ,
x+ (y + z) = x(yz ′ t y ′z) ′ t x ′(yz ′ t y ′z) =

=x(y ′ t z)(y t z′) t x ′yz ′ t x ′ ′y =

=xy ′z ′ t xyz t x ′yz ′ t x ′y ′z ,

è àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè + ïîêàçàíà.
Äàëåå: x+ o = xo ′ t x ′o = xι = x, ò.å. B∗ îêà-

çûâàåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ.
È, íàêîíåö, âûêëàäêè

(x+ y)z = (xy ′ t x ′y)z = xy ′z t x ′yz ,
xz + yz =xz(yz) ′ t (xz) ′(yz) =

=xz(y ′ t z ′) t (x ′ t z ′)yz = xy ′z t x ′yz
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äîêàçûâàþò äèñòðèáóòèâíûé çàêîí óìíîæåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ. �

Îñíîâíûì ïðèìåðîì áóëåâà êîëüöà è ÿâëÿåòñÿ êàê
ðàç êîëüöî 〈 P(A), ⊕, ∩, ∅, A 〉, ïîëó÷àåìîå óêàçàí-
íûì ñïîñîáîì èç òîòàëüíîé àëãåáðû ìíîæåñòâ.

::::::::::
Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü R = 〈R, +, ·, 0, 1 〉 � áóëåâî óíè-
òàëüíîå êîëüöî. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R ïîëîæèì

x t y = x+ y + x · y, x u y = x · y , x ′ = x+ 1.

Òîãäà ÀÑ R∗ = 〈R, t, u, ′, 0, 1 〉 � áóëåâà àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü ââåä¼ííûõ îïåðàöèé
t, u è çàêîí Idt (ñ ó÷¼òîì x+ x = 0 ) ïðîâåðÿþòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî, à Idu íàñëåäóåòñÿ èç R.

Êîììóòàòèâíîñòü áóëåâà êîëüöà îáåñïå÷èâàåò êîì-
ìóòàòèâíîñòü t è u.

Äàëåå â âûêëàäêàõ áåç ïîÿñíåíèé èñïîëüçóþòñÿ
ñâîéñòâà áóëåâà êîëüöà.

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü çàêîíîâ ïîãëîùåíèÿ:

(x t y) u x = (x+ y + xy)x = x+ xy + xy = x .

x t (x u y) = x t (xy) = x+ xy + xy = x .

Òàêèì îáðàçîì, B∗ � ðåø¼òêà.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ïàð çàêî-

íîâ t o, u ι è t ι, u o. Â ñèëó ýòîãî 0 è 1 � óíèâåð-
ñàëüíûå ãðàíè ðåø¼òêè B∗.

Èç ñëåäóþùåãî âûòåêàåò, ÷òî B∗ � ðåø¼òêà ñ äî-
ïîëíåíèÿìè: x u x ′ = x(1 + x) = x+ x = 0 è
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x t x ′ = x t (1 + x) = x+ 1 + x+ x(1 + x) =

= 1 + x+ x = 1.

Ðàâåíñòâà

(x t y) u z = (x+ y + xy)z =

= xz + yz + xyz = (x u z) t (x u z)

äîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü â B∗ ïåðâîãî äèñòðèáó-
òèâíîãî çàêîíà, à âòîðîé äîêàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííî. �

Ò.î. ëþáîå áóëåâî êîëüöî ñ åäèíèöåé ìîæåò áûòü
çàäàíî ñ ïîìîùüþ áóëåâîé àëãåáðû è íàîáîðîò.

Ñëåäñòâèå B∗∗ = B è R∗∗ = R óñòàíàâëèâàåò
ñòîóíîâñêóþ äâîéñòâåííîñòü ìåæäó áóëåâûìè àëãåá-
ðàìè è áóëåâûìè êîëüöàìè.

Îïðåäåëåíèå 5.6. ÀÑ 〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉 òàêàÿ, ÷òî
〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà, à îòíîøåíèå v çà-
äàþòñÿ ïî ïðàâèëó

x v y
def
= x u y = x (èëè x v y

def
= x t y = y)

íàçûâàåòñÿ áóëåâîé ñòðóêòóðîé.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.1. Ýëåìåíò a áóëåâîé àëãåáðû B ÿâëÿ-
åòñÿ àòîìîì, i� ol a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a è b � íåíóëåâûå ýëåìåíòû áó-
ëåâîé àëãåáðû B. Òîãäà

� ol a ⇒ (a v b) ∨ (a 6∼ b) ⇒

⇒
[
a u b = a,
a u b = o, ïîñêëüêó (a u b) v a.

� åñëè a ∈ At(B) è a v b, òî a u b = a 6= b è
b 6∈ At(B).

�
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5.3 Èäåàëû, ôèëüòðû è êîíãðóýíöèè â

áóëåâîé àëãåáðå

Îïðåäåëåíèå 5.7. Èäåàëîì [ôèëüòðîì] áóëåâîé àëãåáðû
íàçûâàþò å¼ ðåø¼òî÷íûå èäåàëû [ôèëüòðû ].
Åñëè I � èäåàë áóëåâîé àëãåáðû B, òî ïèøóò I P B.
Åñëè I P B è I 6= B (ñîáñòâåííûé èäåàë), òî ïèøóò
I / B.

Êàæäûé áóëåâ èäåàë I è ôèëüòð F áóëåâîé àëãåá-
ðû B îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ðåø¼òî÷íûõ, è, êðîìå
ýòèõ, åù¼ è

(x ∈ I) N (x ′ ∈ I) ⇒ I = B è

(x ∈ F ) N (x ′ ∈ F ) ⇒ F = B

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ èäåàëà ι = xtx ′ ∈ I,
îòêóäà I = B è àíàëîãè÷íî äëÿ ôèëüòðîâ.

Íà èäåàëû è ôèëüòðû áóëåâîé àëãåáðû ïåðåíîñÿòñÿ
ïîíÿòèÿ, ñîáñòâåííûõ, íåñîáñòâåííûõ è ãëàâíûõ èäåà-
ëîâ è ôèëüòðîâ. Ïîñêîëüêó áóëåâà àëãåáðà åñòü ðåø¼ò-
êà, òî â êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðå âñå èäåàëû è ôèëü-
òðû � ãëàâíûå.

Ïðèìåð 5.2. 1. Ïóñòü B ⊆ A. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, ñîäåðæàùèõñÿ â
B åñòü èäåàë áóëåâîé àëãåáðû P(A), à ñîäåðæà-
ùèõ B � ôèëüòð P(A).

Ýòî � ãëàâíûå èäåàëû è ôèëüòðû â áåñêîíå÷íîé
áóëåâîé àëãåáðå.

2. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð íåãëàâíûõ èäåàëîâ è ôèëüòðîâ.
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Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñîâîêóï-
íîñòü P0(A) âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ A åñòü
íåãëàâíûé èäåàë, à íåãëàâíûé ôèëüòð áóëåâîé àë-
ãåáðû P(A) � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ, èìåþ-
ùèõ êîíå÷íîå äîïîëíåíèå äî A.

Ôèëüòð óêàçàííîãî âèäà íàçûâàþò ôèëüòðîì
Ôðåøå.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Èäåàë [ôèëüòð ] áóëåâîé àëãåáðû íà-
çûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â
êàêîì äðóãîì ñîáñòâåííîì èäåàëå [ôèëüòðå ].

Ôèëüòð áóëåâîé àëãåáðû B íàçûâàåòñÿ óëüòðà-
ôèëüòðîì åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ B åìó ïðèíàäëåæèò
â òî÷íîñòè îäèí èç ýëåìåíòîâ b è b ′.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè x � àòîì [ êîàòîì ] êîíå÷íîé áó-
ëåâîé àëãåáðû, òî xM [xO ] � å¼ ìàêñèìàëüíûé ôèëüòð
[ èäåàë ].

Â êîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáðàõ óëüòðàôèëüòðû äðó-
ãèõ âèäîâ, î÷åâèäíî (êàê â ðåø¼òêàõ), îòñóòñòâóþò.

::::::::::
Òåîðåìà 5.6 (ñâîéñòâà ìàêñèìàëüíûõ áóëåâûõ èäåàëîâ è
ôèëüòðîâ).

1. Êàæäûé ñîáñòâåííûé èäåàë áóëåâîé àëãåáðû ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ôèëüòðîâ.

2. Èäåàë [ ôèëüòð ] áóëåâîé àëãåáðû B ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì, i� äëÿ ëþáîãî x ∈ B â í¼ì ñî-
äåðæèòñÿ â òî÷íîñòè îäèí èç ýëåìåíòîâ x è
x ′.



314 Ãëàâà 5. Áóëåâû àëãåáðû (ïðîäîëæåíèå)

3. Ñîáñòâåííûé èäåàë I áóëåâîé àëãåáðû B áóäåò
ìàêñèìàëüíûì, i� äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B èç óñëî-
âèÿ (x u y) ∈ I ñëåäóåò, ÷òî ëèáî x, ëèáî y
ïðèíàäëåæèò I.

Ñîáñòâåííûé ôèëüòð F áóëåâîé àëãåáðû B áó-
äåò ìàêñèìàëüíûì, i� äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B èç
óñëîâèÿ (x t y) ∈ F ñëåäóåò, ÷òî ëèáî x, ëèáî
y ïðèíàäëåæèò F .

Çàìå÷àíèÿ.

K ï. 1. Äàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ ôèëüòðîâ ÷àñòî íàçûâà-
þò òåîðåìîé îá óëüòðàôèëüòðàõ áóëåâîé àëãåá-
ðû.

K ï. 2. Äàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü
ïîíÿòèé ¾ìàêñèìàëüíûé ôèëüòð¿ è ¾óëüòðà-
ôèëüòð¿ äëÿ áóëåâûõ àëãåáð.

K ï. 3. Ïðîñòîé � ñîáñòâåííûé ôèëüòð F áóëåâîé àë-
ãåáðû B, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

(x t y) ∈ F ⇒ (x ∈ F ) ∨ (y ∈ F )

Ò.î. äàííîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåò ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïîíÿòèé ¾óëüòðàôèëüòð¿ è ¾ïðîñòîé
ôèëüòð¿ áóëåâîé àëãåáðû.

Â áóëåâîé àëãåáðå � ôèëüòð:

¾ìàêñèìàëüíûé¿ = ¾ïðîñòîé¿ = ¾óëüòðàôèëüòð¿

Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà, à ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà
íåé, êàê íà ðåø¼òêå. Åñëè ïðè ýòîì åù¼ è



5.3. Áóëåâû ãîìîìîðôèçìû è ïîäàëãåáðû 315

x ∼ y ⇒ x ′ ∼ y ′,

òî ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà äàííîé áóëåâîé àëãåáðå.

Êîíãðóýíöèè áóëåâîé àëãåáðû B îáðàçóþò ïîëíóþ
äèñòðèáóòèâíóþ ðåø¼òêó Con B.

Å¼ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ
êîíãðóýíöèÿ MB, à íàèáîëüøèì � àìîðôíàÿ êîíãðóýí-
öèÿ OB.

Áóëåâû èäåàëû (â îòëè÷èè îò ðåø¼òî÷íûõ) íàõîäÿò-
ñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîíãðóýíöè-
ÿìè:

1) åñëè ∼=∼I � êîíãðóýíöèÿ íà áóëåâîé àëãåáðå
B, ó êîòîðîé I = [ o ] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñîäåðæàùèé ýëåìåíò o, òî I � èäåàë B, ïðè÷¼ì
ñïðàâåäëèâî

a ∼I b ⇔ ∃
I
x : a t x = b t x;

2) åñëè I P B, òî îòíîøåíèå ∼I íà B, îïðåäåë¼ííîå
ýòèì óñëîâèåì, áóäåò êîíãðóýíöèåé íà B, ïðè÷¼ì
[ o ] = I.

Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü a è b � ýëåìåíòû áóëåâîé
àëãåáðû B è I P B, òîãäà

a ∼I b ⇔ (a u b ′) t (a ′ u b) ∈ I.

Åñëè ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà áóëåâîé àëãåáðå B, à I �
èäåàë, åé ñîîòâåòñòâóþùèé, òî ôàêòîðàëãåáðó B/ ∼
îáîçíà÷àþò B/I.
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Îòîáðàæåíèå ϕ : B → B/ ∼, ϕ(x) = [x]∼, ñòà-
âÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó B åãî ñìåæíûé êëàññ
ïî êîíãðóýíöèè ∼∈ Con(B), ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ãîìî-
ìîðôèçìîì.

Òàêîé ãîìîìîðôèçì, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïîäõî-
äîì, íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ϕ � ãîìîìîðôèçì áóëåâîé àë-
ãåáðû B, òî Im(ϕ) ∼= B/Ker ϕ è Ker ϕ ∈ Con(B).

::::::::::
Òåîðåìà 5.7 (Òàðñêèé). Èäåàë I áóëåâîé àëãåáðû B
ìàêñèìàëåí, i� B/I ∼= 2.

Ñïðàâåäëèâ èçîìîðôèçì B/xO ∼= [ o, x ′ ].

Ïðèìåð 5.3. 1. Áûëî: ïóñòü B � àòîìíàÿ áóëåâà àëãåá-
ðà è a � å¼ àòîì.

Òîãäà îòîáðàæåíèå ja : B → 2 òàêîå, ÷òî

ja(x) =

{
ι , åñëè x ñîäåðæèò a ,
o , èíà÷å ,

åñòü ãîìîìîðôèçì.

Èäåàëîì ïðèâåä¼ííîãî â ýòîãî äâóçíà÷íîãî ãîìî-
ìîðôèçìà ja áóäåò ãëàâíûé èäåàë (a ′)O, ïîðîæä¼ííûé
êîàòîìîì a ′.

2. Ïðîèëëþñòðèðóåì èçîìîðôèçì B/xO ∼= [ o, x ′ ]
äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B3, àòîìû êîòîðîé îáîçíà÷èì a,
b è c, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � óêàçàíèåì ñîäåðæàùèõ-
ñÿ â íèõ àòîìîâ.

Åñëè â êà÷åñòâå èäåàëà I âçÿòü aO, òî êëàññàìè
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ∼aO áóäóò
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[a] = aO = I = { a, ∅ }, [b] = { ab, b },
[c] = { ac, c }, [bc] = { abc, bc }.

Ôàêòîðàëãåáðîé áóëåâîé àëãåáðû B3 ïî âûáðàííîìó
èäåàëó áóäåò èçîìîðôíàÿ B2 àëãåáðà èç óêàçàííûõ âû-
øå êëàññîâ ñ íóë¼ì I, àòîìàìè [b] è [c] è åäèíèöåé [bc].

Ïîñêîëüêó bc = a ′ è ∅ ∈ I, òî B/aO ∼= [∅, a ′ ].
Áóëåâà àëãåáðà B3 (êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî

∼aO âûäåëåíû äâîéíûìè ëèíèÿìè) è ôàêòîðàëãåáðà
B3/aO:

abc

ab ac bc [bc]

a b c [b] [c]

∅ I
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Ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçàöèè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
áåçàòîìíûå áóëåâû àëãåáðû.

1. Ðàññìîòðèì òîòàëüíóþ àëãåáðó
〈 P(Z), ∪, ∩, −, ∅, Z 〉 íàä ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷è-
ñåë.

2. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ' íàä ýëåìåíòàìè P(Z):

A ' B ⇔ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü A è B êîíå÷íà.
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' � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ⇒ ìîæíî îáðà-
çîâàòü ôàêòîðìíîæåñòâî P(Z)/'.
Âñå êîíå÷íûå (âêëþ÷àÿ ïóñòîå) ïîäìíîæåñòâà P(Z)
áóäóò, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíûìè; îáîçíà÷èì ýòîò
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [∅].

Òàêæå áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè âñå ïîäìíîæåñòâà öå-
ëûõ ÷èñåë, èìåþùèõ êîíå÷íûå äîïîëíåíèÿ äî Z, âêëþ-
÷àÿ ñàìî Z;
ýòîò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷èì [Z].

3. Ýêâèâàëåíòíîñòü ' îêàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì
îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé: ∀A, B, A1, B1 ∈ P(Z) èç
A ' A1 è B ' B1 ñëåäóåò A ∪ B ' A1 ∪ B1,
A ∩B ' A1 ∩B1 è A ' A1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÀÑ 〈 P(Z)/ ', ∪, ∩, −, [∅], [Z] 〉
áóäåò áóëåâîé àëãåáðîé.

4. Óáåäèìñÿ, ÷òî äàííàÿ áóëåâà àëãåáðà íå èìååò
àòîìîâ.

� ëþáîé îòëè÷íûé îò [∅] ýëåìåíò P(Z)/ ' åñòü
êëàññ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ;

� àòîì � ýëåìåíò, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé çà
[∅], à òàêîâûå îòñóòñòâóþò â P(Z)/ ': â ëþáîì
áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ìîæíî (ñ ïîìîùüþ
ÀÑ!) óêàçàòü ïîäìíîæåñòâî Y òàêîå, ÷òî è îíî,
åãî äîïîëíåíèå áåñêîíå÷íû, è ïîýòîìó [Y ] ñòðîãî
ñîäåðæèòñÿ â [X].

Ãîâîðÿò, ÷òî ãëàâíûå óëüòðàôèëüòðû àëãåáðû ìíî-
æåñòâ, ïîñêîëüêó âñå îíè èìåþò âèä aM , ôèêñèðîâàíû
â òî÷êå a ìíîæåñòâà è èõ íàçûâàþò òðèâèàëüíûìè.
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Ñîâìåñòíî ñ ôèëüòðàìè Ôðåøå îíè èãðàþò âàæíóþ
ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè â àíàëèçå (òîïîëî-
ãè÷åñêàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé äàííîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ
ôèêñèðîâàííûì â íåé òðèâèàëüíûì óëüòðàôèëüòðîì).

Ãëàâíûå óëüòðàôèëüòðû òàêæå èñïîëüçóþò, íàïðè-
ìåð, ïðè èññëåäîâàíèÿõ ïîëíîòû ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì â
àëãåáðàõ Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî, ïîðîæä¼ííûõ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ëîãè÷åñêîé òåîðèåé.

Ïóñòü A = {A, B, . . . } � ìíîæåñòâî ôîðìóë íàä
âûñêàçûâàíèÿìè â ÊÈÂ.

Åñëè A ≡ B � òàâòîëîãèÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëû
A è B ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû èëè ðàâíîñèëüíû, ÷òî
çàïèñûâàþò êàê A ∼ B. ßñíî, ÷òî ∼ åñòü îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà A. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæ-
äàåìûé ôîðìóëîé A îáîçíà÷àþò [A], êëàññû òîæäå-
ñòâåííî èñòèííûõ ôîðìóë � T, à òîæäåñòâåííî ëîæ-
íûõ ôîðìóë � F.

Íà ôàêòîðìíîæåñòâå A/∼ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè ìîæíî çàäàòü òåîðåòèêî
ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ (−), îáúåäèíåíèÿ
(∪) è ïåðåñå÷åíèÿ (∩), ïðè÷¼ì

[A] = [¬A], [A] ∪ [B] = [A ∨B], [A] ∩ [B] = [ANB].

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ââåä¼ííûå îïåðàöèè íàä
êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòåé èìåþò ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

� îïåðàöèè ∪ è ∩ êîììóòàòèâíû è âçàèìíî äèñ-
òðèáóòèâíû;

� âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ [A]∪F = [A] è [A]∩
T = [A];
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� ñïðàâåäëèâû çàêîíû [A] ∪ [A] = T è [A] ∩
[A] = F.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÀÑ 〈A/∼, ∪, ∩, −, T, F 〉 � áó-
ëåâà àëãåáðà, íàçûâàåìàÿ ôàêòîðàëãåáðîé ëîãè÷åñêèõ
ôîðìóë; äëÿ ÊÈÂ îíà ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
àëãåáðîé Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî (â ïîñëåäíåé ôàêòî-
ðèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî îòíîøåíèþ ' òàêîìó, ÷òî
A ' B ⇔ A ` B è B ` A).

Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì A/∼ ñâÿçàíà ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç An ìíîæåñòâî ôîðìóë àëãåáðû
ëîãèêè íàä n ýëåìåíòàðíûìè âûñêàçûâàíèÿìè. Òîãäà
An áåñêîíå÷íî, à ôàêòîðìíîæåñòâî An/∼ � êîíå÷íî
(ñîäåðæèò 22n ýëåìåíòîâ).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

A(x̃) NX(x̃) ∼ F,

ãäå A(x̃) è X(x̃) � ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå ñîîòâåò-
ñòâåííî èçâåñòíóþ è èñêîìóþ áóëåâû ôóíêöèè (äëÿ
ïðîñòîòû óêàçûâàþò èìåííî ôîðìóëû, à íå ïîðîæä¼í-
íûå èìè êëàññû).

Ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëàìè èç ãëàâíîãî èäåàëà, ïî-
ðîæä¼ííîãî ôîðìóëîé A(x̃) â ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåá-
ðå Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî.

Äàëåå çíàê êîíúþíêöèè N áóäåì äëÿ ïðîñòîòû
îïóñêàòü.

Íàïðèìåð, ïóñòü A(x̃) = x1x2, ò.å. äàíî óðàâíåíèå

x1x2X(x1, x2) ∼ F. (∗).
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Èìååì x1x2 = x1 ∨ x2, è ãëàâíûé èäåàë [x1 ∨ x2 ]O

àëãåáðû Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî ñîñòàâëÿþò êëàññû
[x1 ∨ x2 ], [x1 ], [x2 ], [x1x2 ∨ x1x2 ], [x1x2 ], [x1x2 ],
[x1x2 ] è F.

Íà ðèñóíêå ñëåäóþùåãî ñëàéäà ïîêàçàí äàííûé èäå-
àë. Äëÿ êàæäîãî êëàññà óêàçàí âåêòîð çíà÷åíèé ñî-
îòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè (óïîðÿäî÷åíèå íàáîðîâ çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ ñíà÷àëà ïî x, çàòåì ïî y).

[x1 ∨ x2 ]

(0111)

[x1 ]

(0011)

[x1x2 ∨ x1x2 ]

(0110)

[x2 ]

(0101)

[x1x2 ]

(0010)

[x1x2 ]

(0001)

[x1x2 ]

(0100)

F

(0000)

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A





A
A
A
A
A
A
A
A
A



A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA



A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (∗) áóäåò ëþáàÿ áóëåâà ôóíê-
öèÿ, ðåàëèçóþùàÿñÿ ôîðìóëàìè èç ïðèâåä¼ííûõ êëàñ-
ñîâ.

Â áåñêîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáðàõ, ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü è íåãëàâíûå (íåòðèâèàëüíûå) óëüòðàôèëüòðû. Èõ
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òàêæå íàçûâàþò ñâîáîäíûìè, ïîñêîëüêó îíè íå ôèêñè-
ðîâàíû íè â êàêîé òî÷êå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà. Ïåðåñå-
÷åíèå âñåõ ýëåìåíòîâ òàêîãî ôèëüòðà åñòü åäèíè÷íûé
ýëåìåíò.

Ïðèìåð 5.4. Îïèøåì â ñàìîì îáùåì âèäå, êàê ìîæåò
áûòü ïîñòðîåí íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð F áóëåàíà
P(N) .

1. Ðàññìîòðèì ôèëüòð Ôðåøå, îáîçíà÷åìûé F0.
Îí íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, ïîñêîëüêó, íàïðè-

ìåð, íè ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë 2N, íè åãî äîïîëíå-
íèå (ìíîæåñòâî íå÷¼òíûõ ÷èñåë) íå ïðèíàäëåæàò F0.
Ïîýòîìó íàäî ïðèíÿòü ðåøåíèå, îòíåñòè 2N ê êîíñòðó-
èðóåìîìó óëüòðàôèëüòðó F èëè íåò.

2. Ïóñòü ïðèíÿòî ðåøåíèå î òîì, ÷òî 2N ∈ F .
Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íåêîòîðûå äðóãèå ìíîæå-

ñòâà (âñå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå 2N ) òàêæå áóäóò
ïðèíàäëåæàòü F . Ïîëó÷åííûé ôèëüòð îáîçíà÷èì F1.

Ïîíÿòíî, ÷òî îí òàêæå íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ èñêîìûì
óëüòðàôèëüòðîì, ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíî ðÿäà ìíî-
æåñòâ íåîïðåäåë¼ííîñòü îñòàíåòñÿ: íàïðèìåð, íè ìíî-
æåñòâî 3N, íè åãî äîïîëíåíèå íå ïðèíàäëåæàò F1.
Çäåñü ñíîâà íóæíî ïðèíÿòü ðåøåíèå î âõîæäåíèè îä-
íîãî èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ â F1, ïîñòðîèòü F2 è ò.ä.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ �òðàíñ-
ôèíèòíîãî ÷èñëà øàãîâ� áóäåò ïîñòðîåí èñêîìûé óëü-
òðàôèëüòð F .

Ìû ïðèâåëè ÷ðåçâû÷àéíî ãðóáûé íàáðîñîê ñïîñî-
áà ïîñòðîåíèÿ ôèëüòðà F , íî â í¼ì ðîëü ÀÑ: íèêàêî-
ãî ñïîñîáà óêàçàòü, êàêîå ìíîæåñòâî íóæíî ðàññìàòðè-
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âàòü íà êàæäîì øàãå äëÿ âêëþ÷åíèÿ åãî èëè åãî äîïîë-
íåíèÿ â F , íåò.

Êðîìå òîãî, íà êàæäîì øàãå ìîæíî ïðèíÿòü ëþáóþ
èç óêàçàííûõ àëüòåðíàòèâ.

Ìû âèäèì, ÷òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ F ñóùåñòâåííî
íåîäíîçíà÷åí, è, íà ñàìîì äåëå, äî ñèõ ïîð íå óêàçàíî
íè îäíîãî íåãëàâíîãî óëüòðàôèëüòðà â ÿâíîì âèäå, áåç
ïðèìåíåíèÿ ÀÑ.

Íåñòàíäàðòíûé àíàëèç îñíîâàí íà ÿâíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè îá àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûõ âåëè÷èí.

Ìíîæåñòâî ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ∗R åñòü
íåàðõèìåäîâî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ ðàñøè-
ðåíèåì ïîëÿ R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: ∗R � öåïü, â êî-
òîðóþ âëîæåíî ìíîæåñòâî R (ñòàíäàðòíûå ãèïåðäåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà) è ñîäåðæàùåå åù¼ è íåñòàíäàðò-
íûå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ïðè ýòîì â ∗R âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû ïîëÿ, îä-
íàêî íå âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâåäëèâàÿ â R àêñèîìà Àðõè-
ìåäà:
¾äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî n · a > b¿.

Àáðàõàì Ðîáèíñîí (Abraham Robinson,
1918�1974) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,
ñîçäàòåëü ¾íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà¿.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó íàñëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðè ðàñ-
øèðåíèè, àêñèîìà Àðõèìåäà ìîæåò íàðóøàòüñÿ ëèøü
êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b íåñòàíäàðòíîå.
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Ñðåäè íåñòàíäàðòíûõ ÷èñåë âûäåëÿþò áåñêîíå÷íî
áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå: åñëè ÷èñëà ε è I ñóòü
ïîëîæèòåëüíûå ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íî ìàëîå è áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûå, à x � ïîëîæè-
òåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå, òî íåðàâåíñòâà n · ε > x è
n · x > I íå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íè äëÿ êàêîãî íàòó-
ðàëüíîãî n.

Ïîëå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ∗R ìîæíî ïîñòðî-
èòü, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûé íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð U
â P(N).

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáû÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a = (a1, a2, . . . ) è b = (b1, b2, . . .) ýêâèâàëåíòíû,
åñëè ðàâåíñòâî ai = bi íàðóøàåòñÿ íà ìíîæåñòâå,
íå ïðèíàäëåæàùåì U . Ïîñòðîåíèå ãèïåðäåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë... Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, â ñèëó ñâîéñòâ
óëüòðàôèëüòðîâ ââåä¼ííîå îòíîøåíèÿ äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è, íàïðèìåð,
âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ â êîíå÷íîì
÷èñëå ÷ëåíîâ, ýêâèâàëåíòíû.
Ïîëó÷àþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçîâ¼ì ãè-
ïåðäåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè; îíè è áóäóò ÿâëÿòüñÿ
ýëåìåíòàìè ∗R.

Äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó a ñîîòâåòñòâóåò êëàññ ýê-
âèâàëåíòíîñòè [( a, a, . . . )], ýòî � ñòàíäàðòíîå ãèïåð-
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

×åòûðå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïî÷ëåííî.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < b , åñëè íåðàâåíñòâî



5.3. Áóëåâû ãîìîìîðôèçìû è ïîäàëãåáðû 325

ai > bi âûïîëíÿåòñÿ íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå, íå
âõîäÿùåì â U . Ïîñòðîåíèå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë... Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó U � óëü-
òðàôèëüòð, ïîëó÷åíî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå.

Â ýòîì ïîëå, îäíàêî, àêñèîìà Àðõèìåäà íå âûïîë-
íÿåòñÿ: íàïðèìåð �

�

[(
1, 1

2 ,
1
3 , . . .

)]
� áåñêîíå÷íî ìàëîå ãèïåðäåé-

ñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

� [( 1, 2, 3, . . . )] � áåñêîíå÷íî áîëüøîå ãèïåðäåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïðè ïðîâåðêå ýòèõ ñâîéñòâ è òðåáóåòñÿ, ÷òîáû U
áûë íåãëàâíûì óëüòðàôèëüòðîì.

Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê áåñêî-
íå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = x2. Äëÿ âå-
ëè÷èíå x ýòîãî äàäèì áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå
ε, òî åñòü ïåðåéä¼ì ê âåëè÷èíå x + ε. Çíà÷åíèå ôóíê-
öèè y â òî÷êå x áûëî x2, à â òî÷êå x + ε áóäåò
(x + ε)2 = x2 + 2 · x · ε + (ε)2 è, òàêèì îáðàçîì, îíî
èçìåíèëîñü íà dy = 2 · x · ε+ (ε)2.

Îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àð-
ãóìåíòà åñòü

dy

dx
=

2 · x · ε+ (ε)2

ε
.

Ïîñêîëüêó ε � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà, òî ÷ëåíîì
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ε2 â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ dy ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è èñ-
êîìàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 2x.

5.4 Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå 5.9. Ïóñòü Xn = {x1, . . . , xn } � n -
ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ.

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû íàä Xn � ôîðìóëû èç ïåðå-
ìåííûõ è êîíñòàíò 0 è 1 íàä ìíîæåñòâîì ñèìâîëîâ
{t, u, ′ }, ò.å.

1. x1, . . . , xn, 0, 1 � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû;

2. åñëè p è q � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû, òî òàêîâûìè
ÿâëÿþòñÿ è (p t q), (p u q), (p ′).

Ñèíòàêñè÷åñêîå òîæäåñòâî: ìíîãî÷ëåíû p è q ðàâ-
íû, ñèìâîëè÷åñêè p = q , åñëè p è q ñîâïàäàþò êàê
ñòðîêè ñèìâîëîâ.

Pn � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Xn.
Ýòî íå áóëåâà àëãåáðà, ò.ê., íàïðèìåð, x1tx2 6= x2tx1.

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû: ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
Äàëåå ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè ýêîíîìèè
ñêîáîê.

Îïðåäåëåíèå 5.10. Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà è p � áó-
ëåâ ìíîãî÷ëåí èç Pn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p̂B(b1, . . . , bn)
ýëåìåíò èç B, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç p çàìåíîé
xi 7→ bi ∈ B, i = 1, n, à îòîáðàæåíèå
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p̂B : Bn → B, (b1, . . . , bn) 7→ p̂B(b1, . . . , bn)

íàçîâ¼ì ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé, èíäóöèðîâàííîé
áóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì p.

P n
B = { p̂B | p ∈ Pn } � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíî-

ìèàëüíûõ ôóíêöèé, èíäóöèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíàìè èç
Pn íà B.

ßñíî, ÷òî P n
B ⊆ BBn

.

Ïðèìåð 5.5 (âåçäå n = 2). 1. Ïóñòü
B = 2 = { 0, 1}, p = x1 t x2 è q = x2 t x1.

Òîãäà

� p 6= q,

� p̂B = a ∨ b, q̂B = b ∨ a,
� p̂B = q̂B, ò.ê. ïðè ëþáîé çàìåíå â ýòèõ âûðà-
æåíèÿõ áóêâ a è b ýëåìåíòàìè {0, 1} ïîëó-
÷èì îäèí è òîò æå ýëåìåíò.

2. Ïóñòü B = P(A), p = (x1tx2)
′ è q = x1

′ux2
′.

Òîãäà

� p 6= q,

� p̂B = X ∪ Y , q̂B = X ∩ Y , ãäå
X, Y ⊆ A 6= ∅,

� p̂B = q̂B.

P n
B � ïîäàëãåáðà BBn

ßñíî, ÷òî
〈P n

B, t, u, ′, 0, 1 〉 � áóëåâà àëãåáðà.

::::::::::
Òåîðåìà 5.8. P n

B 6 BBn

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ â óñòîé÷èâîñòè ïîìíîæåñòâà
P n
B ⊆ BBn

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé áóëåâîé àëãåáðû.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, äëÿ t
è ïðîèçâîëüíîãî a ∈ Bn èìååì

(p̂B t q̂B)(a) = p̂B(a) t q̂B(a) = (̂p t q)B(a) ∈ P n
B.

Óñòîé÷èâîñòü îïåðàöèé u è ′ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî.

Òàêæå P n
B è BBn

ñîäåðæàò ôóíêöèè f0 ≡ 0 è
f1 ≡ 1. �

Îïðåäåëåíèå 5.11. Äâà áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà p, q ∈ Pn
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñèìâîëè÷åñêè p ∼ q ),
åñëè ðàâíû èõ ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè íà 2, ò.å.
p ∼ q ⇔ p̂2 = q̂2.

∼ äåéñòâèòåëüíî åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íà Pn (ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è
òðàíçèòèâíîñòè íàñëåäóþòñÿ èç îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà
ôóíêöèé).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ñòîóíà äîêàçûâàåòñÿ

::::::::::
Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü p, q ∈ Pn è p ∼ q.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû B ñïðà-
âåäëèâî p̂B = q̂B.

::::::::::
Òåîðåìà 5.10. Pn/ ∼ åñòü áóëåâà àëãåáðà, è
Pn/∼ ∼= P n

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
ϕ : P n

2 → Pn/ ∼, êîòîðîå ïåðåâîäèò ïîëèíîìèàëü-
íóþ ôóíêöèþ P n

2 , èíäóöèðîâàííóþ ìíîãî÷ëåíîì p íà
2 â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [p]∼.

Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê.



5.5. Áóëåâû ãîìîìîðôèçìû è ïîäàëãåáðû 329

p̂2 = q̂2 ⇒ p ∼ q ⇒ [p]∼ = [q]∼.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ϕ è åñòü èñêîìûé áóëåâ èçî-
ìîðôèçì. �

Áóëåâà àëãåáðà: ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîëíîòà Åñëè
P n
B
∼= BBn

, òî íàçîâ¼ì áóëåâó àëãåáðó B ïîëèíîìè-
àëüíî ïîëíîé.
Ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîëíîòà îçíà÷àåò, ÷òî êàæäóþ ôóíê-
öèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëèíîìîì.

Èç åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ
(2n → 2) ôóíêöèé â âèäå ñîâåðøåííûõ ÄÍÔ,
ÊÍÔ èëè ÀÍÔ (ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà), ñëåäóåò,
÷òî |Pn/∼ | = 22n.

Îòñþäà:

� ïîñêîëüêó Pn/∼ ∼= P n
2 , òî àëãåáðà 2 ïîëèíîìè-

àëüíî ïîëíà.

� åñëè |B| = m > 2, òî
|P n

B| = |Pn/ ∼ | = 22n < mmn

= |BBn|, ò.å.
2 � åäèíñòâåííàÿ ïîëèíîìèàëüíî ïîëíàÿ áóëåâà
àëãåáðà.

5.5 Áóëåâû óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.12. Ïàðó (p, q), ãäå p, q ∈ Pn íàçîâ¼ì
áóëåâûì óðàâíåíèåì.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà àëãåáðà.
Ýëåìåíò (b1, . . . , bn) ∈ Bn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (p, q) â áóëåâîé àëãåáðå B, åñëè

p̂B(b1, . . . , bn) = q̂B(b1, . . . , bn).
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Ñîâîêóïíîñòü { (pi, qi) | i = 1,m } îáðàçóåò ñèñòåìó
èç m óðàâíåíèé.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ îáùåå ðåøåíèå âñåõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû.

Óðàâíåíèå (p, q) äîïóñòèìî çàïèñûâàòü â âèäå
p = q.

Íàïðèìåð, x′1x2 ∨ x3 = x1(x2 ∨ x3) � áóëåâî óðàâ-
íåíèå â 2,
à (101) � åãî ðåøåíèå. Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
áóëåâà óðàâíåíèÿ

::::::::::
Òåîðåìà 5.11. Óðàâíåíèÿ

p = q è (p u q ′) t (p ′ u q) = 0

èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà è
(b1, . . . , bn) ∈ Bn.
Ïîëîæèì a = p̂B(b1, . . . , bn) è b = q̂B(b1, . . . , bn).

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

a = b ⇒ (aub ′)t(a ′ub) = (aua ′)t(a ′ua) = 0t0 = 0,

à ñ äðóãîé �

(a u b ′) t (a ′ u b) = 0 ⇒
{
a u b ′ = 0
a ′ u b = 0

⇒

⇒
{
a u b ′ = 0
a t b ′ = 1

⇒ a = b ′′ ⇔ a = b .

�

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû áóëåâûõ
óðàâíåíèé Ïî äàííîé òåîðåìå ñèñòåìà óðàâíåíèé
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{ (pi, qi) | i = 1, . . . , m }.
ýêâèâàëåíòíà åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ

m⊔
i=1

((pi u q ′i) t (p ′i u qi)) = 0 (∗).

Åñëè ðåøåíèå èùåòñÿ â àëãåáðå 2, òî âûðàçèâ ëåâóþ
÷àñòü â êîíúþíêòèâíîé ôîðìå, ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíå-
íèå (∗) èìååò ðåøåíèå, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæè-
òåëåé ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 è, ïðèðàâíèâàÿ èõ ïîñëå-
äîâàòåëüíî ê 0, íàõîäÿò âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ïðèìåð 5.6. Ðåøèì â 2 ñèñòåìó

{ (x1x2, x1x3 ∨ x2), (x1 ∨ x ′2, x3) } .
Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â ïðèâû÷íîì âèäå{

x1x2 = x1x3 ∨ x2 ,
x1 ∨ x ′2 = x3 .

Îíà ýêâèâàëåíòíà åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ

x1x2(x1x3 ∨ x2)
′ ∨ (x1x2)

′(x1x3 ∨ x2)∨
∨ (x1 ∨ x ′2)x ′3 ∨ (x1 ∨ x ′2)′x3 = 0.

Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü â ÊÍÔ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(x1 ∨ x2 ∨ x ′3)(x ′1 ∨ x ′2 ∨ x ′3) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìû � ýëåìåíòû (b1, b2, b3) ∈ 23 óäîâëåòâîðÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿì

(b1 ∨ b2 ∨ b3)(b1 ∨ b2 ∨ b3) = 0,

ò.å. ýòî (001) è (111).
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Ñèñòåìû áóëåâû óðàâíåíèé â ïðîèçâîëüíîé áó-
ëåâîé àëãåáðå Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå èùåò-
ñÿ íå â ïðîñòåéøåé, à â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðå
B 6= 2, òî ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ (∗) ê êîíúþíêòèâ-
íîé ôîðìå ïðèâîäèò ê ïîòåðå ðåøåíèé â ñèëó òîãî, ÷òî
B íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëèíîìèàëüíîé ïîëíîòû, è
â íåé

a u b = o 6⇒
[
a = o
b = o

.

Âûêëàäêè â áóëåâîé ñòðóêòóðå 〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉
1. a u x = 0 ⇔ (a u x) t a ′ =

= a ′ ⇔ (a t a ′) u (x t a ′) =

= a ′ ⇔ x t a ′ = a ′ ⇔ x v a ′ (⇔ a v x ′).

Àíàëîãè÷íî b u x ′ = 0 ⇔ b v x.

2.{
b v x
x v a ′

⇔
{
x = b t u äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ B
x u a ′ = x

⇔

⇔ x = (b t u) u a ′ ⇔
⇔ x = (a ′ u u) t b.

Ðåøåíèå áóëåâà óðàâíåíèÿ c îäíèì íåèçâåñòíûì â
ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðå Ïóñòü â áóëåâîé ñòðóê-
òóðå 〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉 çàäàíî óðàâíåíèå p = q , ãäå
p, q ∈ P1.

Ìåòîä ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ øàãîâ.
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1. Ïðèâîäèì äàííîå óðàâíåíèå ê ðàâíîñèëüíîìó
óðàâíåíèþ ñ o â ïðàâîé ÷àñòè.

2. Ïðèâîäèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê ðàâíîñèëüíî-
ìó óðàâíåíèþ âèäà (a u x) t (b u x ′) = o, ãäå a
è b � èçâåñòíûå ýëåìåíòû B.

3. Çàìåíÿåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ýêâèâàëåíò-
íóþ ñèñòåìó

a u x = o , b u x ′ = o.

4. Åñëè b 6v a ′, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåøåíèÿ íå
èìååò.
Èíà÷å, èñêîìîå ðåøåíèå � x òàêîé, ÷òî

b v x v a ′ èëè
x = (b t u) u a ′ = (a ′ u u) t b,

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B.

Ðåøåíèå áóëåâà óðàâíåíèÿ x t c = d Ðåøèì áóëåâî
óðàâíåíèå

x t c = d

â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ñòðóêòóðå
〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉.
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1. x t c = d ⇔ ((x t c)′ u d) t ((x t c) u d ′) = o.

2. ((x t c)′ u d) t ((x t c) u d ′) =
= (x ′ u c ′ u d) t (x u d ′) t (c u d ′) =
= (x ′uc ′ud ′)t (xud ′)t (xucud ′)t (x ′ucud ′) =

= (x u (d ′ t (c u d ′))︸ ︷︷ ︸
d ′

) t (x ′ u

((c ′ u d) t (c u d ′))) = o.

3. Èìååì d ′ u x = o , ((c ′ u d) t (c u d) ′) u
x ′ = o.

Ðåøåíèå áóëåâà óðàâíåíèÿ x t c = d ...

4. Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå åñëè è òîëüêî
åñëè

(c ′ u d) t (c u d ′) v d.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî
c v d:

((c ′ u d) t (c u d ′)) v d ⇔ (c ′ud)t (cud ′)t d = d ⇔
⇔ dt (cud ′) = d ⇔ (dt (cud ′))uc = duc ⇔
⇔ (cud)t (cud ′) = duc ⇔ c = cud ⇔ c v d .

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ �
x = (c ′ u d) t (c u d ′) t u) u d = (c ′ u d) t (u u

d) = d u (c ′ t u),
ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò áóëåâîé ñòðóêòóðû B.

Íåîáÿçàòåëüíàÿ ïðîâåðêà:

(d u (c ′ t u)) t c Dtr2
= (d t c) u ι = d t c cv d

= d.


