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Интегральное вейвлет-преобразование

Функция окна позволяет локализовать особенности сигнала и в пространстве, и в 

частотной области, однако ширина окна 𝛥 ො𝑔 не меняется на всем диапазоне частот:

Для более точной локализации высокочастотных особенностей требуется более узкое 

пространственное окно, а для полного анализа низкочастотных компонент необходимо 

широкое пространственное окно. Следовательно, КВПФ не подходит для анализа 

сигналов одновременно с очень низкой и очень высокими частотами.
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Например, семейство функций Габора определяется сдвигами 𝑏 при фиксированном

пространственном масштабе 𝑎:

𝑎

1




𝜔 + 𝜔∗ − 𝛥 ො𝑔, 𝜔 + 𝜔∗ + 𝛥 ො𝑔

Рассмотрим множество масштабов и введем зависимость: 𝜔 𝑎 .
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Интегральное вейвлет-преобразование
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Например, семейство функций Габора определяется сдвигами 𝑏 при фиксированном

пространственном масштабе 𝑎:

Рассмотрим множество масштабов и введем зависимость: 𝜔 𝑎 .

Положим:  ,
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x b
x a b a

aa
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 
    

 

 2L 

 
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ˆ
.d C

 








  

𝑎

1




Если                                  - функция окно                   - непрерывная функция   2x x L   ˆ x

Из условия допустимости                                                         - нулевое среднее, т.е. 𝜓 𝑥 - должно колебаться и быстро убывать (“вейвлет”). ˆ 0 0    0x dx




 
Дополнительно накладывают условия обнуления моментов старших порядков:   0,  p=0...m-1px x dx







Функция окна позволяет локализовать особенности сигнала и в пространстве, и в 

частотной области, однако ширина окна 𝛥 ො𝑔 не меняется на всем диапазоне частот:
𝜔 + 𝜔∗ − 𝛥 ො𝑔, 𝜔 + 𝜔∗ + 𝛥 ො𝑔

- базисный/материнский вейвлет, удовлетворяющий условию “допустимости”:
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Интегральное вейвлет-преобразование

Интегральное вейвлет преобразование (ИВП):

Сдвинем центр в ноль 𝜂 𝜔 = ෠𝜓 𝜔 + 𝜔∗ и используя равенство Парсеваля, 

обратное оконное Фурье преобразование:

ИВП дает локальную информацию с пространственно-частотным окном: 

𝑏 + 𝑎𝑥∗ − 𝑎𝛥𝜓, 𝑏 + 𝑎𝑥∗ + 𝑎𝛥𝜓 ×
𝜔∗

𝑎
−
1

𝑎
𝛥෡𝜓,

𝜔∗

𝑎
+
1

𝑎
𝛥෡𝜓

Отношение центра окна к ширине окна (октава при 𝑎 > 0) :

    2
,

1

, , b a

x b
W f b a a f x dx

a
f 






 
  







При                                                  - функции окна     2ˆ,  x x L   
* *,x x 

     

 ,b a x - растяжение-сдвиг функции окна 𝑏 + 𝑎𝑥∗ − 𝑎𝛥𝜓, 𝑏 + 𝑎𝑥∗ + 𝑎𝛥𝜓 .

   

1

2

,

1
ˆ ˆe

2 2

j b

b a

a a
a   
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* *

ˆ ˆ,       

    

1
*2

ˆ, e
2

j b a
a

a a
W f b a f d







 

 



  
  

  
  

Функция окна 𝜂 𝑎 𝜔 −
𝜔∗

𝑎
= 𝜂 𝑎𝜔 − 𝜔∗ = ෠𝜓 𝑎𝜔 с радиусом

1

𝑎
𝛥෡𝜓.

ˆ4S const    

12a 

ˆ

1

2

a


22a 

ˆ

2

2

a


1 2a a

* *

ˆ ˆ2 2

a
Q

a 

 
 

 
- не зависит от 𝑎 (Q – постоянная фильтрация).

На высоких                   окно сужается, на низких частотах – расширяется. 

*

a


 

Окно сужается при уменьшении 𝑎 и расширяется при 
увеличении. 
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Интегральное вейвлет-преобразование

Т.к.                                                        ,  доп. ограничение:

*
*, 0, 0 0a

a


      

Теорема: Пусть              - базисный вейвлет, для       2
, , ,

da
W f b a W g b a db C f g

a
  

 

 

  x  2, :f g L

Тогда:            
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   


   


     

   
2 2

0 0
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.
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 
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      , 2

0

,
2

a b

da
f x x

C
f

a
a dbW b




 



 
   

 
 
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Интегральное вейвлет-преобразование

Т.к.                                                        ,  доп. ограничение:
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2 2

0 0

ˆ ˆ 1
.

2
d d C

   
 

 

  
    

Частотно-временная локализация в фазовом пространстве:

а) Дискретная выборка (сэмплирование дельта-функциями)

б) Преобразование Фурье,

в) Оконное преобразование Фурье

г) Вейвлетное преобразование
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   

 
 



Интегральное вейвлет-преобразование

Примеры вейвлет функций



Интегральное вейвлет-преобразование

Непрерывное вейвлет-преобразование сигнала, содержащего смену частоты
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Дискретное вейвлет-преобразование. 

 ,

1
,  , , 0b a

x b
x a b a

aa


 
    

 

Разобьем ось частот на непересекающиеся частотные диапазоны (октавы). Рассмотрим двоичные разбиения.
1

2
j j

a 

Ограничим b дискретным множеством:
, 0 ,   ,

2
j k j

k
b b j k 

   2

, 0 02 2 ,  1j j

j k x x kb b   

  , ,, , ,   ,j k j j kW f b a f j k  
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Дискретное вейвлет-преобразование. 
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2
j j

a 
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, 0 ,   ,

2
j k j

k
b b j k 

   2

, 0 02 2 ,  1j j

j k x x kb b   

  , ,, , ,   ,j k j j kW f b a f j k  

Требование устойчивого восстановления функции 𝑓 по ее образам 𝑓, 𝜓𝑗,𝑘 означает, что если 𝑊𝜓 𝑓 𝑏𝑗,𝑘 , 𝑎𝑗
2

- мало, то и  𝑓 2

также должно быть малой: ∃𝑎 < ∞: 𝑊𝜓 𝑓 𝑏𝑗,𝑘 , 𝑎𝑗
2
< 1 ⇒ 𝑓 2 < 𝑎. Пусть ሚ𝑓 = Τ𝑓 𝑊𝜓 𝑓 𝑏𝑗,𝑘 , 𝑎𝑗 , тогда из условия 

𝑊𝜓
ሚ𝑓 𝑏𝑗,𝑘 , 𝑎𝑗

2
< 1 следует  ൗ𝑓 2 𝑊𝜓 𝑓 𝑏𝑗,𝑘 , 𝑎𝑗

2
< 𝑎, при A = Τ1 𝑎: 

A 𝑓 2 < 𝑓, 𝜓𝑗,𝑘
2
, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝛧 - условие устойчивости

Если функции  удовлетворяют условию фрейма (устойчивости и ограниченности) (A, B – границы Фрейма):

2
2 2

,2 2
,

, ,  0<Aj k

j k

A f f B f B


     ⇒

   , ,

,

j k j k

j k

f x c x


 

 
2

ˆ 2 ,  0<Aj

j

A B B 






      
2

ˆ
2 ln 2C d A

 








 

 
2

ˆ 2 ,  0<A
k

A x k B B 




     То функция может быть восстановлена:
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Дискретное вейвлет-преобразование. 
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  , ,, , ,   ,j k j j kW f b a f j k  

   , ,

,

j k j k

j k

f x c x


 

       , , , ,

,

, ,n m j k n m j k

j k

f x x c x x  


 

       , , , , , ,, ,n m j k n j m k j k j kx x c f x x      

       , ,

,

, j k j k

j k

f x f x x x 


 
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Дискретное вейвлет-преобразование. 
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   , ,

,

j k j k

j k

f x c x


 

       , , , ,

,

, ,n m j k n m j k

j k

f x x c x x  


 

       , , , , , ,, ,n m j k n j m k j k j kx x c f x x      

       , ,

,

, j k j k

j k

f x f x x x 


 

2
2 2

,2 2
,

, ,  0<Aj k

j k

A f f B f B


    

Фрейм жесткий, если A = 𝐵:

   
2 2

ˆ ˆ2 ,  2 ,j

j k

A B A x k B   
 



 

     

   

2
2

,2
,

2 2

, ,  

ˆ ˆ2 ,  2

j k

j k

j

j k

A f f

A x k A



   



 


 



  



 

       , ,

,

1
, j k j k

j k

f x f x x x
A

 


 

Жесткий Фрейм 

в ℝ2 c 𝐴 =
3

2

𝐴 – избыточность фрейма, при 𝐴 = 1 – ортогональный базис. 
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Введение в кратномасштабный анализ.
Гауссовская пирамида

J

1J 

J

1J 

jV

jW

h 2 ↓

2 ↑

Интерполяция
предсказание

-+

jV

1jV 

jW

 jVГауссовская пирамида  jWЛапласовская пирамида

 1j jV h V   

g

Сглаживание

   j j jW V g h V     

     1j j j j jV g h V W g V W          

деталиГрубое
представление

1jV 

jW

2 ↑ g

+
jV

Мультимасштабное Разложение

Реконструкция
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Введение в кратномасштабный анализ.
Гауссовская пирамида

jV

jW

Гауссовская пирамида

2 ↓ 2 ↑



 0h j  0g j

 1h j 2 ↓ 2 ↑  1g j

0y

1y

jV jV

Фильтры синтезаФильтры анализа

1

0 

 0H 

2

 

 1H 

   1 01H H  

субдиапазоны
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Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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1x 2x  

 

1 2

1 2

2

2

a f f

d f f

 

 

1f

2f a
Преобразование

( )f x

1f

2f

d
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 

 

1f
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1f

2f
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( )F x

Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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- Характеристическая функция

Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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k - масштаб

Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.
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1 2,3 4 0,1 4

3 4,1 0,1 4

1 4

1 2

3 4

F x F x

F x F x

F x F x

 

 

 

       2

0,1 4 0,1
2F x F x

Сдвиги характеристической функции 𝐹 0, Τ1 4 𝑥 :

Масштабирование  характеристической функции 𝐹 0,1 𝑥 :

Пусть:      0,1
,x F x 

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

   

   

   

0,0

1,0

1,1

1,   0 1 2,
2

0,          

1,   1 2 1,
2 1

0,          

x x

x
x x

иначе

x
x x

иначе

 

 

 



 
  



 
   



Тогда:

- масштабирующая функция

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

       1 2,0 2 2,1 3 2,2 4 2,3( )f x f x f x f x f x       

носитель

k - масштаб
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- изображение 1 2 3 4( ) , , ,f x f f f f

1 4

1f

2f

3f
4f

11 2 3 4

               1 2 3 40,1 4 1 4,1 2 1 2,3 4 3 4,1
( )f x f F x f F x f F x f F x   

   ,

1,   

0,       
a b

a x b
F x

иначе

  
  
 

- Характеристическая функция

       

       

       

1 4,1 2 0,1 4

1 2,3 4 0,1 4

3 4,1 0,1 4

1 4

1 2

3 4

F x F x

F x F x

F x F x

 

 

 

       2

0,1 4 0,1
2F x F x

Сдвиги характеристической функции 𝐹 0, Τ1 4 𝑥 :

Масштабирование  характеристической функции 𝐹 0,1 𝑥 :

Пусть:      0,1
,x F x 

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

   

   

   

0,0

1,0

1,1

1,   0 1 2,
2

0,          

1,   1 2 1,
2 1

0,          

x x

x
x x

иначе

x
x x

иначе

 

 

 



 
  



 
   



Тогда:

- масштабирующая функция

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

       1 2,0 2 2,1 3 2,2 4 2,3( )f x f x f x f x f x       

носитель

k - масштаб

 

 

1,0 1 2

1,1 3 4

2

2

a f f

a f f

 

 

( )f x

1x 2x

1f

2f

3f
4f

3x 4x

( )f x

1x 2x

1f

2f

3f

4f

3x 4x

1,0a
1,1a

1,0d

1,1d

1( )g x

1x 2x
3x 4x

1,0a 1,1a    1 1,0 1,0 1,1 1,1( )g x a x a x   

( ; , ) ?f x a d 
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   ,

1,   

0,       
a b

a x b
F x

иначе

  
  
 

Пусть:

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

   

   

   

0,0

1,0

1,1

1,   0 1 2,
2

0,          

1,   1 2 1,
2 1

0,          

x x

x
x x

иначе

x
x x

иначе

 

 

 



 
  



 
   



- масштабирующая функция
1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

         ,1 2 1 2,1

1,     0 1 2,

1,   1 2 1 ,

0,         .

a

x

x F x F x x

иначе



 


     



Пусть:

     0,1
,x F x 

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

- Базисный вейвлет

- Характеристическая функция

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

   

   

   

0,0

1,0

1,1

1,   0 1 4,

2 1,  1 4 1 2,

0,      

1,   1 2 3 4,

2 1 1,   3 4 1,

0,          

x x

x

x x x

иначе

x

x x x

иначе

 

 

 



 


    



 


     



Тогда:

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1
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   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

( )f x

1f

2f

3f
4f

( )f x

1f

2f

3f

4f1,0a
1,1a

1,0d

1,1d

   1 1,0 1,0 1,1 1,1( )g x a x a x   

 

 

 

 

1,0 1 2

1,1 3 4

1,0 1 2

1,1 3 4

2

2

2

2

a f f

a f f

d f f

d f f

 

 

 

 

   1 2 3 4 1,0 1,1 1,0 1,1, , , , , ,f f f f a a d d

1 4 11 2 3 4 1 4 11 2 3 4

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1
1,0a 1,1a

1,0d
1,1d

0,0d

1( )F x

1 4 11 2 3 4

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1
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   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

( )f x

1f

2f

3f
4f

( )f x

1f

2f

3f

4f1,0a
1,1a

1,0d

1,1d

   1 1,0 1,0 1,1 1,1( )g x a x a x   

 

 

 

 

1,0 1 2

1,1 3 4

1,0 1 2

1,1 3 4

2

2

2

2

a f f

a f f

d f f

d f f

 

 

 

 

   1 2 3 4 1,0 1,1 1,0 1,1, , , , , ,f f f f a a d d

 

 

1 1 1,0 1,0

1 2 1,0 1,0

0,1 4 : ( ) ( )

1 4,1 2 : ( ) ( )

f x g x f a d

f x g x f a d

   

    

1 4 11 2 3 4 1 4 11 2 3 4

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1
1,0a 1,1a

1,0d
1,1d

0,0d

1( )F x

1 4 11 2 3 4

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1
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   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

( )f x

1f

2f

3f
4f

( )f x

1f

2f

3f

4f1,0a
1,1a

1,0d

1,1d

   1 1,0 1,0 1,1 1,1( )g x a x a x   

 

 

 

 

1,0 1 2

1,1 3 4

1,0 1 2

1,1 3 4

2

2

2

2

a f f

a f f

d f f

d f f

 

 

 

 

   1 2 3 4 1,0 1,1 1,0 1,1, , , , , ,f f f f a a d d

 

 

1 1 1,0 1,0

1 2 1,0 1,0

0,1 4 : ( ) ( )

1 4,1 2 : ( ) ( )

f x g x f a d

f x g x f a d

   

    

1 4 11 2 3 4 1 4 11 2 3 4

     

     

1,0 1,0 1,0 1,0

1,1 1,1 1,1 1,1

0,1 2 : ( )

       1 2,1 : ( )

f x a x d x

f x a x d x

 

 

  

  

         1,0 1,0 1,1 1,1 1,0 1,0 1,1 1,10,1 : ( )f x a x a x d x d x       

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1
1,0a 1,1a

1,0d
1,1d

0,0d

1( )F x

1 4 11 2 3 4

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1
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   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

( )f x

1f

2f

3f
4f

( )f x

1f

2f

3f

4f1,0a
1,1a

1,0d

1,1d

   1 1,0 1,0 1,1 1,1( )g x a x a x   

 

 

 

 

1,0 1 2

1,1 3 4

1,0 1 2

1,1 3 4

2

2

2

2

a f f

a f f

d f f

d f f

 

 

 

 

   1 2 3 4 1,0 1,1 1,0 1,1, , , , , ,f f f f a a d d

 

 

1 1 1,0 1,0

1 2 1,0 1,0

0,1 4 : ( ) ( )

1 4,1 2 : ( ) ( )

f x g x f a d

f x g x f a d

   

    

1 4 11 2 3 4 1 4 11 2 3 4

     

     

1,0 1,0 1,0 1,0

1,1 1,1 1,1 1,1

0,1 2 : ( )

       1 2,1 : ( )

f x a x d x

f x a x d x

 

 

  

  

         1,0 1, 1,0 1,0 1,0 1,1 1 1,1,1 10,1 : ( ) a x a dxf x x d x     

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1
1,0a 1,1a

1,0d
1,1d

0,0d

1( )F x

1 4 11 2 3 4

 

 

0,0 1,0 1,1

0,0 1,0 1,1

2

2

a a a

d a a

 

 

   1,0 1,1 1,0 1,1 0,0 0,0 1,0 1,1, , , , , ,a a d d a d d d

1x 2x
3x 4x

0,0a

1,0d
1,1d

0,0d

2 ( )F x

       0,00 1,0 1,0 1,1 1,10,00,1 : ( ) a xg x d x d x    

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

( )f x

1f

2f

3f

4f
1,0a

1,1a
1,0d

1,1d

1 4 11 2 3 4

0,0a
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   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1

( )f x

1f

2f

3f
4f

( )f x

1f

2f

3f

4f1,0a
1,1a

1,0d

1,1d

   1 1,0 1,0 1,1 1,1( )g x a x a x   

 

 

 

 

1,0 1 2

1,1 3 4

1,0 1 2

1,1 3 4

2

2

2

2

a f f

a f f

d f f

d f f

 

 

 

 

   1 2 3 4 1,0 1,1 1,0 1,1, , , , , ,f f f f a a d d

 

 

1 1 1,0 1,0

1 2 1,0 1,0

0,1 4 : ( ) ( )

1 4,1 2 : ( ) ( )

f x g x f a d

f x g x f a d

   

    

1 4 11 2 3 4 1 4 11 2 3 4

     

     

1,0 1,0 1,0 1,0

1,1 1,1 1,1 1,1

0,1 2 : ( )

       1 2,1 : ( )

f x a x d x

f x a x d x

 

 

  

  

   , 2 , 0,..., 2 1k k

k j x x j j    

1 4

 1,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 1,1 x

11 2 3 4

1
1,0a 1,1a

1,0d
1,1d

0,0d

1( )F x

1 4 11 2 3 4

 

 

0,0 1,0 1,1

0,0 1,0 1,1

2

2

a a a

d a a

 

 

   1,0 1,1 1,0 1,1 0,0 0,0 1,0 1,1, , , , , ,a a d d a d d d

1x 2x
3x 4x

0,0a

1,0d
1,1d

0,0d

2 ( )F x

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

1 4

 0,0 x

11 2 3 4

1

( )f x

1f

2f

3f

4f
1,0a

1,1a
1,0d

1,1d

1 4 11 2 3 4

0,0a

 

 

 

0 1 0,0 1,0 0,0

0 2 0,0 1,0 0,0

0 0,0

0,1 4 : ( ) ( )

1 4,1 2 : ( ) ( )

1 2,1 : ( ) ( )

f x g x f a d d

f x g x f a d d

f x g x d

    

    

  

         0,0 0,0 0,0 0,0 1,0 1,0 1,1 1,10,1 : ( )f x a x d x d x d x       

Декомпозиция функции на средние (“размытые”) значения и детализирующие значения:

         1,0 1, 1,0 1,0 1,0 1,1 1 1,1,1 10,1 : ( ) a x a dxf x x d x     

       0,00 1,0 1,0 1,1 1,10,00,1 : ( ) a xg x d x d x    

- Уровень 1

- Уровень 2

Введение в кратномасштабный анализ. Вейвлеты Хаара.


